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PRESENTACION

Cuando se incuba un suerio y nace una idea, el mundo se ensancha,

se ponen en juego los recursos y se inicia un camino donde los obstdculos
se presentan uno a uno. Cuando la idea es buena y el suerio es grande,
nada detiene el impetu desatado.

La coleccidn de libros que tengo el honor de presentar es el fruto de un suefio
grande y del trabajo persistente de un equipo formado por mateméticos y educadores
matematicos, quienes, liderados por su directora, se abocaron a la tarea de escribir
cuatro libros de Matematica, sobre los temas centrales del curriculo escolar: Numeros,
Geometrfa, Algebra y Datos y Azar.

Estos cuatro libros representan la culminacién de un proceso de aprendizaje, re-
flexion y maduracién que se inicia muy atrds, con las primeras iniciativas en educacién
en el Centro de Modelamiento Matematico, cuando se vislumbraba que era posible
hacer un aporte a la educacién desde la perspectiva de los matematicos, pero no se
sabfa muy bien cdmo. Fueron muchos los proyectos que se sucedieron y que fueron
ayudando a comprender mejor el problema que se enfrentaba y ayudaron a apuntar
con mayor precision a una de nuestras principales debilidades en matemadtica escolar:
las escasas oportunidades que nuestro sistema de formacion de profesores brinda a
los estudiantes de Pedagogia en Educacion Basica de conocer la matemética escolar.
Esta coleccion de libros apunta, con una potente fuerza de saber, al corazén del siste-
ma formativo, proveyendo matemaética en sus contenidos y la manera de ensefiarlos.

Si estos libros representan la culminacién de un proceso, también son solo un
hito en el camino que se abre hacia el futuro con inmensos desafios, algunos de los
cuales son desatados por estos mismos. La incorporacién en las aulas universitarias de
la matematica escolar, con toda la potencialidad y riqueza que estos libros proponen,
requiere de grandes esfuerzos de parte de las propias unidades formadoras, de los
formadores de profesores y ciertamente de los estudiantes de pedagogia que suefian
con un aula escolar viva y dvida de conocimiento. Estos libros ponen de manifiesto
la necesidad de formacién académica de los formadores de profesores y llaman a la
creacion de material de apoyo complementario en otros formatos. Con una mirada de
largo plazo, estos libros también muestran la necesidad de contar con académicos de
alto nivel, conocedores de la matemética escolar, de su ensefianza y de su aprendizaje,
en todas las unidades de formacion de profesores.

El proceso que da vida a esta coleccién de libros, desde su concepcion hasta la
impresion final de sus paginas, tiene numerosos rasgos originales que quisiera des-
tacar. Este es un proyecto que convoca a matematicos interesados por la educacion,
expresando una realidad creciente en todo el mundo y también en nuestro pais, que



mueve a cientificos investigadores de sus propias disciplinas a abordar problemas
de la educacion, con espiritu abierto y con el respeto que merecen. Expresiones de
esta tendencia van en la linea de un cambio de parte de los cientificos, que han ido
comprendiendo la complejidad de los problemas de la educacién, de la formacién
de profesores, de la escuela y la sala de clases. Pero este proyecto también convoca a
educadores matematicos que, por la naturaleza de su disciplina cientifica, tienen a la
educacion en toda su complejidad en el centro de su quehacer, pero que en muchas
ocasiones han caminado por una via paralela a los cientificos. El proyecto que da
origen a los libros que aqui presento es una muestra mas de la importancia de acer-
car estos mundos y de la tendencia nacional a comprender que en la educacion hay
espacio para todos, que la incorporacion de actores enriquece la discusion y mejora la
calidad de los resultados. Estos libros son el fruto del trabajo conjunto de matematicos
y educadores matemaéticos.

Estos libros no nacen del trabajo aislado de los expertos convocados, sino que
en todo momento se ha tenido presente la realidad, expresada a través de la opinién
de los actores que intervienen en la formacion de los profesores de educacion basica.
Las necesidades, el sentir y las opiniones de los académicos formadores y de los estu-
diantes de pedagogia fueron recogidos en consultas y aplicaciones piloto a lo largo de
todo el pais. Esta es una experiencia inédita en Chile, que incorpora a los lectores en
la redaccién de libros de texto universitarios, basando las decisiones editoriales en la
evidencia encontrada, sobre lo que es relevante para el profesor, y dando fuerza a las
ideas que se presentan en sus paginas. Es interesante que en la busqueda de informa-
cién para apoyar la escritura de los libros, los autores tuvieron la oportunidad de dar
una mirada nacional a la formacién de los profesores de educacién basica en cuanto
ala matematica, la que les permitid levantar evidencia de investigacion que resulta
de extremo interés, mds alld de su propésito original.

Estos libros sobre la matematica escolar son una herramienta poderosa para
apoyar la formacion de profesores, ya que enfocan los contenidos matematicos co-
nectados con su ensefianza y teniendo en cuenta el curriculo nacional. Asf como sus
cuatro tomos van tomando uno a uno los temas centrales del curriculo, con una mi-
rada puesta en los contenidos escolares, proyectados en la sala de clases. Dan cuenta
de la matematica escolar en todas sus dimensiones, las que muchas veces son mi-
nimizadas equivocadamente ignorando su complejidad. Una lectura de sus paginas
nos lleva a comprender rapidamente que la tarea de ensefiar matematica escolar es
intelectualmente demandante y que requiere de una cuidadosa preparacién, que va
mucho maés alld de unos cursos aislados. Estos libros muestran la importancia de la
comprension de los contenidos, teniendo presentes las diversas formas de ensefianza
y de aprendizaje y el curriculo escolar, y sugieren un cambio importante en el eje de
las carreras de pedagogia, moviéndolo desde una mirada generalista desprovista de
contenido a una mirada integradora del contenidos y su ensefianza.

Enlalinea de esta tltima reflexién, con la publicacién de esta obra se plantean en
forma concreta lineamientos respecto de como deberiamos formar a los profesores en
Chile. Debemos transformar una cultura universitaria que considera que la disciplina



que se ensefla es secundaria frente a un saber pedagégico general y tedrico, desde el
cual serfa posible deducir qué hay que hacer en el caso de cada disciplina. Debemos
transformar una cultura universitaria que considera que en la formacion de profesores,
la preparacion disciplinaria y pedagdgica van en paralelo, dejando que el estudiante de
pedagogia haga la integracion. Es necesario movernos a una cultura de la integracion
entre las disciplinas y lo pedagdgico, generando un compromiso de los formadores que
abordan estos aspectos en forma coordinada e integrada. Ciertamente la formacién
de un profesor va més alld de lo disciplinario y lo pedagdgico, pero si estos aspectos no
estan presentes con fuerza y en forma integrada, no tendremos un profesor o profesora
con la potencialidad de proyectar el saber formador en su integridad.

Estos libros nacen en un contexto marcado por una creciente preocupacion na-
cional por la educacién, empujada por las demandas del movimiento estudiantil en
sus multiples expresiones. Esta preocupacion pone énfasis en el acceso y la calidad
de la educacidn, y demanda importantes recursos para la introduccion de los cam-
bios estructurales necesarios, que garanticen el acceso de todos los nifios y nifias a la
educacion de calidad. Sin embargo, es necesario hacer notar que con una inyeccién
importante de recursos y con una juiciosa reorganizacion administrativa, la calidad
de la educacién no queda garantizada. En este contexto, es importante mencionar
que la coleccién de libros que presentamos nace en el seno del programa INICIA,
lanzado en 2008 y que tiene como proposito el fortalecimiento de la formacidn inicial
de los profesores. Estos libros nacen y se nutren de las experiencias adquiridas en la
formulacion de los estandares de matematica, que definen lo que como pais espera-
mos que los futuros egresados de las carreras de pedagogia sepan y sepan hacer, y que
se miden en la prueba INICIA. Los estdndares y la prueba INICIA definen un marco
de demandas para los formadores de profesores y para los estudiantes de pedagogia
dificiles de lograr sin tener el apoyo del Estado, de las instituciones y de académicos
preocupados por el avance de la calidad de la educacién. Esta coleccion ofrece apoyo
en el area de matematica e interpreta los estdndares desde una perspectiva de la rea-
lidad nacional. Bienvenidos serdn materiales complementarios que ayuden a formar
mejores profesores y profesoras.

Me sumo con alegria a todos los que ven en estos libros una poderosa herramien-
ta para seguir construyendo una mejor educacion para todos nuestros nifios y nifias,
y a todos quienes levantan su voz para felicitar a la directora y a todos los autores de
estos libros, quienes con su trabajo, talento y perseverancia nos ponen un desafio mas
en esta tarea de hacer de Chile un pais con una educacién justa y de calidad, donde
todos los nifios y nifias tengan acceso a una educacion que les permita conocer las
matemadticas, las ciencias, las humanidades, las artes y todas las expresiones de la
cultura humana, para construir asi un pafs mejor, un pais desarrollado.

Patricio Felmer

Premio Nacional de Ciencias Exactas 2011
Académico de la Universidad de Chile
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INTRODUCCION

El eje de nimeros es el corazdn del curriculo escolar. Su presencia en los niveles inicia-
les no tiene contrapeso. El primer encuentro con la matemdtica ocurre justamente con los
numeros y ellos nos acomparian a lo largo de toda la vida. Usamos los niimeros a diario y en
multiples contextos, relacionados con el dinero, las compras, las mediciones, las cantidades,
las distancias, el transcurso del tiempo, los datos metereoldgicos, los indicadores econémi-
cos, los indices numéricos relativos a nuestra salud, como la temperatura, la presion arterial
o el nivel de aziicar en nuestra sangre, entre otros. Nos resultarfa dificil imaginar un mundo
sin nimeros.

Este texto Numeros es el mas extenso de la coleccion ReFIP, acorde al desafio curricular
que aborda. El enfoque compartido por los libros de esta serie se despliega con especial niti-
dez en este caso. Se trata de un libro de matemadtica, cuya integridad y rigor son centrales. Su
cobertura temdtica estd gobernada por las necesidades del curriculo escolar. La forma en que
se abordan estos contenidos responde a las necesidades de su ensefianza a nifios y nifias de
primero a sexto afio de Educacion Bésica. De este modo, la matematica escolar aparece con
la profundidad y riqueza de una matemadtica definitivamente no trivial, en la que se abordan
los porqué, se argumenta, se justifica y se demuestran propiedades. La preocupacion por las
representaciones se manifiesta en todos los temas abordados y se relaciona tanto con su
enseflanza como con la necesidad de desarrollar una comprension profunda de los conte-
nidos escolares. En todos los capitulos se incluyen secciones destinadas a discutir erroresy
dificultades asociadas al aprendizaje de estos temas.

Los tres primeros capitulos se dedican a los numeros para contar y medir y las operacio-
nes bdsicas de suma, resta, multiplicacién y division. Se estudia el sistema de numeracion
decimal, sus principios y aspectos relacionados con su ensefianza. Aparece la recta numérica
como una representacion privilegiada de los nimeros, que rendird frutos a lo largo de los
capitulos siguientes. Se presentan técnicas de calculo mental y escrito basadas en las pro-
piedades de los numeros y de las operaciones. También se estudian las situaciones aditivas
y multiplicativas que permiten ejemplificar los distintos significados de las operaciones. Los
diagramas se utilizan para plantear y resolver problemas en contexto. Se discute cdmo usar
el material concreto en la ensefianza de las operaciones y sus algoritmos. Ademads, se otorga
especial atencion a desarrollar y justificar la validez de los algoritmos usuales.

En el Capitulo IV se estudia la estimacion. Se reconocen situaciones en las que se requiere
realizar estimaciones, por ejemplo, al aplicar el algoritmo de la divisién. Otras veces, en el
contexto de la resolucion de problemas se necesita tener una idea aproximada de la solucién
antes de calcularla, para utilizar representaciones o diagramas adecuados y para discutir la
pertinencia de los resultados obtenidos. En la vida cotidiana son frecuentes las ocasiones en
que necesitamos saber, usualmente de manera rapida, un valor aproximado de una cantidad
o de una operacién aritmética. En este capitulo se presentan algunas estrategias para obtener
dichas estimaciones.
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Los siguientes capitulos se destinan al estudio de los conjuntos de nimeros de acuerdo a
su aparicion en el curriculo escolar: los niimeros naturales en el Capitulo V, las fracciones en
los Capitulo VI'y Capitulo VI, los decimales en el Capitulo VIII, los enteros y los reales en el
Capitulo X. El Capitulo IX trata razones, proporciones y porcentajes, usando los niimeros de-
cimales para expresarlos y calcularlos. Esta materia tiene gran presencia en la vida cotidiana
y, por lo tanto, toda la poblacién requiere haber adquirido destrezas y un dominio conceptual
que rara vez se consigue a nivel escolar, donde son conocidas las dificultades asociadas a su
ensefianza y su aprendizaje. En este capitulo se abordan estas dificultades y los errores que
pueden aparecer.

En el Capitulo V, dedicado a los niimeros naturales, aparecen algunos aspectos mas com-
plejos de la estructura de los niimeros, principalmente aquellos relacionados con la division.
Se estudian las consecuencias del algoritmo de la divisidn, divisibilidad, méximo comun
divisor y minimo comuin multiplo, su relacién y cémo se pueden calcular, en particular el
algoritmo de Euclides. Se introduce aqui el concepto de nimero primo y se muestra como
estos niimeros constituyen los bloques fundamentales en la estructura de los nimeros a
través del teorema fundamental de la aritmética, que permite expresar cualquier nimero de
manera tinica como producto de ntimeros primos.

El desafio mayor que presenta la ensefianza de las fracciones justifica la dedicacién de
dos capitulos a su estudio. Hay suficiente evidencia internacional acerca de la existencia de
una dificultad intrinseca al concepto de fraccién, sus representaciones y sus significados. En
este texto, se enfrenta esta dificultad recalcando que una fraccién es un nimero que tiene
una ubicacion precisa en la recta numérica. El estudio de las operaciones con fracciones se
aborda en el Capitulo VII a partir de los significados y formas de representacion estudiadas
en el capitulo anterior, ligdndolas a la resolucion de problemas de contexto. Los algoritmos
de célculo se desarrollan de manera intuitiva y luego se justifican desde una perspectiva mas
algebraica.

En el Capitulo VIII se presentan los niimeros decimales como una extencién del sistema
de numeracion decimal para representar los niumeros de la recta numérica y su relaciéon con
las fracciones. Se estudian también las operaciones bésicas con nimeros decimales y sus
algoritmos.

En todos estos capitulos dedicados a los conjuntos de niimeros, se incluyen justificacio-
nes y demostraciones de propiedades generales utilizando lenguaje algebraico, lo que per-
mite reconocer la fundamentacién de reglas particulares. Por ejemplo, las operaciones con
fracciones son generalizaciones de las ideas que subyacen a las operaciones con niimeros
naturales, y la regla de los signos no es mds que una consecuencia de la necesidad de que las
operaciones con nimeros negativos satisfagan las propiedades basicas de las operaciones
con numeros naturales. Este enfoque permite estudiar las propiedades de las operaciones
ganando comprension sobre su significado y sus consecuencias.
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Capitulo

Numeros para contar y medir

Introduccion

Uno, dos, tres, cuatro, muchos. Probablemente, nuestros antepasados primi-
tivos dieron sus primeros pasos aritméticos contando de esa manera. De hecho,
hay pueblos actuales en la Amazonia que todavia cuentan asi: no tienen nece-
sidad de contar mas alld de tres o cuatro. A medida que los grupos humanos se
hicieron mas complejos, aumentaron las necesidades, se hizo imprescindible
llevar la cuenta de rebafios y cosechas, del tiempo y de las estaciones; se debi6
medir los terrenos y la propiedad publica y privada, etc. Asi surgieron los niime-
ros y sus diversas formas de representacion.

Los ntimeros se han usado desde tiempos inmemoriales en dos procesos
distintos: por una parte, para contar (entonces se les suele llamar nimeros car-
dinales) y por la otra, para ordenar (se les llama niimeros ordinales). Asf 1,2, 3, ...,
sirven para contar, asignamos 1 a un conjunto con un elemento, 2 a un conjunto
con dos elementos, etc., y también sirven para ordenar, 1 es el primero, 2 es el
segundo, 3 es el que sigue al segundo, etc. En este capitulo nos concentraremos
principalmente en la primera de estas funciones. Cabe destacar que también los
numeros se utilizan para designar algo, una persona, una casa, un bus, etc. Por
ejemplo: los nimeros de las cédulas de identidad, los niimeros de teléfono o de
un departamento; todos ellos no responden al cardinal de un conjunto, ni a la
posicion de un objeto en un ordenamiento determinado, sino que corresponden
a una etiqueta que permite asignar una identificacion.

Alo largo de este capitulo, estudiaremos cdmo se construyen los nimeros,
poniendo énfasis en su funcionalidad como cardinales; las diversas formas de
representacion que han existido a lo largo de la historia, hasta llegar a la que
actualmente usamos: el sistema de numeracién decimal. De este tiltimo abor-
daremos sus principios y discutiremos aspectos relacionados con su ensefianza.
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Numeros para contar y medir

1. Las dos intuiciones basicas: piedras y segmentos

El principal uso de los nimeros es contar. Sin embargo, esta idea tiene algo de circular: los
numeros se inventaron para contar, esto es, asociamos un numero a la cantidad de objetos que
estamos contando, pero ;qué es primero, contar o los nimeros?

Para pensar

Un pastor de ovejas, al salir en la mafiana con su rebario, deposita en un canasto una
piedra por cada oveja que sale del corral, al regresar en la tarde, saca las piedras del
canasto una a una, a medida que las ovejas entran al corral.

o ;Cudl es el significado de una piedra en el sistema de conteo
usado por el pastor?

 ;Como se expresa el total de ovejas que tiene el pastor en su
rebafio?, ;cdmo se dirfa oralmente esta cantidad?

* ;Qué significarfa que sobren piedras en el canasto al llegar la
tarde?, ;y qué significaria que falten?

Contar usando piedras estd intimamente relacionado con los inicios de la aritmética, de
hecho, la palabra calcular viene de calculus, que significa piedra en latin. Los calculi (bolitas de
arcilla, guijarros) se usaban ya en Mesopotamia hace 11 mil afios, mucho antes de la aparicién de
la escritura. Vemos que el procedimiento del pastor sirve perfectamente para llevar una cuenta y
no precisa la idea de niimero, todo lo que necesita saber es que hay la misma cantidad de ovejas
en el corral que de piedras en el canasto. Este proceso, de hacer coincidir los elementos de un
conjunto con los de otro, estd en la raiz de la idea de nimero.

El proceso de hacer coresponder colecciones que contienen la misma cantidad de objetos
-los ojos de una cara, las orejas de un burro, las manos de un nifio, etc.- nos lleva a la nocién de
contener dos objetos o binaridad, y de ahi a la idea abstracta del niimero dos, palabra o simbolo
que representa esa nocion. El nimero dos representa aquella propiedad que comparten todas las
colecciones que contienen exactamente dos elementos. Lo mismo ocurre con todos los nimeros.

De esta manera, surge para nosotros la primera visualizacién de los nimeros: piedritas, cuen-
tas o palitos, cada uno de los cuales representa una unidad. Nos podemos olvidar de las ovejas,
de los choclos o los dfas. Para llevar un registro, nos basta con pensar en la canasta con piedritas.
Asi vemos que las piedras, palos u otros objetos son una primera abstraccién: representamos la
cantidad de objetos, arbitrariamente diversos, con una cantidad igual de piedras. Una alternativa
a las piedras es usar marcas: rayas en el suelo o sobre un trozo de madera. Esto naturalmente es
otro paso mds en el camino de la abstraccion y nos acerca a la idea de notacion simbdlica de los
numeros.
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Por ejemplo, el pastor de ovejas podria haber marcado en una tabla una raya por cada oveja
de su rebaflo que sale del corral, obteniendo una representacién como la siguiente:

Figura 1.

La unidad es | y para representar los objetos de una coleccién se deben dibujar tantos de
estos simbolos como objetos tiene la coleccion.

Pensemos ahora que al pastor le regalan algunas ovejas para su rebafio. Para determinar
la cantidad que tiene ahora, puede agregar marcas al registro inicial, tantas como las ovejas le
regalaron. El registro seria:

Figura I.2.

Elresultado se obtiene al unir las representaciones de ambas cantidades, lo que més adelante
llamaremos suma. ;Como cree que se podria calcular una resta usando este tipo de representa-
ciones?

La mayoria de nuestras operaciones y procedimientos puede efectuarse manipulando piedras
u otro material concreto, o usando un sistema de representacién como el descrito anteriormen-
te, donde se utiliza un tnico simbolo para la unidad y a partir de él, se puede escribir cualquier
cantidad.

Se han encontrado palos y huesos de animales con marcas de hasta 35.000 afios de antigiie-
dad. Formas mds sofisticadas de palos marcados se usaron hasta el siglo XX en regiones campe-
sinas de Europa para llevar cuentas de préstamos y deudas.

La segunda representacion o visualizacion de los nimeros es geométrica: los niimeros re-
presentan la longitud de segmentos. Esta nocién es algo mas sutil que la anterior, ya que requiere
de la eleccién de un patrén de medida. Las primeras unidades de medida fueron tomadas de lo
mas cercano, el cuerpo humano. Palmos, codos, pies, pulgadas (de pulgar) han sido usados como
unidades de medida; de hecho, las dos tiltimas atin se usan en el sistema métrico anglosajon.

Entender los niimeros como longitudes de segmentos respondi6 a la necesidad de medir
distancias y superficies, y probablemente surgié mucho después que la necesidad de contar.

Con el desarrollo de la matematica griega, la concepcién geométrica de los nimeros se hizo
mads relevante. Para los griegos los niimeros eran magnitudes geométricas. Todavia nuestro len-
guaje conserva trazas de eso, por ejemplo, si multiplicamos un nimero por si mismo, hablamos
del cuadrado de ese niimero, en referencia al drea de un cuadrado cuyo lado tiene la magnitud
dada. Algo similar ocurre con el cubo. Sin embargo, no hay una palabra especial para designar la
cuarta potencia de un nimero, ya que esta carece de un sentido geométrico evidente.
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Esta concepcion de los nimeros se puede relacionar con la recta numeérica, la cual consiste
en una recta infinita en la que se ha marcado un punto arbitrario, el origen, que luego identifica-
remos con el 0, y otro a su derecha, que identificamos con 1. Estos puntos definen un segmento
que constituye el patron de medida, el cual nos permite graduar la recta. El nimero 2 se identifica
con aquel punto a la derecha del 1, tal que el segmento que estos determinan es congruente (de
igual medida) con el patrdn. Para representar el nimero 3, se repite el procedimiento a partir del 2,
y asi sucesivamente, como se muestra en la Figura L.3.

Patrén

Figura 1.3.

Larecta numérica es una de las ideas mas fecundas para visualizar y comprender las intuicio-
nes sobre los niimeros, en particular, a medida que vamos incorporando otros nimeros distintos
de los que nos sirven para contar, como los niimeros racionales y los irracionales.

Esta forma de ver los nimeros tuvo también influencias negativas en Occidente. Dada la
importancia de la Filosofia griega, influida fuertemente por la Matemdtica, esta vision dificultd
durante siglos el desarrollo del concepto de ntimero, por ejemplo, el cero no puede ser un niimero,
ya que no tiene magnitud; los nimeros negativos tampoco tienen sentido, porque las magnitudes
son positivas; los niimeros racionales tenian un desarrollo muy complicado y los niimeros irracio-
nales tuvieron un dificil proceso de aceptacion.

Ejercicios de la seccion

1. Laidea de niimero se desarroll6 en un periodo de muchos miles de afios. Trate de imaginar
las etapas por las que tuvo que pasar el hombre primitivo para llegar desde los cinco dedos
de su mano, hasta el nimero cinco y un simbolo para denotarlo. Escribalas.

2. Considerando un sistema de representacion en que se utiliza | para representar la unidad,
muestre con un ejemplo:
a. ;Cémo se calcularia la resta entre dos cantidades?

D. ;Como se calcularfa una multiplicacion?, es decir, ;cmo calculariamos el resultado de una
cantidad que se repite un cierto niimero de veces?
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2. Contar y medir

Hemos escogido dos visualizaciones o intuiciones bésicas para ilustrar el concepto de niime-
ro. Cualquiera que sea la visualizacion que empleemos, ella tiene su origen en experiencias fisicas
sensoriales — contar objetos, medir distancias o pasos, entre otros — lo mismo sucederd con las
operaciones elementales con niimeros.

Para pensar

Un padre sefala con orgullo “mi hija de 4 afos sabe contar hasta 40”, y para mostrar
esto solicita a la nifia que cuente de 1 hasta 40. La nifia comienza a decir en voz alta
la secuencia de niumeros: uno, dos, tres, cuatro..., treinta y nueve, cuarenta. ;Se puede
afirmar que la nifia sabe contar? ;qué otra evidencia necesitaria para verificar esta
afirmacién?

2.1 Contar

Estudios conducidos con bebés indican que hay una primera nocién de cantidad desde el na-
cimiento: al poco tiempo de nacidos, nifios y nifias pueden distinguir entre cantidades pequefias
de objetos. Este proceso, que comparten con los adultos y con algunos animales, ha sido llamado
subitizacion, y es la percepcién instantdnea de la cantidad de objetos de un conjunto, la que en
humanos adultos se limitaria a conjuntos de hasta cuatro objetos. Aparentemente, para mas de
tres o cuatro objetos se efectua el proceso de contar. Naturalmente, el proceso de subitizacion
es solo percepcion de cantidad, no produce un nimero, concepto elaborado a partir de muchos
conjuntos o colecciones con el mismo niimero de elementos.

Contar los objetos de una coleccion puede resultar una tarea tan dificil como queramos, y
depende de las condiciones en que se presentan los objetos. Por ejemplo, no es lo mismo contar a
los nifios que estan al interior de una sala de clases si ellos se estdén moviendo de un lado a otro o
si estan sentados en una hilera. Claramente, si los nifios y las nifias se estdn moviendo al interior
de la sala, el proceso que se necesita para saber cudntos nifios hay requiere un esfuerzo mayor que
en el segundo caso, pues, por ejemplo, se necesitard marcar a los nifios que se van considerando
en el conteo o ubicarlos en otro lugar de la sala; es decir, distinguir de alguna forma a aquellos
nifios que ya consideramos en el conteo de aquellos que no.

Contar consiste en establecer una correspondencia uno a uno entre los objetos de una co-
leccién y la secuencia numérica, de tal forma que a cada uno de los objetos se le asigna solo un
nimero de la secuencia. El tlltimo niimero nombrado corresponde a lo que se denomina cardinal
de la coleccion. Observemos que esta es precisamente la misma idea que usaba nuestro pastor
para establecer una correspondencia entre sus ovejas y las piedritas del canasto a la entrada del
corral; solamente hemos reemplazado las piedras por un objeto abstracto, un nimero.
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Figura 14.

La cardinalidad o cantidad de elementos de un conjunto también nos permite establecer una
relacion de orden entre los nimeros. Consideremos un rebafio con 5 ovejas y otro con 7 ovejas. Si
quisiéramos igualar la cantidad de ovejas en ambos rebafios, necesitariamos agregar 2 ovejas al
primero. Diremos que 5 es menor que 7, ya que a cualquier conjunto con 5 elementos necesitamos
agregar 2 elementos para igualarlo con un conjunto de 7 elementos. En general, diremos que un
numero 72 es menor que otro 7z, si a un conjunto con n elementos se lo puede completar con mas
elementos para obtener un conjunto de m elementos, y escribiremos 7 < m. En este caso, también
diremos que m es mayor que 7, y escribiremos m > n. En la recta numérica, el orden esta explicito
en su propia construccion: tendremos que un niimero es mayor que otro si estd a su derecha.

Larelacion “<” es transitiva, es decir, si n < my m < p, entonces n < p. Esta propiedad se puede
interpretar de la siguiente manera: “Si Juan tiene menos ovejas que Pedro, y Pedro tiene menos
que Diego, entonces Juan tiene menos ovejas que Diego’. También se tiene la propiedad de #rico-
tomia: dados dos niimeros m y n, se tiene una y solo una de las siguientes situaciones: n < m, m
<non=m.SiJuany Pedro son dos pastores de ovejas, entonces Juan tiene menos ovejas que Pe-
dro, o bien Pedro tiene menos ovejas que Juan, o bien ambos tienen la misma cantidad de ovejas.

El estudio de la relacién de orden “<”y sus propiedades se abordara en el Capitulo X de este libro
yen el Capitulo IT del libro Algebra de esta coleccién.

Ejercicios

1. Juan tiene 3 cajas con fichas: las cajas A, By C. El sabe que en la caja A hay mas fichas que
en la caja B. Ademds, sabe que en la caja B hay mds fichas que en la caja C. ;Qué caja tiene
mas fichas A o C?, ;qué propiedad le permite justificar su respuesta?

2. Se sabe que una caja de lapices tiene mas de 20 lapices y menos que 22. ;Cuantos lapices
tiene?, ;qué propiedad estd usando para justificar su respuesta?

Capitulo I: Ntimeros para contar y medir 25



26

Antes de contar, nifios y nifias se limitan a repetir la serie de niimeros naturales uno, dos, tres,
etc., avanzando tanto como lo permiten sus memorias. Sin embargo, este “conteo “no estd todavia
relacionado con contar, propiamente dicho. Incluso es frecuente que ellos repitan la serie mostran-
do los objetos uno a uno, pero que no relacionen el iltimo nimero con el cardinal de la coleccién
que estan contando. Contar se produce cuando se establece esa relacion. Otros errores cometidos
por niflos y nifias en el proceso de contar y que han sido reportados por los especialistas son:

o Omitir alguno de los objetos.
o Seflalar algin elemento dos veces.
o Enunciar un nimero sin sefialar ninguno de los objetos.

Observemos las siguientes ldminas con fichas. Ambas tienen nueve objetos, pero ;se debe
realizar el mismo procedimiento para contar en ambos casos?, ;presentan ambas el mismo nivel
de dificultad? Es comun que, al presentar estas situaciones a nifios y nifias al comienzo de su
escolaridad, ellos realicen correctamente el conteo de la segunda situacién, pero se equivoquen
en la primera.

Situacion 1 Situacion 2

Figura L5,

Los objetos de la primera situacion se presentan en forma circular, mientras que los de la
segunda se presentan en forma lineal.

Un aspecto que influye en la tarea de contar es la forma en que se presentan los objetos, que
puede ser lineal, circular, desordenada, mezclada con otros objetos, etc. Esta caracteristica puede
hacer més facil o mds dificil la tarea. Por ejemplo, en la Situacion 1, para efectuar correctamente
el conteo, se debe determinar un primer elemento por donde comenzar y tenerlo en cuenta para
no pasar dos veces por él; mientras que en la Situacion 2, la presentacion de los objetos sugiere un
inicio y un final para realizar el conteo. Este aspecto puede parecer trivial, pero es fundamental
para desarrollar en los estudiantes habilidades que les permitan contar colecciones bajo distintas
condiciones. Algunos aspectos relacionados con contar son:

o El nimero de objetos de la coleccion.

« El tipo de objetos: concretos y manipulables, concretos y no manipulables, representa-
ciones pictoricas.

« La ubicacién de los objetos: accesibles o no accesibles.
« La configuracion espacial de los objetos de la coleccién: lineal, circular, desordenada, etc.

o La familiaridad de los nifios y nifias con los objetos de la coleccién.
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Considerando estos aspectos, la tarea de contar puede requerir:

« Distinguir los objetos que son parte de la coleccién que se va a contar.
o Elegir un primer objeto por donde comenzar a contar.
o Decir los términos de la secuencia numérica en orden.

« Asignar cada término de la secuencia solo a un objeto de la coleccién que se esta con-
tando.

« Asociar cada objeto de la coleccién a un término de la secuencia.

« Identificar el ultimo término de la secuencia que se dice como aquel que se asignd al
ultimo objeto y como la cantidad de elementos que tiene la coleccion.
Ejemplos
1) ;Cudntas E hay en la siguiente sopa de letras?

P AP ANOTETLTR RTP
TBAI GKLMNDA
REYESTNSEF
C TDCHUBURUJM
AAORFGPOAOQUE
M EBTETLTENSTNL
EPUSGPQRTIO
L i ¢cwbaoz L E
L NKRXOLYMH
0O0F I NANOUJG

Una posible estrategia es distinguir la letra que estamos contando, por ejemplo,
encerrando cada una en un circulo. Luego, elegimos un punto de partida para
empezar a contar, por ejemplo, comenzando por la letra que se encuentra en la
esquina superior izquierda, y seguimos en orden recorriendo la sopa de letras, ya
sea por filas o por columnas.

2) Se tienen las letras A, S, E y M. ;Cudntas palabras de cuatro letras, con y sin sentido,
se pueden formar usando estas letras?

Una posible estrategia es hacer una lista con todas las combinaciones siguiendo
algtin orden que permita listarlas todas:

ASEM, ASME, AESM, AEMS, AMES, AMSE,
SAEM, SAME, SMEA, SMAE, SEAM, SEMA,
MASE, MAES, MESA, MEAS, MSAE, MSEA,
EASM, EAMS, EMSA, EMAS, ESMA, ESAM.

Otro procedimiento, que se basa en la multiplicacién, para determinar el niimero
de combinaciones es notar que para la primera letra de la palabra hay cuatro po-
sibilidades, luego de fijada esta letra, hay tres posibilidades para la segunda letra.
De la misma forma, al fijar la segunda letra hay dos posibilidades para la tercera, y
finalmente una sola posibilidad para la cuarta letra. Por lo tanto, el total de pala-
brasesiguala4-3-2-1=24.
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El proceso de contar responde a la necesidad de saber cudntos elementos hay en un conjunto
dado. Existen otros tipos de tareas que se abordan en los primeros niveles de la Educacién Basica
que también requieren de este proceso, tales como:

Producir una coleccion: en este tipo de tarea se espera que nifios y nifias generen una coleccién
de objetos a partir de cierta informacion. Esta informacién puede ser: la cantidad de elementos
de la coleccién a producir, otro conjunto con la misma cantidad de elementos de la coleccién
que se quiere producir, una relacion de orden entre una coleccién conocida y la que se quiere
producir, etc.

Ejemplo

Dibuja 12 pelotas dentro de la caja

En el ejemplo, se sefiala en forma simbdlica la cantidad de pelotas a dibujar en la caja.
La accion de dibujar las pelotas requiere que nifios y nifias produzcan una coleccion
de objetos a partir del nimero dado.

En el siguiente ejemplo, se da una coleccion con un cierto niimero de elementos y se pide
producir otra coleccion con la misma cantidad de elementos. Esta situacién puede presentar un
nivel de complejidad mayor, dependiendo de la forma en que se plantee la actividad.

Ejemplo

Al frente de la sala
Al fondo de la sala

Una profesora pone en un lugar de la sala varias botellas y en otro lugar, tapas para
estas botellas. Solicita a nifios y nifias que traigan la cantidad de tapas necesarias para
poner una a cada botella, sin que sobre ni falten tapas.

El conteo es el procedimiento que permite resolver la tarea, pues los estudiantes de-
ben cuantificar las botellas y considerar este niimero al seleccionar las tapas. Sin
embargo, para que la actividad realmente propicie que los nifios y las niflas cuenten
la coleccidn inicial y luego los objetos de la segunda coleccién, se debe resguardar que
hagan un solo viaje, pues, sino podrian ir trayendo las tapas de una en una, de dos en
dos, etc., realizando la tarea sin la necesidad de contar.
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Comparar cantidades: dados dos conjuntos de objetos que no estan disponibles simultdneamen-
te, por ejemplo, un grupo de nifios que estd dentro de la sala de clases y un grupo de niflas que
esta fuera de ella, se pregunta ;hay mds nifios o nifias? Como no se encuentran disponibles en el
mismo lugar, para responder es posible contar la cantidad de nifios y luego la de nifias, y después
comparar los niimeros. Sin embargo, si hubiesen estado presentes ambos grupos al mismo tiempo,
bastarfa haber hecho una correspondencia uno a uno y luego observar si sobran nifias o nifios
para determinar qué hay mas.

A nivel pictérico, dependiendo de lo que se quiera lograr, las colecciones deben presentarse
en la misma hoja, si se desea que los alumnos realicen una correspondencia uno a uno, y en hojas
diferentes, si lo que se quiere es que los nifios cuenten.

Una variacion de este tipo de actividades es en la que se presenta una coleccién de objetos
y un numero, y se solicita determinar si la cantidad de objetos es mayor, menor o igual que el
numero. Para responder a la tarea, podemos contar la coleccién de objetos disponibles y luego
comparar los nimeros.

Determinar el resultado de una operacion: el conteo también aparece como la base para la
comprension inicial de las operaciones aritméticas, asociado a las acciones que permiten carac-
terizarlas. Por ejemplo, dadas dos colecciones A y B, cuyos cardinales son a y b, respectivamente,
la adicion o suma es la operacién matematica que se asocia a la accion de juntar los elementos
de ambas colecciones, obteniendo una nueva coleccién cuyo cardinal es a + b. El conteo es el
procedimiento que permite obtener el resultado de a + .

Para pensar

Utilizando fichas, un profesor plantea a sus alumnos una actividad relacionada con
contar. Toma un montén de fichas y las pone desordenadas sobre su mesa. Pide a uno
de los nifios que pase y cuente las fichas, y anota el nimero en la pizarra. Luego mueve
las fichas haciendo que cambien de posicién y pregunta a sus alumnos si piensan que el
resultado serd el mismo o cambiard. Como observa que hay nifios y nifilas que no estdn muy
convencidos de su respuesta, solicita a otro estudiante que pase y cuente nuevamente.
Vuelve a anotar la cantidad en la pizarra.

o ;Cudl cree usted que es el proposito del profesor al plantear esta actividad a sus
estudiantes?

* ;,Qué propiedades y conocimientos de los nimeros y de contar se estudian a través
de la realizacién de la actividad?

Un aspecto importante en el estudio de los niimeros en los primeros niveles de ensefianza
es la nocién de conservacion de la cantidad. Piaget, quien realiz6 una serie de experimentos para
caracterizar las etapas del desarrollo del razonamiento légico de los niflos, se refiere a la con-
servacion de una cantidad como la capacidad de comprender que el cardinal de una coleccién
de objetos, el volumen de un liquido o la longitud de una cuerda no varian si los objetos que la
componen cambian de posicidn, el recipiente cambia de forma o la cuerda se enrolla de distinta
manera. Existen numerosas actividades que permiten abordar con niflos y nifias esta propiedad
de manera intuitiva. Por ejemplo, poner una cantidad de liquido en un recipiente y luego verter
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dicho liquido en un recipiente con una forma distinta al inicial. Los nifios que asimilaron la pro-
piedad de conservacion de la cantidad dicen que en el segundo recipiente hay la misma cantidad
de liquido que habia en el primero.

2.2 Medir

El significado bésico de medir una magnitud, como podria ser longitud, masa, volumen,
etc., en un objeto es determinar las veces que estd contenida una unidad de medida de dicha
magnitud, seleccionada como patrén de medicidn, en el objeto a medir. Por ejemplo, el proceso
de medicién de la longitud de un objeto requiere de la eleccién de una unidad de medida, sea esta
estandarizada (metros, centimetros, pulgadas) o bien no estandarizada (cuartas, palitos de helado
u otra). Luego se debe comparar esta unidad con el objeto que queremos medir. Por ejemplo, la
longitud de la cinta que aparece en la Figura 1.6 es “un poco mas que 5 unidades’.

1 2 3 4 5 6

Figura I6.

De esta manera, el nimero de veces que cabe la unidad de medida en el objeto a medir se
puede expresar usando los niimeros naturales y generando un proceso similar al conteo.

Para pensar

Una persona midi6 la cinta anterior usando ademas otra unidad més pequefia. Observe
la medicidn realizada.

( X X X X X )
I I

,Como se expresa la longitud de la cinta?

Vemos que el proceso de medir en este &mbito es discreto, es decir, se usa contar para me-
dir, por ejemplo: la mesa mide una, dos, tres..., ocho cuartas. Contamos las unidades de medida
necesarias para medir la mesa. La diferencia con el conteo de piedras es que los objetos a contar
son mds abstractos: no se cuentan objetos, sino acciones, las veces que se debe poner la unidad
de medida una después de la otra para completar la medicion.

Cuando medimos una magnitud, por ejemplo una longitud, usando una unidad de medida
como el centimetro, esta medicién puede ser exacta o puede sobrar un trozo que es menor a un
centimetro. En el segundo caso, para expresar la medida de longitud contamos las veces que esta
contenido el centimetro y luego podemos usar una unidad mds pequefia, como los milimetros,
para medir el trozo que sobrd.
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CAPITULO

|

Numeros para contar y medir

En los capitulos siguientes, cuando estudiemos las operaciones con ntimeros, veremos que
contar y medir tienen particularidades que las diferencian. Analizaremos, por ejemplo, que el con-
cepto de nimero como medida, al estar estrechamente asociado a la imagen de la recta numérica,
se generaliza con mayor facilidad.

Ejercicios de la seccion

1. Las siguientes actividades tienen como objetivo que los estudiantes comparen la cantidad
de estrellas con la cantidad de lunas. Observe las actividades y conteste las preguntas:

/Actividad A /Actmdad B

a. Describa los procedimientos que podrian usar los nifios y nifias para efectuar la compara-
cién de lunas y estrellas.

D. ;En cudl de las actividades anteriores es necesario realizar un conteo para resolver la tarea?
Explique su respuesta.

C. ¢Qué dificultades podrian tener los nifios y nifias para realizar cada una de estas actividades?

2. Observe las siguientes actividades, en las que se pide medir un ldpiz con el objeto dado y
anotar el resultado en el recuadro:

Actividad A ) Actividad B )

@ -

@ S

a. Describa el procedimiento que puede usar un nifio de 2° Bésico para responder en ambos
€asos.

h. ;En cudl de las actividades anteriores la medicion de la longitud del 14piz corresponde a un
proceso de contar? Explique su respuesta.
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3.

Una profesora, en los niveles iniciales de ensefianza, plantea la siguiente actividad a sus
estudiantes: “Poner un solo botdn al interior de cada vaso, no debe quedar ningtin vaso sin

7. »

botdn”.

A cada nifio le entrega los botones suficientes para desarrollar la tarea. Observe que los
vasos estan invertidos y solo tienen una ranura para depositar los botones. Ademas, los vasos
son opacos, es decir los nifios y las nifias no pueden mirar en su interior.

a. ;Es necesario que los nifios y las nifias cuenten para resolver la tarea? Explique su respuesta.

D. Describa paso a paso el procedimiento que pueden usar los nifios para resolver la tarea y las
posibles dificultades que se les podrian presentar.

C. ¢En qué curso plantearfa esta actividad? Explique su respuesta.
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3. Representaciones de los numeros

Alo largo de la historia, existieron diversas formas de representar una cantidad, hasta llegar
al sistema de numeracién que hoy en dfa utilizamos. A pesar de la familiaridad que tenemos hoy
con las representaciones de los nimeros, la humanidad se demoré milenios en desarrollarlas.
Los pueblos han producido formas muy diversas para lograr este objetivo. Estas representaciones
difieren drasticamente no solo en su forma material, sino que también en el trasfondo conceptual
con el que organizan los simbolos.

Para pensar

Imaginemos nuevamente un pastor de ovejas como al inicio del capitulo. El quiere
registrar la cantidad de ovejas que hay en una seccién de su corral.

Dependiendo del momento histdrico y de la civilizacion a la que pertenece este pastor,
alregistrar de manera correcta la cantidad de ovejas que hay en el corral, puede escribir:

Pastor antiguo | Pastor romano | Pastor egipcio | Pastor maya Pastor actual

LEEEEETTHTTH XV Y] — 15

o Los registros de los diferentes pastores, ;corresponden al mismo ntimero?
o Elsignificado de|, —,y 1 en los registros, ;es el mismo?

« ;Importa el orden en que se ubican los distintos simbolos en las representaciones
anteriores? Explique su respuesta.

Estamos tan acostumbrados a los nimeros y sus representaciones que rara vez nos detene-
mos a pensar en ellos. De hecho, en un sentido técnico, a veces es util hacer una distincion entre
un nimero y el simbolo empleado para denotarlo, al que se suele llamar numeral. Por ejemplo,
15 es el numeral que representa a las quince ovejas de la imagen en la actualidad, pero no es el
numero quince. Resulta evidente que no solo en Matemdtica, sino que en todo dambito, el nombre
no es lo mismo que aquello que representa; Cervantes es el autor de Don Quijote de La Mancha,
pero Cervantes, la persona, no tenia nueve letras, es su nombre el que tiene nueve letras. Esta
distincion entre nombre y objeto, ttil en un contexto 16gico riguroso, puede causar confusion y
no deberia ser traspasada a los nifios y las nifias.

Para representar los niimeros se usa, en general, un conjunto de simbolos y de reglas que
permiten representar cualquier cantidad, constituyendo lo que se denomina un sistema de nu-
meracidn. Los sistemas de numeracién han ido evolucionando con el tiempo e, incluso, en un
mismo periodo histdrico ha existido més de un sistema, dependiendo del lugar geografico donde
se encontraba la civilizacién que lo utilizaba.
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La forma de representar los niimeros puede ser figurada, oral o escrita. Las primeras corres-
ponden a aquellos sistemas que utilizan marcas fisicas sobre soportes u objetos, por ejemplo, el
sistema usado por los incas que hacian nudos sobre cuerdas. Los sistemas orales son aquellos
que atribuyen un nombre, con palabras de su lengua natural, a cada niimero, de tal forma que al
transcribirlos se escriben las palabras correspondientes, un ejemplo es el sistema usado por los
mapuche que abordaremos mds adelante. Los sistemas escritos son aquellos que usan simbolos
ya existentes o nuevos para representar los nimeros, por ejemplo, los mayas que usaron puntos y
guiones para representar los primeros 19 digitos y luego representaban cualquier niimero usando
un sistema posicional.

Volvamos a nuestro primitivo antepasado que comenzd a llevar registros de sus ovejas o de
los dias haciendo marcas en un palo o hueso, una rayita, 1 oveja; cinco rayitas; 5 ovejas; pero ;qué
pasa si tiene, digamos, 78 ovejas? Obviamente, necesita demasiadas rayitas; mds atin, se hace muy
dificil saber con una simple mirada cudntas ovejas tiene registradas. También es dificil comparar:
se necesita un ojo bastante agudo para distinguir entre setenta y cinco y setenta y ocho rayitas.

Probablemente, lo mds facil es agrupar cierto numero de rayitas con un simbolo especial.
Un ejemplo de esto es el sistema que usamos comunmente para llevar cuentas rapidas, por ejem-
plo, cudntos puntos hemos anotado en un juego o los votos en un club, como se muestra en la
Figura 1.7.

Figura I.7.

Podemos imaginarnos que nuestro antepasado usaba un método similar contando con los
dedos de una mano (con la otra anotaba), y cada vez que contaba 5 objetos, hacfa una marca
distinta, por ejemplo, una mano.

1=
Figura I.8.
De esta manera 3 manos y 4 dedos representaban 19 ovejas.
iaavill
Figura 9.

Podemos llevarlo un paso mas alld y pensar que usaba un simbolo adicional para denotar un
grupo de 5 manos y, luego, un nuevo simbolo para representar 5 de estos tltimos. De esta forma,
se tiene un sistema como el siguiente:

| = unidad
1=
MAAAvER e
120202020 2E))
Figura 110.
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Para pensar

Considerando el sistema de numeracién descrito anteriormente, que utiliza los
simbolos: | , %, 1.
« ;A cuéntos | equivale 32
« ;Qué cantidad representa el ntimero| | % £¥ £ £¥?, ;y el niimero % £ ¥ || %2
o ;Importa el orden en que se escriben los simbolos de este sistema?

o ;Cual es la mayor cantidad que se puede escribir con este sistema?

Existieron muchas civilizaciones que utilizaron este tipo de sistemas de numeracion, denomi-
nados aditivos o agregativos. En ellos solo se utiliza la adicién para formar los ntimeros, yuxta-
poniendo tantos simbolos como sea necesario para escribir una cantidad. Un nuevo simbolo se
introduce a partir de la agrupacion de varios simbolos de un nivel inferior. Asi, por ejemplo, en el
sistema descrito anteriormente, cada 5 unidades o agrupaciones de unidades se introducia un
nuevo simbolo. Un ejemplo de este tipo de sistemas es el de los egipcios, quienes usaban ciertos
jeroglificos para los nimeros 1, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 y 1.000.000 (ver Figura I.11).

10 100  1.000 10.000 100.000 1.000.000
Figura 111

Para pensar

Una dificultad de estos sistemas es que se debe inventar un nuevo simbolo para cada
grupo de objetos. Una ventaja de los ntimeros ardbigos es que con solo 10 simbolos; los
digitos' 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8y9; se pueden escribir todos los ntimeros, por grandes que
estos sean, ;En qué se fundamenta esto?

Otro ejemplo de sistema de numeracion agregativo es el de los romanos, que ademas inclu-
yeron otras reglas para representar cantidades. Usaban ciertas letras de su alfabeto:

LVXLCDyM,

Esto para denotar los nimeros 1, 5, 10, 50, 100, 500 y 1.000, respectivamente. Para escribir nime-
ros mas complejos, procedian a juntar estas letras en un orden determinado y los valores debian
sumarse, por ejemplo:

MMLVII

'Digito deriva del latin digitus o dedo.
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Esto debe interpretarse como 1.000 mds 1.000 més 50 mds 5 mds 1 mds 1, o sea, 2.057 en nuestra
notacion. Los simbolos que denotan niimeros més grandes anteceden a los que representan nu-
meros menores. Con el propdsito de ahorrar simbolos, esta regla se complementa con otra: si se
invierte el orden, entonces el menor se resta del mayor; por ejemplo, en lugar de escribir IIII para
denotar al niimero 4, se escribe IV.

No todas las combinaciones son aceptables, solo las letras I, X y C pueden ser antepuestas y
tampoco en cualquier combinacién. Asi, I puede anteceder solo a V'y a X, para forman respecti-
vamente IV, 4, y IX, 9. De la misma manera, X puede anteceder a L y C, pero no puede ir antes de
D ni de M. Cien, o C, puede anteceder a D y a M para formar CD, 400 y CM, 900.

LV X L jle (D |[m]
— 1 — 1

Figura 112,

En resumen, solo son posibles las siguientes combinaciones:

Numero decimal Ntimero romano Interpretacién
4 1Y Uno menos que cinco
9 IX Uno menos que diez
40 XL Diez menos que cincuenta
90 XC Diez menos que cien
400 CD Cien menos que quinientos
900 CM Cien menos que mil
Tabla L1.

De modo que LD no es una forma licita de denotar al nimero 450, para ello debemos escribir CDL,
literalmente, 100 menos que 500, mas 50. De la misma manera, el 8 no puede escribirse como IIX,
debe escribirse VIIL. Probablemente, el error mds frecuente en periddicos y crucigramas es escribir
49 como IL y 99 como IC, en lugar de los correctos XLIX y XCIX, respectivamente.

Para denotar numeros mas grandes se usaban otros mecanismos, por ejemplo X: denotaba al
10.000. La raya superior multiplicaba por 1.000 al simbolo inferior.

Para pensar

Es interesante detenerse a pensar como hacian las operaciones en la Antigiiedad.
Por ejemplo, trate de sumar 1.532 + 4.844 usando nimeros romanos. Hagalo ahora
con numeros arabigos. Trate ahora de multiplicar esos nimeros. ;Se le ocurre cdémo
hacerlo?, ;qué conclusion saca de esta reflexion?
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Vemos que este tipo de representacion aditiva de los nimeros es muy engorrosa, particular-
mente para nimeros grandes. Sin embargo, como veremos mds adelante, su principal defecto es
que no favorece el célculo ni el desarrollo de algoritmos para efectuar las operaciones. Durante
la Edad Media, por ejemplo, en Europa se usaban niimeros romanos, pero para las operaciones
aritméticas, al igual que en la Antigiiedad clésica, se seguian usando abacos. Los resultados eran
registrados con niimeros romanos.

El sistema de notacién decimal que usamos actualmente, en cambio, facilita enormemente
los célculos. Fue desarrollado en la India y lo trajeron a Occidente los comerciantes drabes. No se
impuso en Europa sino hacia el siglo XVI.

La manera de nombrar a los nimeros también es interesante y suele citdrsela entre un factor
que incide en el aprendizaje temprano de la aritmética’. Por ejemplo, en nuestra nomenclatura
castellana los niimeros once, doce, trece, catorce y quince son algo rebuscados, si se los compara
con dieciséis, diecisiete, dieciocho y diecinueve, que dicen explicitamente lo que valen. Algo simi-
lar ocurre con las decenas: veinte, treinta, etc. Algunas centenas, en cambio, son mds transparen-
tes, doscientos y trescientos dicen: dos veces cien, tres veces cien. Sin embargo, quinientos ya no
lo es tanto, hay que conocer la raiz latina guinque, del nimero cinco.

El origen de estos nombres, por asi decirlo, irregulares, es histdrico. Once proviene del latin
undecim, o “uno y diez”; doce, de duodecim, o “dos y diez”; etc. Por algiin motivo, al llegar a die-
ciséis, sedecim, que en francés, por ejemplo, sobrevivié como seize, se pasé al uso mas analitico,
lo mismo que diecisiete, dieciocho y diecinueve. Se puede averiguar mds sobre este tema en el
Manual de gramdtica histdrica espariola de Ramon Menéndez Pidal.

Esta no es una particularidad del castellano, otros idiomas, como el inglés, el alemdn, el fran-
cés, etc., tienen el mismo problema, no asi, por ejemplo, el mapudungun, en el que los nombres de
los niimeros se construyen en forma regular, como se muestra a continuacion:

Ntimero Nombre Ntimero Nombre
1 kife 11 mari kifle
2 epu 12 mari epu
3 kiila 21 epu mari kifie
4 meli 22 epu mari epu
5 kechu 30 kiila mari
6 kayu 40 meli mari
7 regle 54 kechu mari meli
8 pura 87 pura mari regle
9 ailla 200 epupataka
10 mari 375 kiilapataka regle mari kechu
100 pataka 1.069 warangkakayumariailla
1.000 warangka 3.562 kiilawarangkakechupatakakayu mari epu
Tabla L.2.

? Aritmética viene del griego arithmos, que viene de “ntimero "y techné, que significa “habilidad”.
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Ejercicios de la seccion

1. Utilizando el sistema de numeracién egipcio, responda:

a. $A qué nimeros en nuestro sistema corresponden las siguientes representaciones?

£2999] [599nN] [Q099n] [« 29NN [aaadoom]

D. Represente en el sistema de numeracion egipcio los siguientes niimeros:
321 423 6346 8.941

2. Utilizando el sistema de numeracién romano, responda:

a. jA qué nimeros de nuestro sistema corresponden los siguientes?
XXIV  CCXCI DCCXXII

D. ;Como se escribe el 3.322 en este sistema?

C. Calcule CXXIV + DCCXCIL

3. Enuna civilizacion antigua, representaban cantidades usando I para indicar la unidad. Al
tener IIII escribian ¥, para ¥ ¥ W ¥ usaban @, y cuando tenian @ODPD escribian ©.
a. ;Qué cantidad representa el nimero [ITY'VY®?

. ¢Cudl es el niimero que viene inmediatamente después de III'Y en la secuencia numérica?

. Escriba “cuarenta y dos” usando esta forma de representacién.

. ¢Cudl de las siguientes cantidades es mayor, [II'VY®® o [11O? Justifique su respuesta.

O O O T

. ¢Cuél es la mayor cantidad que se puede representar usando esta forma de representacion
de ntimeros?
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4. Los sistemas de numeracion posicional

Recordemos el sistema de numeracion que usaba el pastor de ovejas en los ejemplos de las
secciones anteriores, donde | indica la unidad, % representa un grupo de cinco unidades, %

representa un grupo con cinco 1%,y D representa un grupo con cinco . El pastor y sus coterra-
neos utilizaban este sistema principalmente para registrar cantidades, por ejemplo, la cantidad
de frutas que recogen en un dia de cosecha, el niimero de animales que tienen, etc. Imaginemos
que el duefio de un predio solicit6 a varias personas que le ayudaran con la cosecha de manzanas.
El anotaba la cantidad que recogfa cada uno y premiaba a quien obtuviera el niimero mayor. Asf,
el duefio del predio llegd a tener una lista como la siguiente:

pRozoay”

pRedvAll
ppLeseavall
pppietesell
» L % % Y|
ppResesed A

Figura 113.

Dibujar tantos simbolos no era una tarea facil, por ello ide6 un sistema que le permitia regis-
trar mas rapidamente los nimeros sin necesidad de dibujar una y otra vez los simbolos. Para ello,
usaba una tabla donde ubicaba los simbolos que representaban las agrupaciones y usaba marcas
para indicar la cantidad de simbolos que tenfa de cada tipo en ambos ntimeros. Asi, por ejemplo,
al representar las dos primeras cantidades de la lista en la Tabla .3 se tiene:

> | x| W |
® 00 ©

O
© o o U

Tabla L.3.

De tanto usar este sistema, los habitantes de esta comunidad un dia se dieron cuenta de que
para representar un nimero no era necesario repetir tantas veces los simbolos, y comenzaron a

usar solo las marcas: ® para indicar un simbolo, ©® para indicar 2 simbolos, Gag) para indicar
3 simbolos y para indicar 4 simbolos, y siempre en el orden establecido. Asi, el siguiente

numero lo representaban:

WY — 0o S 00} %

Figura 1.14.
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Para pensar

Un habitante de esta antigua comunidad cosech6 > 2183 % % %/l manzanas en la

mafianay 2D % % %[ durante la tarde. Representé ambas cantidades usando el
nuevo sistema de representacion:

Mafiana: ® ©® %9 @@T.aurde:(%9 %D ©©

Al mirar ambas representaciones exclamo: jCoseché mds manzanas en la mafiana que
en la tarde!

;Esta de acuerdo con la afirmacién del habitante de esta comunidad?

El sistema de numeracién que ocupa esta comunidad pasé de ser agregativo a ser posicio-
nal, esto quiere decir que la posicién en que se ubica un simbolo influye en su valor; por ejemplo,
©® en la posicion de la derecha corresponde a 2 unidades, mientras que en la segunda posicién
de derecha a izquierda corresponde a dos grupos de 5 unidades. Recordemos que los habitantes
definieron simbolos para la unidad y los nimeros comprendidos entre la unidad y la base, esto

es: ©, @@C%D y 88 y le dieron un valor a la posicion que ocupan. Sin embargo, este tipo de

notacion puede traer confusion, ya que, por ejemplo, @@@ puede corresponder a 17 0 85 u

otras cantidades, dependiendo de la posicion a la que se refiere. De esta forma, es necesario acor-
dar que siempre la posicion de la derecha es la unidad, la que sigue son los grupos de 5 unidades,
y asi sucesivamente. Pero, ;qué pasa si la cantidad que se quiere representar no tiene unidades?
Se hace necesario introducir un nuevo simbolo que indique ausencia de unidades o agrupaciones.

El cero

El cero hizo su aparicion tardiamente en el desarrollo de la Matematica. Son pocas las cultu-
ras antiguas que tuvieron un concepto del cero: la India clésica y la civilizacién maya.

Desde el punto de vista griego, el cero no puede ser un nimero, porque ;puede haber una
magnitud geométrica que no tiene magnitud?, ;cudl es el drea de un cuadrado de lado cero?, ;en
qué proporcion estd un segmento de magnitud 5 con otro de magnitud cero? Ninguna de estas
preguntas tiene una respuesta razonable. Desde el enfoque de las piedras, también hay dificulta-
des. Silos ntimeros sirven para contar, ;qué cuenta el cero? La respuesta a esto es mas razonable:
el cero es el nimero que usamos para contar las piedras de un canasto vacio. Debemos observar
que esta tltima afirmacién significa un enorme salto en el grado de abstraccion. El cero permitio
el desarrollo de nuestro sistema decimal.
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En resumen

A lo largo de la historia se han utilizado distintos tipos de sistemas para representar

los nimeros:

« Sistemas agregativos: utilizan un conjunto de simbolos y un principio aditivo para re-
presentar cualquier cantidad. No importa el orden en que se escriben los simbolos, ya
que cada uno de ellos tiene un valor determinado que aporta a la formacion del nimero
independiente de la posicion en que se encuentre.

« Sistemas de numeracion posicional: utilizan un principio aditivo y multiplicativo para
la formacion de los niimeros, un grupo de simbolos que permite representar cualquier
cantidad, y otorgan un valor a la posicién en que se ubican dichos simbolos. De esta for-
ma, para representar una cantidad se ubican los simbolos en las distintas posiciones, de
manera que el valor que aporta a la formacién del nimero es el producto entre su valor
especifico y el de la posicién en que se encuentra. El niimero representado corresponde
a la suma de los aportes parciales de cada simbolo.

« Sistemas de numeracién mixtos: utilizan principios de los sistemas de numeracion agre-
gativos y posicionales.

4.1 El sistema de numeracion decimal

Probablemente porque tenemos 10 dedos en las manos el proceso de agrupar unidades se
hace de 10 en 10; de esta manera, si juntamos 10 unidades, decimos que tenemos una decena.
Estas decenas se pueden considerar como nuevas unidades de segundo orden. Contamos ahora de
10 en 10 y cuando juntamos 10 decenas decimos que tenemos una centena, y asi sucesivamente:
10 centenas son una unidad de 1.000, 10 de estas son una unidad de 10.000, etc.

Para pensar

En una clase de Matematica de 2° Basico, una profesora observa la siguiente respuesta
para completar una secuencia ascendente, en uno de los cuadernos de sus alumnos.

(115116 (117118 | 119 )1.110)

¢A qué atribuye usted el error del estudiante?

El sistema de numeracion que usamos actualmente demor¢ varios siglos en ser construido, es
posicional y utiliza una base 10 para la formacién de los nimeros. De esta forma, con los simbolos
0,1,2,3,4,5,6,7,8y9 se puede representar cualquier cantidad. Estas ideas son bien conocidas
por cualquier adulto y muchas veces esto es un obstaculo para entender el proceso de aprendizaje
que viven los nifios y niflas cuando se encuentran por primera vez con este sistema. Una de las
dificultades que se observan frecuentemente en el aprendizaje de su estructura es la nocién de
canje, es decir, que cuando se tienen 10 unidades de un orden determinado, estas corresponden
auna agrupacion del nivel inmediatamente superior. De esta forma, al representar un nimero
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en una posicion solo se puede escribir un digito, por tanto, al agregar una unidad, por ejemplo
al 319, se forma una decena con el 9 que aparece en la posicion de las unidades, y se agrega 1 a
la posicién de las decenas, escribiendo 0 en la posicion de las unidades. Lo anterior nos lleva a
reflexionar sobre las diferentes alternativas que se pueden utilizar para la ensefianza del sistema
de numeracidn, sus ventajas y desventajas. Es importante, entonces, analizar otros obstaculos con
los que nos encontraremos al abordar la ensefianza de este sistema de numeracion.

Ejercicios

1. ¢Cual de las siguientes secuencias cree usted que puede presentar mayores dificultades a
los niflos?, jpor qué?

a. 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19.
b. 32,33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40.

2. ;Cudles cree que son las dificultades de los estudiantes al pasar del 99 al 100?

3. Considerando como se anotan y nombran los niimeros hasta el millon:

a. jPuede identificar regularidades o patrones?
D. ;Qué excepcidn a los patrones o irregularidades encuentra?

C. Sefiale los efectos positivos o negativos que pueden tener estas reglas y sus posibles excep-
ciones en la facilidad con que los nifios se familiarizan con los ntimeros.

Seguramente, la respuesta al ejercicio 3. dio cuenta de varios aspectos. A partir del 20 y
hasta el 99, cada nueva decena se nombra como la decena y las unidades (cuarenta y cinco, por
ejemplo), con modificaciones muy menores cuando se pega todo eso en una sola palabra (como
en el veintitrés). Sin embargo, para la decena entre el 10 y el 19 no es asf; del 11 al 15, los nimeros
tienen su propio nombre (no se dice “diez y dos”, sino que “doce”). A partir del 16, se comienza con
la regularidad descrita.

También respecto de la denominacion de las “unidades de orden superior”, que es el tema que
estabamos tratando, es posible intuir algin tipo de regularidad, pero nuevamente las excepciones
abundan. Luego de las unidades de mil, por ejemplo, tenemos las decenas de mil, las centenas de
mil y para evitarnos la repeticion de decir “mil unidades de mil”, aparece la nueva denominaciéon
de millon. Despties de los millones tenemos las decenas de millones, las centenas de millones,
los miles de millones, las decenas de miles de millones, las centenas de miles de millones y nue-
vamente, para evitarnos los “millones de millones”, aparecen los billones. Esperarfamos que la
nueva denominacion para las unidades de orden superior hiciera su aparicion a la altura de los
“billones de billones”.
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Ejercicios

1. Intente dar una descripcion precisa del patrén que pareciera haberse formado en el parrafo
anterior, y explique por qué, de mantenerse dicho patrén, no se necesitaria una palabra
nueva hasta las unidades de orden superior correspondientes a los billones de billones.
Describa, ademds, cémo deberian irse llamando las unidades de orden superior, hasta lle-
gar al billén de billones.

2. Suponga, por un momento, que la nomenclatura de los niimeros efectivamente siguiera ese
patrén a la perfeccion (cosa que veremos que no ocurre, nos estamos poniendo en un caso
hipotético para efectos del ejercicio), y le diésemos un nombre nuevo al billén de billones,
digamos un “fantastillén”. ; Cudndo necesitarfamos una nueva palabra (digamos, el “gigan-
tillén”), si continuara nuevamente ese patrén? Describa como se llamarfan las unidades de
orden superior entre el “fantastillon "y el “gigantillon”, ;a cudntos millones corresponderia
un ‘gigantillén "?

Desgraciadamente, el patrén que intufamos no contintia. Aparece un nuevo nombre mucho
antes, el millén de billones recibe el nombre de trillon y esta irregularidad se convierte en la nueva
regularidad: el millon de trillones es el cuatrillén, el millon de cuatrillones el quintillén, etc. Y esta
si es una regularidad que no se interrumpe en adelante.

Observemos que realmente la primera irregularidad, para las denominaciones de las uni-
dades de orden superior, habia aparecido mucho antes. Luego de la centena, tal vez quisiéramos
haber visto aparecer las decenas de centenas, en lugar de la unidades de mil, ya que el nombre
siguiente debiera haber aparecido recién para denominar las centenas de centenas. Es importante
reflexionar sobre estas fuentes de confusion a nivel de nomenclatura que experimentan los nifios
y nifias que estdn en proceso de familiarizacion con el sistema numérico.

Y si deseamos hacer atin mas complicada nuestra convivencia con estos nombres, podemos
mencionar que en nuestro pais usamos la llamada “escala numérica larga’, que corresponde a lo
que ya hemos mencionado respecto a como se denominan los niimeros sobre el millén. En paises
como Estados Unidos han adoptado la “escala numérica corta’, que se traduce en que no esperan
a llegar al millén de millones para usar la terminologia billén. El billén de los norteamericanos
es solo mil millones, y siguen avanzando de a miles, es decir, mil billones es para ellos un trillon,
mil trillones es un cuatrillén y asf sucesivamente. Asi, si se escucha hablar de billones, trillones y
otras cantidades gigantescas, primero hay que averiguar si provienen de nuestra escala (la escala
larga) o de la escala corta.

Ejercicio

,Como se dice en escala corta un billon de nuestra escala? ;Cémo se dice con nuestra escala
un cuatrillén estadounidense?
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Para finalizar la seccién, lo invitamos a reflexionar sobre la construccién del sistema numéri-
coylaimportancia de darle una mirada apropiada a cada pequefio detalle, por ejemplo, sabemos
muy bien que una decena corresponde a 10 unidades, y que una centena a 100 unidades (después
de todo, incluso el nombre centena nos recuerda esto). Sin embargo, la caracteristica importante
de la centena, que la hace corresponder a la unidad de orden superior siguiente a la decena, es que
corresponde a 10 decenas. Este es el hecho clave que se relaciona con la construccion del sistema
decimal y, por lo tanto, es lo que debiésemos recalcar mds con nuestros estudiantes. Sin duda,
es cierto que la centena corresponde a 100 unidades, pero eso no nos ayuda a entender mejor el
sistema posicional.

Aqui lo que es importante es la notacién. Pensemos en un conjunto con, digamos, dos mil
quinientos treinta y dos objetos. Agrupando este niimero en grupos de diez, cien y mil, correspon-
de a dos unidades, mas tres decenas, cinco centenas y dos unidades de mil, o:

2.532=2-1.000+5-100+3-10+2

Observamos que lo que hace nuestra notacion es resumir toda esta informacién conservando
solo el niimero de unidades, decenas, centenas, etc.

UM| C | D | U
215|312

Tabla L.4.

De esta manera, cada digito 2, 5, 3, 2 tiene asociada una posicion, la que indica el tipo de
unidad a la que corresponde, por ejemplo, 3 estd en la posicion de las decenas, por lo tanto,
representa 3 decenas.

Los digitos que aparecen en un numero tienen dos dimensiones, una es la cantidad que re-
presenta ese digito y la otra es la posicién. El mismo digito en dos posiciones diferentes significa
cosas distintas, por ejemplo, el digito 2 que aparece en el numero 201 representa una cantidad
muy distinta que el que aparece en el nimero 12. Es por esto que el cero juega un papel crucial.
Si tenemos dos centenas y tres unidades, debemos representar este nimero indicando que no
hay decenas, solo unidades y centenas. ;Cémo decimos que no hay decenas? Acordamos antes
que el cero es el nimero que usamos para contar el vacio, la ausencia de algo. De esta manera, la
representacion de esta cantidad debe ser 203, lo que nos indica que hay dos centenas, ninguna
decenay tres unidades.

Sin ir mds lejos, ya habiamos escrito mds arriba los ntimeros 1.000, 100 y 10. Vemos que estos
simbolos representan exactamente lo que queremos decir; por ejemplo, el primero de ellos repre-
senta una unidad de mil y ninguna centena, ni decena, ni unidad. El cero entonces nos indica la
falta de unidades de la magnitud dada y sirve para guardar el lugar. Si no contdramos con el cero,
scomo distinguiriamos entre el 203 y el 237 Algunas civilizaciones, por ejemplo, los babilonios,
debian confiar en el contexto® para determinar si un simbolo representaba una unidad o un factor
de 60, o un factor de 3.600, etc., ya que ellos usaban un sistema en base 60.

® Muy tardfamente, en tiempos de Alejandro Magno, en el siglo IV a. C., los babilonios introdujeron un sfm-
bolo adicional para representar las cifras posicionalmente, sin depender del contexto.
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Alarepresentacion de un niimero usando el sistema decimal, por ejemplo 2.532, se le llama
representacion decimal o expresion decimal del nimero. A cada digito que aparece en esta repre-
sentacion se le llama cifra. Por ejemplo, 5 es la cifra de las centenas del nimero 2.532. Vemos que
hemos usado un punto entre las centenas y las unidades de mil. Es usual colocar un punto cada
tres cifras, para facilitar la lectura de nimeros con muchas cifras. También es usual dejar un pe-
querio espacio en lugar del punto. En paises anglosajones, se usa una coma en lugar de este punto
(y un punto en lugar de la coma que usaremos con nimeros decimales). Todo esto no es mas que
una convencion, y podemos perfectamente expresar nimeros sin ninguno de estos agregados.

Comparacion

La estructura posicional y la base 10 del sistema de numeracion permiten construir un pro-
cedimiento para comparar dos niimeros. Consideremos, por ejemplo, el 64 y el 123, y representé-
moslos en una tabla de valor posicional.

C|D

6
1123
Tabla L5.

Como el segundo ntimero estd compuesto al menos por 1 centena, podemos establecer que
es mayor que el primer niimero, que solo llega al orden de las decenas. Asi, al comparar dos niime-
ros con distinta cantidad de cifras, es mayor aquel que tiene mds cifras. En general, una unidad de
un orden determinado es mayor que cualquier nimero formado por unidades de orden inferior.
Por ejemplo, 100 es mayor que cualquier ntimero de dos cifras, 1.000 es mayor que cualquier
numero de tres cifras, etc.

Comparemos ahora dos niimeros de tres cifras, 537 y 573. Ubiquemos ambos niimeros en
una tabla de valor posicional:

C|D|U
3|7
7
Tabla L6.

Ambos ntimeros tienen 5 centenas, por tanto para establecer cudl es mayor se debe seguir com-
parando la posicion de las decenas. Como el primer numero tiene 3 decenas y el segundo tiene 7
decenas, este ultimo es mayor.

De esta forma, el valor de las posiciones que forman un niimero nos permite establecer una
manera de compararlos. Se comienza comparando los digitos de las posiciones de mayor orden
y solo en el caso que sean iguales, serd necesario continuar comparando los digitos que estan en
las siguientes posiciones.
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4.2 Sistemas posicionales en otras bases

Como dijimos, probablemente debido a que tenemos 10 dedos en las manos, usamos la base
10 para contar. Sin embargo, se pueden usar otras bases, es decir, podemos agrupar los objetos de
5en 5, de 3 en 3, o cualquier nimero mayor que 1 que pensemos.

El sistema posicional en base 2

En el sistema en base dos o binario se procede igual que en el sistema en base diez o base 5,
solo que se agrupa los objetos en pares, pares de pares, pares de pares de pares, etc. El sistema
binario es usado en los computadores.

Asi como en el sistema decimal los grupos son de unidades, decenas, centenas, etc., es decir,
agrupamos los objetos de 10 en 10, en el sistema binario agrupamos de 2 en 2. Por lo tanto, 2
unidades forman una unidad de orden superior, 2 pares son una unidad de tercer orden, 2 pares
de pares son una unidad de cuarto orden, etc. Serd conveniente usar notacion de potencias’ para
abreviar la escritura. Denotamos: 2° = 1,2' =2, 2% =2 . 2, 2* = 2 . 2%, y asi sucesivamente.

Usando la notacién posicional, en la que cada digito representa cuantas unidades del orden
correspondiente hay, el 10 representa una unidad de segundo orden, es decir, 2. De la misma
manera, 101 representa una unidad del tercer orden, ninguna unidad de segundo orden mas una
unidad, o sea 4 mds 1, es decir, 5.

Para no confundirse con las notaciones, se suele usar un subindice que nos indica la base, as,
111, es un nimero escrito en base 2, por lo tanto, denota al nimero decimal:

111,=2*+2'+1=7
El subindice no se emplea cuando estamos usando la base 10.

Una representacion pictérica del niimero 111, se muestra en la Figura 1.15:

Figura I.15.

En el siguiente cuadro, vemos las primeras 6 unidades de distintos 6rdenes:

Orden Expresion binaria | Expresion decimal
Primer 1, 1
Segundo 10, 2
Tercer 100, 4
Cuarto 1000, 8
Quinto 10000, 16
Sexto 100000, 32

Tabla 1.7.

Para expresar un numero escrito en base 10 a base 2, debemos descomponerlo en multiplos
de potencias de 2. Por ejemplo:

*Las potencias son tratadas en detalle en el Capitulo I del libro Algebra de esta coleccién.
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26=16+8+2=2"+2°+2'=11010,

Veamos un ejemplo més complicado. Expresemos en base 2 el niimero 441. Partimos deter-
minando la potencia de 2 més alta que es menor que 441. Como:

28=256<441<512=2°
Obtenemos que, 441 = 28 + 185. Un calculo similar nos dice que:

27=128 < 185 < 256 = 28
Y asi, 441 = 2% + 27 + 57. Procedemos nuevamente como antes, obteniendo que:

20=32<57<64=2°
Por lo tanto, 441 = 28 + 27 + 2° + 25, Por tltimo, vemos que:
25=16+8+1
De donde concluimos que:
441=28+2"+22+2'+2°+ 1

El nimero 441 contiene una unidad de primer, cuarto, quinto, sexto, octavo y noveno 6r-
denes, pero no contiene unidades de segundo, tercer ni séptimo orden. La notacién posicional
entonces serfa:

441 = 110111001,

Podemos ver que este procedimiento es totalmente general, es decir, cualquier niimero se
puede escribir como suma de potencias de 2.

Observemos que necesitamos solo 2 digitos, 0 y 1, para representar cualquier ntimero. El
precio a pagar por este ahorro es que la representacion digital es mas larga.

Para pensar

¢Por qué serd conveniente esta notacion para las computadoras?

Otras bases

Invitamos al lector o lectora a desarrollar sistemas en bases distintas de 10 y de 2. Por ejem-
plo, otra base a considerar puede ser 20, ya que si andamos descalzos, podemos contar con los
dedos de las manos y de los pies. De hecho, los mayas tenian un sistema en base 20. Por su parte,
el francés actual conserva vestigios de tal base, en efecto, 80 se dice quatrevingt, es decir, “cuatro
veintes”. En ciencias de la computacion las bases 8 y 16 son de gran aplicacion.

Por supuesto, en cada caso se necesita un nimero adecuado de digitos. Para cada base se pre-
cisa igual nimero de digitos para representar las unidades. Por ejemplo, en base 10 necesitamos
10 digitos, en cambio, en base 2, basta con 2 digitos. Si la base es 16, necesitamos 16 digitos 0.1....,
9,A,B,C,D,E,F, donde las letras A, B, C, D, E, F representan respectivamente a los nimeros 10,
11, 12,13, 14y 15. Cada vez que contamos 16 unidades de un orden dado, podemos reemplazarlas
por una unidad del orden superior.
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De esta manera, 20, es igual a 14, ya que 14, = 16 + 4. Otro ejemplo més complejo es
representar 441:

441=256+185=16"+11-16'+9=1B9 _

O sea, 9 unidades, 11 unidades de segundo orden y 1 unidad de tercer orden. Por su parte:

ABC, =A-(16)+B-16 +C,

Lo que en notacién decimal equivale a:

Ejemplo

NUmeros - REFIP

ABC =10- (16)*+11-16 + 12 =2.748

Representemos en base 3 el niimero 32.

Para visualizar el procedimiento, dibujamos 32 fichas y agrupamos sucesivamente
dea3.

P 3F|3]3

Al agrupar la primera vez, obtenemos 10 grupos y sobran 2 fichas. El 2 corresponde
alas unidades que quedardn desagrupadas, por tanto, escribimos 2 en la posicién de
las unidades (3°). Luego, volvemos a reagrupar, obteniendo 3 grupos con 9 fichas, y
sobra 1 grupo de 3. Este tltimo se escribe en la posicion de segundo orden (3') y el
resto se vuelve a reagrupar.

3333

/

Finalmente, con esta tltima reagrupacion se obtiene 1 grupo con 27 fichas. Y no so-
bran grupos con 9 fichas. Asi, en la posicién de tercer orden (3?) se escribe un 0 y en
la posicién de cuarto orden (3*) se escribe un 1.

31333
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De esta forma, el numeral, es decir la expresion del nimero, que representa la canti-
dad de fichas en base 3 es:

Grupos de 3* | Grupos de 3* | Grupos de 3' | Unidades (3°)
1 0 1 2

Asi, 32, = 1012,

Lo que acabamos de ver corresponde a efectuar divisiones sucesivas, y registrar los
restos de dichas divisiones:

32:3=10 10:3=3 3:3
@ D«

Para escribir el numeral, se parte escribiendo el primer cociente menor que 3 en la
posiciéon de mayor orden y el resto de esa division en la posicion de orden inmedia-
tamente inferior. Luego, se escriben los restos de las demds divisiones realizadas en
orden inverso al que se fueron efectuando, tal como se muestra anteriormente.

Para pensar

Analice cdmo funciona el sistema que usamos habitualmente para medir tiempo.

En resumen

En un sistema de numeracion posicional, se tiene un niimero b >1 que corresponde a la
base del sistema e indica el niimero de unidades que formard una agrupacién de nivel
superior. También hay b simbolos, entre ellos el cero, a partir de los cuales se puede
representar cualquier cantidad de la siguiente forma:
e La primera posicion de derecha a izquierda corresponde a las unidades, de ahi en
adelante el valor de las posiciones corresponde a las potencias de la base.

« Un simbolo k en una de estas posiciones aporta a la formacion del niimero tantas
unidades como indica el producto del simbolo por la potencia de la base que corres-
ponde a dicha posicién. Asi, k en las unidades corresponde a & - 4°, en la segunda
posicion corresponde a & - b, en la tercera posicion corresponde a k - b etc.
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Ejercicios

1. Escriba en base 10 el nimero 534..

2. Representar en base 5 el ntimero 353 .
3. Representar 5A4,, en base 5.

4. Calcule:

a. El doble del niimero 10111011,
0. Eltriple del niimero 101210021,
C. El quintuple del nimero 201342221

(. ;Qué puede deducir de los calculos anteriores?

5. Una antigua comunidad utilizaba los siguientes simbolos para representar los nimeros:
I, A, A, O, donde O correspondia al ceroy Iala unidad. Ademés, A es mayor que A. Con-
siderando que el sistema que usaban era posicional, responda:

a. 4Cudl es la base del sistema?
D. Escriba la secuencia de los 20 primeros niimeros en este sistema.
C. A qué nimero corresponde A O A en nuestro sistema?

d. Escriba el ntimero 525 y el nimero 133 en este sistema de numeracion.

6. Enlos siguientes ejercicios, suponga que todos los sistemas son posicionales. Lo tinico que
puede variar es la base.
d. Determine el valor de n para que el niimero 17 _ se convierta en 21 .
D. ;En qué base se cumple que 55 + 43 = 1317
C. ¢En qué base se verifica que 54 - 3 = 2507

4.3 Dificultades y posibles errores en el trabajo con el sistema de numeracion
decimal

El sistema de notacion posicional que usamos para representar los niimeros estd en la base
del trabajo posterior que realizamos con ellos. Errores o confusiones con respecto al significado de
valor posicional se ponen de manifiesto al estudiar las operaciones y en la extension del sistema
para incluir los nimeros decimales. Es sumamente importante lograr una comprension a caba-
lidad de este tema y debe ser reforzado a medida que se avanza en el estudio de las operaciones.

El desarrollo del sistema posicional en base 10 constituye un avance importante en la historia
de la humanidad y necesit6 de un alto grado de abstraccién. Sin embargo, pedimos a nifios y nifias
que logren esta abstraccion en un corto periodo de tiempo. Una forma de entender las dificultades
alas que se enfrentan, es que el futuro profesor o profesora practique la escritura de niumeros y
las operaciones en un sistema posicional de otra base.

Numeros - REFIP



Numeros para contar y medir

Por ejemplo, en el numero 121, el 1 en la posicion de las centenas y el 1 en las unidades se ven
iguales, pero representan cantidades distintas. Si bien el uso de material concreto puede ayudar
a comprender los conceptos de agrupamiento y canje, algunos de estos materiales, como los blo-
ques base 10, o los palitos de helado, son de caracter mas bien aditivo. Al representar el nimero
121 con estos materiales, la centena y la unidad se ven muy distintos.

Existen dificultades asociadas a la escritura de numeros expresados verbalmente que ponen
de manifiesto una comprension incompleta del concepto de valor posicional. La verbalizacion
de los numeros es de cardcter aditivo y no posicional. Por ejemplo, si se le pide a un nifio que
escriba el nimero “ciento veintitrés”, él podria escribir 100203 o 10023, transcribiendo de forma
segmentada cada parte de la verbalizacion y expresando el numero de manera aditiva y no con
valor posicional; o que al dictarle el nimero “once” escriba 101. Otro problema al escribir niimeros
expresados de forma verbal tiene que ver con la ausencia de unidades de algtin orden, es decir,
problemas asociados al 0. Por ejemplo, si se dicta el nimero “un millén quinientos”, se puede
obtener como repuesta 1.500.000.

Los niflos y niflas que se ven enfrentados por primera vez al sistema posicional y sus reglas
pueden creer que si dos nimeros estdn formados por los mismos digitos, es posible establecer
una relacion de igualdad entre ellos. Por ejemplo, podrian afirmar que “25 es igual al 527, ya que
ambos ntimeros estdn formados por el 2 y el 5.

Otros errores estdn asociados a la composicion y descomposicion de un nimero en unidades,
decenas, centenas, etc. Por ejemplo:

« Cuando se solicita escribir un niimero con 3 unidades, 2 decenas y 3 centenas, escriben
321.

« Cuando se solicita escribir un nimero con 3 centenas y 1 unidad, escriben 31, omitiendo
el 0 en la posicién de las decenas.

Estos errores se producen tanto por descuido, como por falta de comprension de valor posi-
cional. En estos casos, es conveniente practicar con descomposiciones que no estan en orden o
que entregan una descomposicion no candnica. Por ejemplo, se puede solicitar escribir un niimero
con 1 centena, 3 unidades y 2 decenas; o con 12 decenas y 3 unidades.

Al comparar nimeros también se manifiestan dificultades asociadas a la comprensién del
valor posicional. Por ejemplo, un posible error es escribir 537 > 573, ya sea porque se aplica in-
correctamente una regla para comparar nimeros, sin prestar mayor atencion a su significado, o
porque hay confusién con los simbolos de mayor y menor.

Capitulo I: NUimeros para contar y medir 51



52

Ejercicios

Una profesora le pide a sus estudiantes que cuantifiquen la cantidad de dinero que aparece
enla imagen Observe la respuesta dada por un nifio.

QU} () & Qa} Hay:_60050 pesos.
u ® @ @ roreromseins

(\) (\ ) (\) Seiscientos cincuenta.

.

¢Por qué se produce el error?

Describa las dificultades que podrian tener nifios y nifias de 4° Bésico al completar la si-
guiente tabla:

Descomposicion del nimero Ntmero
3.527

4-10.000+5-100+3-10+5
4-1.000+6-10+7

3.487

Ordene de mayor a menor los siguientes nimeros:
645, 456, 654, 546 y 564.

a. Explique el procedimiento que usé para comparar estos nimeros.

D. ;Qué caracteristicas tienen los nimeros que ordend? ;cree que esta caracteristica pueda
influir en el nivel de dificultad de la actividad?

Se presenta la siguiente actividad a nifios y nifias de 2° Basico:

Con los digitos de las tarjetas representa un niimero mayor que 567.

a. ;Qué errores se podrian presentar?

D. ;Por qué cree que se producen dichos errores?

C. ¢Cémo abordarfa estos errores?
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4.4 El sistema de numeracion decimal y el material concreto

La comprension del sistema de numeracién decimal se apoya, basicamente, en las relacio-
nes establecidas entre los digitos y las cantidades, y en las relaciones entre unidades de diferente
orden. Asociar las agrupaciones de cada nuevo orden a un material concreto permite que nifios
y nifias identifiquen los nimeros como cantidades concretas, comparandolos y ordendndolos
fisicamente, adquiriendo una idea de su tamaiio relativo.

Los nifios usan y comprenden el sistema de numeracién decimal cuando son capaces de:
leer y escribir nimeros, manejar las reglas de canje entre unidades de distinto orden, reconocer
expresiones equivalentes para una misma cantidad y aplicar estos conocimientos en situaciones
diversas. Entre los materiales concretos adecuados para estos propésitos, podemos identificar los
que se mencionan a continuacion:

Palitos de helado y elasticos

Figura 16

Cuando los nifios agrupan 10 palitos con un eldstico y luego juntan 10 paquetes en un nuevo
atado de 10, inician la comprension de las agrupaciones de unidades en decenas y de decenas en
centenas

También se pueden utilizar otros materiales en lugar de los palitos de helado, por ejemplo
clips o botones, y en general elementos pequefios que se puedan agrupar fisicamente.

Bloques base 10

Figura 117.
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Las piezas representan las cantidades que se indican en la Tabla 1.7:

Cubo formado por 10 Placa formada por
lacas, o sea 100 barras | 10 barras, o sea 100 Barra formada @
placas, : . por 10 cubitos. | Cubitol_L-.
o por 1.000 cubitos. cubitos.
Unidades de mil Centenas Decenas Unidades
Tabla L.7.

Enla Figura .17, el ntimero representado es 1.178. Es importante mencionar que la represen-
tacion de los nimeros usando bloques base 10 no es posicional, sino que es de cardcter aditivo.
Como cada objeto (cubito, barra, placa y cubo grande) representa un valor determinado, no im-
porta en qué lugar ubicamos dichos objetos para representar una cantidad. Este material es 1til
para desarrollar el sentido de niimero y para comprender la nocién de canje, sin embargo, se debe
tener cuidado, ya que puede generar errores en el pasaje a un sistema posicional.

Tarjetas Montessori _ -
600
30

oo

® 0

-
-

Figura L18.

Este material estd conformado por: diez tarjetas del 0 al 9 para las unidades, nueve tarjetas
del 10 al 90 para las decenas, nueve tarjetas del 100 al 900 para las centenas y nueve tarjetas del
1.000 al 9.000 para las unidades de mil. Por ejemplo:

1]]2 110

DO
(e}

11010710 9101010

Figura 119.
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Al superponer las tarjetas, podemos componer y descomponer nimeros. Por ejemplo, pode-
mos descomponer el numero 1.203, como se muestra a continuacion:

1121073
1100
21010
3
Figura 120.

Las tarjetas Montessori son un recurso de aprendizaje que facilita la comprensién de la nu-
meracion escrita. Como ya hemos visto en secciones anteriores, la forma de decir los nimeros
en nuestro sistema utiliza un principio aditivo, que no es posicional. Por ejemplo, al sefialar el
niimero 635 en forma oral decimos: “seiscientos treinta y cinco’. Al hacer el proceso inverso, es
decir pasar de lo oral a lo escrito, debemos considerar que seiscientos significa que escribimos un
6 en la posicion de las centenas. Estas tarjetas permiten abordar este aspecto de la escritura de
los ntimeros, pues para formarlos se superponen las tarjetas, quedan los ceros ocultos y se facilita
la comprensién del procedimiento. De esta forma, este material permite corregir errores como
la escritura de niimeros, donde el nifio escribe 10002003, cuando se le dicta mil doscientos tres.

Abacos

En Europa, hasta fines de la Edad Media, los nimeros se registraban en notacién romana,
pero las operaciones se efectuaban usando abacos. En Rusia, los dbacos se usaron hasta comien-
zos del siglo XX. En Oriente estuvieron en uso hasta muy recientemente, siendo superados masi-
vamente solo por las calculadoras electrénicas.

Hay muchas variantes de dbacos. Dado que ahora no son utilizados cominmente para ha-
cer cédlculos, los ébacos mds utiles para uso pedagdgico son los mds sencillos. Estos consisten
en varillas verticales montadas sobre una plataforma, en las que se pueden introducir cuentas.
Cada cuenta representa una unidad y cada varilla representa un orden de magnitud, de derecha a
izquierda: unidades, decenas, centenas, etc. De esta manera, 10 cuentas en una varilla se pueden
sustituir por una cuenta en la varilla que sigue hacia la izquierda. Es importante notar que la
representacion de los niimeros en el dbaco corresponde a un sistema posicional.
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El ébaco es una material concreto adecuado para:

« Representar niimeros, por ejemplo, el niimero 128 que aparece en la Figura 1.21.

Figura 1.21.

« Realizar canjes. Por ejemplo, al representar en la posicién de las unidades 14 fichas, po-
demos canjear 10 de estas por 1 decena.

o Efectuar sumas y restas. Este uso serd abordado en el préximo capitulo.

Ejercicios de la seccion

1. Escribalos nimeros 368, 444y 1.023 usando niimeros romanos. Practique con otros niime-
ros, ;cudles cree usted que son mas dificiles de escribir?, ;por qué?

2. Escriba los nimeros romanos CMLXI, MCMLVI y DCXXIII usando el sistema decimal.
¢, Qué dificultades hay en estas conversiones? Practique con otros niimeros romanos.

3. Ordene los niimeros 321, 132 y 213 de menor a mayor. Explique el proceso que ha utilizado.
Indique cdmo guiaria a los nifios para que ordenaran correctamente estos nimeros.

4. Descomponga cada uno de los siguientes niimeros de tres maneras diferentes, como se
muestra en el ejemplo.

526 —» 500+20+6
5C+2D+6U
5-102+2-10" +6-10°

783
. 490
305
. 1.278
. 4.003
27.805

I T S I = -+
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Se afirma que el numero 594 tiene 59 decenas. Sin embargo, otros opinan que solo
tiene 9. Reflexione sobre estas dos afirmaciones. ;Cémo se podrian enunciar las afirmacio-
nes anteriores para que ambas sean formalmente correctas?

Siguiendo este razonamiento, responda:
a. ¢Cudntas decenas hay en total en cada uno de los siguientes niimeros?

405 3.245

D. ;Cudntas centenas y cuantas unidades de mil hay en total en cada uno de los siguientes
nimeros?

987 3.989 30.100
En la siguiente lista, el mismo niimero natural estd expresado en sistemas de numeracion
posicional con distintas bases.
10000, 121, 100, ?, 24, 22, 20
Determine el numero que falta.
Dos pueblos antiguos que convivieron hace aproximadamente 7.312 afios, los incalculatos

y los innumeratos, usaban sistemas numéricos posicionales: los primeros en base 5, en que
los simbolos que representan los digitos estaban dados por:

=0 A=1 O =2 @ =3 v-4
Y los segundos en base 3, usando los simbolos:
* =0 V=1 #=2

Para poder comerciar entre ambos pueblos, una habilidad importantisima era cambiar nu-
meros de una representacion a otra.

,Como representaban los innumeratos el nimero que los incalculatos escribian como
@CA?

Un platillo volador ha caido en el Desierto de Atacama. Un grupo de investigadores que
revisé los restos encontré un libro de Matematica que muestra (luego de traducir los sim-
bolos a nuestros numerales) la siguiente operacion:

323 +42=415

Los cientificos han llegado a la conclusion de que este calculo es correcto. ; Cudntas manos
y cudntos dedos en cada una de ellas es razonable esperar que tengan los extraterrestres?

Descubra un numero de tres cifras en el que la cifra de las decenas es el triple de la de las
unidades y la de la centena es el triple de la cifra de las decenas. ;Es este niimero el tinico
con esta propiedad? Si cambia los triples por dobles, ;cudles son los posibles niimeros?
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Ejercicios del capitulo

1. Considere las cantidades de dinero A y B que se muestran a continuacion.

~

A B o . 2 \
@aePo| 00O 0@
({‘-_“ﬂ)) \({%‘f;’ \Qg‘a;/ P 2 G e \Q&‘Q P

Proponga una actividad que permita usar las representaciones anteriores para estudiar la
comparacién de cantidades.

2. Considere los nimeros 625k53 y 625p53, donde & y p son digitos.

a. Sik =3, ;qué valores puede tomar p para que 625k53 < 625p53?
D. Sip <4, ;qué valores puede tomar k para que 625k53 > 625p537?

C. Si py k son dos nimeros consecutivos, ;es posible encontrar un nimero entre 625k53 y
625p53? Explique su respuesta.

3. Con los digitos 6, 7, 2,y 9 escriba de menor a mayor todos los niimeros de tres cifras posi-
bles. ;Cudntos son mayores que 600 y menores que 900?

4. Considere un sistema de numeracion posicional que usa I para representar la unidad, A
para representar II, y B para representar III. Ademas, usa O para indicar el cero.

a. Escriba la cantidad total de pelotas que hay en la limina usando este sistema. Explique el
procedimiento que usé para escribir esta cantidad.

) o )
o “%° oo %c°
o o. 0
%% %
© 00 o
0.0
° () OOO ° )

D. ;Qué cantidades representan ABOI y BOII?

C. Ordene de menor a mayor los siguientes niimeros: BOII, BAII, BBOI, BAOO, BBII, BABA.
Explique el procedimiento que usé.

d. ;Cuél es el niimero que viene inmediatamente después de BBBB?

5. Para cada una de las siguientes situaciones, indique en qué base, , se verifica:

a. 13 esigualall,
0. Al agregar una unidad a 77, se obtiene 100,.
C. 100, es sucesor de 55,.

d. Se utilizan los digitos 0, 1, 2, 3,4 y 5 para representar cualquier niimero.
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Los siguientes niimeros estdn escritos un sistema posicional en base 2. ;Cémo se represen-
tan en el sistema de numeracion decimal?

a. 10011 . 100111 c. 111011 d. 111

El ntimero 34 se ha representado en una base n y corresponde a la misma cantidad que 31
enbasen + 1.

a. Cudles son las bases de ambos sistemas?

D. ;Cémo se representa esta cantidad en el sistema de numeracién decimal?

Con los digitos 3, 4, 7 y k, donde £ es distinto de 3, 4 y 7, escriba todos los ntimeros de 3 ci-
fras posible. ;Qué valores debe tomar & para que los niimeros producidos sean mayores que
300 y menores que 7007

Usando un dbaco se representa el 153 de la siguiente forma:

T =

En los siguientes dbacos, represente los numeros que se indican y complete los recuadros
en blanco con el valor de la agrupacion correspondiente, segtin el sistema de numeracién
seflalado.

d. En un sistema de numeracién posicional en base 5, represente 342,

L

b. En un sistema de numeracién posicional en base 3, represente 112,.

L

C. En un sistema de numeracién posicional en base 12, represente 3A7,, (considere que este
sistema usa los simbolos: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, Ay B).

L
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10. Observe la siguiente secuencia que completé un nifio de Educacion Baésica.

27 |28 | 29 | 210 || 211 )| 112

a. Describa el error del nifio al completar la secuencia.

D. ;Por qué cree que se produce este error?

11. Una profesora de Educacién Basica incluyd el siguiente item en una prueba:

Escribe en cifras el niimero que aparece escrito con palabras.

Cuatrocientos tres

Sefiale al menos dos posibles errores que podrian cometer los nifios al responder este item.
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Capitulo

II Lasumay laresta

Introduccion

En el capitulo anterior, vimos que los nimeros permiten expresar la can-
tidad de objetos que tiene una coleccion. Juntar dos o mds colecciones, agregar
objetos a una coleccion, quitar objetos y separar de una coleccion una parte de ella
son acciones que permiten caracterizar dos operaciones aritméticas bésicas, la
suma y la resta. Estas operaciones matematicas posibilitan anticipar el resultado
de realizar las acciones antes sefialadas y para ello se han construido a través de
la historia técnicas de calculo que van de la mano con el sistema de numeracién
utilizado para expresar dichas cantidades.

El estudio de la suma y la resta serd abordado articulando sus distintos
significados con la resolucion de problemas de contexto. En particular, estudia-
remos las llamadas situaciones aditivas, que son problemas simples que nos per-
miten ejemplificar los distintos significados de las operaciones. Paralelamente,
trataremos el uso de diagramas, tanto para plantear como para resolver dichos
problemas.

Una herramienta fundamental en el estudio de los niimeros y sus operacio-
nes es la recta numérica. En este capitulo, haremos uso de ella para visualizar las
propiedades de la suma y de la resta. A partir de estas propiedades y de aquellas
del sistema de numeracién decimal, justificaremos diversas técnicas de célculo
mental y escrito. También trataremos en detalle los algoritmos usuales para estas
operaciones, justificando su validez.

Alolargo del capitulo, se discutirdn aspectos relacionados con la ensefianza.
Por ejemplo, veremos como usar material concreto para el estudio de la sumay
la resta, y sus algoritmos, y se analizaran dificultades y errores en el trabajo con
estas operaciones.
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1. La suma

Si tenemos dos colecciones de objetos, una con 7 objetos y la otra con m objetos, ;cudntos
objetos tenemos en total? La respuesta es la suma de los dos niimeros, que escribiremos como
n + m. Por ejemplo, al juntar una coleccion con 3 pelotas y otra con 5, la suma se puede represen-
tar como en la Figura IL.1:

o )
o o
o 999
Figura I 1.

La adicién se puede describir como la operacion que da cuenta del resultado de contar los
objetos que pertenecen a la unién de dos conjuntos disjuntos. Se suele distinguir entre la adicién,
como operacion entre los nimeros, y la suma, como el resultado de efectuar esa operacion. Si bien
esta distincién puede ser adecuada para un analisis tedrico, en este texto usaremos la palabra
suma en ambos casos.

Siinterpretamos los niimeros como medidas de segmentos, la suma de dos niimeros corres-
ponde al largo del segmento que resulta de afiadir un segmento a continuacién del otro, como se
muestra en la Figura IL.2.

I [+ f 1 = 0 T 1

Figura I1.2,

Como vimos en el capitulo anterior, con esta interpretacion un niimero 7z se pueden identi-
ficar con un punto en la recta numeérica, correspondiente al extremo derecho de un segmento de
longitud 7 cuyo extremo izquierdo es el 0. Asi, en la recta numérica podemos representar la suma
de dos niimeros de la siguiente forma:

m
AL
r N\
: :' »
0 m
/—L\
[
1 1 'Y
T T L4
0 n
m n
p AL V_L\
; ' ; ,
0 m+n

Figura I.3.
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Si preguntamos a un nifio o nifla en edad preescolar cudnto es cuatro mds tres, probable-
mente levantard cuatro dedos de una mano y tres de la otra, luego contard uno, dos, hasta siete.
Esa es la esencia de sumar: reunir dos colecciones que contienen las cantidades adecuadas de
objetos y luego contar.

Un nifio algo mayor podria decir ‘cuatro’ y después contar con el pulgar izquierdo, que es 5, el
indice izquierdo, 6, y el dedo mayor izquierdo, 7. Este segundo proceso es algo més sofisticado que
el anterior, porque implica la idea de contar a partir de un niimero distinto de 0. A este proceso
se le llama sobreconteo.

Para pensar

¢Cuéles cree usted que pueden ser las limitaciones de sumar usando conteo y sobre-
conteo?

Los procedimientos mencionados, conteo y sobreconteo, dejan de ser eficaces con nimeros
un poco mds grandes, es por eso que todos los pueblos desarrollaron métodos eficientes de calcu-
lo. Es lo que hoy llamamos un algoritmo, es decir, un procedimiento mecanico que en un tiempo
razonablemente pequefio nos dard un resultado.

Estamos tan acostumbrados al algoritmo habitual para sumar que aprendimos en la escuela,
que a menudo confundimos el algoritmo con la operacién, sin embargo, son muy distintos. Por
una parte estd la operacion suma, es decir, encontrar la cantidad de elementos que resulta de
juntar dos colecciones, y por otra estd el procedimiento de célculo con el que encontramos el
resultado. Una buena manera de comprender la diferencia es imaginar que si fueran lo mismo,
no habria distintas maneras de calcular, por ejemplo con dbacos o bloques base 10. Un romano
de la Antigliedad no podria entender nuestro algoritmo, ya que este depende de la notacién po-
sicional decimal; sin embargo, ellos podian sumar en su propio sistema para responder a diversas
situaciones.
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1.1 Del conteo a la suma

Generalmente, en los niveles iniciales se plantean actividades en las que nifios y nifias de-
ben juntar los objetos de dos colecciones o agregar objetos a una coleccion ya establecida. Estas
actividades son un primer acercamiento a la nocién de suma y en ambos casos las acciones co-
rresponden a aquellas que permiten caracterizar esta operacion. En esta etapa, es recomendable
que estas acciones se realicen con material concreto, como juntar las fichas que hay en dos cajas
o agregar fichas a una caja que ya tiene algunas en su interior. Un segundo tipo de actividades son
aquellas que usan representaciones pictéricas y donde la tarea principal corresponde a escribir la
frase numérica que permite representar la situacién. En dichos casos, se combinan dos tipos de
registro, el pictdrico y el simbdlico, tal como ocurre en la actividad que se muestra en la Figura I1.4:

. Cuantas pelotas hay en total?
2 2NA 8

"/ 80

IS AN A AN 8

e/ BI BI

Figura I14.

Para desarrollar la tarea, los estudiantes no deben usar un algoritmo o efectuar un procedi-
miento muy elaborado, se espera que asocien la accién de juntar las pelotas a la suma, escribiendo
en los recuadros en blanco los niimeros que corresponden a la situacion gréfica. En situaciones
como la anterior, la técnica que permite responder cuantas pelotas hay en total es el conteo
de todas las pelotas dibujadas. Pero, ;qué sucede si solo se muestra una de las colecciones de
pelotas y para la otra solo se indica el cardinal? Por ejemplo, en la situacién que aparece en la
Figura IL5, se sabe que hay 8 pelotas de futbol guardadas en una caja y ademads se presenta un
grupo de pelotas de bdsquetbol dibujadas fuera de la caja.

. Cuantas pelotas hay en total? @

/"D Hay 8 pelotas N
g"; ; enla caja O )
‘ T-';

Figura IL5.
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Como una de las colecciones no estd disponible, una técnica natural para resolver la tarea
es el sobreconteo, que, como mencionamos anteriormente, corresponde a contar a partir de un
numero distinto del 0. En este caso, se espera que los nifios cuenten a partir del cardinal dado, 8,
el resto de las pelotas que se muestran en la imagen.

Una forma de representar este procedimiento es mediante la recta numérica: a partir de 8,
que corresponde a la cantidad de pelotas que hay en la caja, se avanza 5 lugares, que corresponde
ala cantidad de pelotas fuera de la caja.

+1 +1  +1 41 o+l

1T 17T 17T 1T 1T 1 T T 1 L
1 2 3 4 5 6 7(8)9 101 120314 15

Figura IL6.

v

Cabe destacar que esta técnica es eficiente cuando uno de los sumandos es un digito, por
ejemplo, 18 + 4. Pero frente a adiciones como 18 + 14, la técnica no resulta tan eficaz, pues contar
14 a partir de 18, generalmente trae complicaciones. Por otra parte, qué pasa cuando se pide cal-
cular 4 + 18. Claramente contar 18 a partir de 4 puede resultar engorroso. En este caso, es conve-
niente partir contando del sumando mayor, utilizando implicitamente la propiedad conmutativa
de la suma, que nos dice que 4 + 18 es lo mismo que 18 + 4.

La cinta numerada es un recurso que se usa para representar en forma ordenada los nime-
ros. Es usual también que se use la cinta numerada para sumar. En la figura a continuacion, se
muestra la suma 8 + 5.

+1 +1  +1 41 +1

"YYYY)Y)

Figura I.7.

El uso de la cinta numerada puede traer dificultades, sobre todo si se asocia la idea de suma
con avanzar en la cinta. Por ejemplo, la suma 5 + 2 se interpreta como avanzar 2 unidades a partir
del 5. Si marcamos sobre la cinta el 5 y avanzamos 2 unidades completas, podriamos interpretar
que llegamos al 8, pues hay dos recuadros entre el 5yel 8.

4 4
(alsfef7]8]9]

Figura IL.8.

El problema anterior no se presenta al usar la recta numeérica, pues como los niimeros se
ubican sobre un punto, es claro que entre el 5y el 8 hay 3 unidades de distancia. Otra ventaja de
usar la recta numérica es que se puede representar en ella el 0, lo que no se puede hacer de manera
razonable en la cinta.
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Ejercicios

1.

Lasumay laresta e

Un estudiante calcula 27 + 5 utilizando la técnica de sobreconteo. Para realizar el célculo,
dice: “Parto contando del niimero mayor..." y apoyado en una cinta numerada va sefialando

los siguientes nimeros:

Luego responde: 27 més 5 es 31"

a. ¢A qué atribuye usted el error del estudiante? Explique su respuesta.

b. ;Cémo apoyaria al estudiante para que corrigiera su error?

Represente las siguientes sumas en la recta numérica y con colecciones de objetos.

a.3+8 D.5+2 C.1+8

Explique cémo calcular las siguientes sumas usando la técnica de sobreconteo.

a. 239+5 D. 8+97 C. 12+16

1.2 La igualdad

En el trabajo con operaciones se usa necesariamente el concepto de igualdad. Es necesario

establecer claramente qué entendemos cuando usamos el simbolo (=) para indicar que dos expre-
siones numéricas son iguales. Por ejemplo, cuando escribimos 3 + 5 = 4 + 4, estamos afirmando
que el numero que resulta al realizar la operacién del lado izquierdo del simbolo = es el mismo
que resulta al realizar la operacion del lado derecho. Es claro que las expresiones 3 + 5y 4 + 4 no
lucen iguales, sin embargo, ellas hacen alusién al mismo nimero.

Muchas veces, en Educacion Basica no se trata la igualdad con la relevancia y el cuidado que

requiere, y su significado queda reducido a una suerte de comando que indica que se debe operar.
Por ejemplo, al presentarse la suma 3 + 5 =, los nifios responderdn correctamente 8, pero al pre-
sentarse un problema como 3 +5=__ +4,los nifios podrian dar respuestas equivocadas, como
8 0 12, interpretando que se solicita calcular un resultado, por ejemplo 3 + 503 + 5 + 4. Quedan
de manifiesto, entonces, los problemas que puede causar esta percepcion errénea de la idea de
igualdad al trabajar con ecuaciones.

Este error también se puede componer, produciendo desarrollos como el siguiente, al tratar

de calcular4 + 8+ 7 +5:

4+8=12+7+5=19+5=24
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Si bien el resultado es correcto, los pasos realizados indican confusién con el concep-
to de igualdad. Vemos que se ha usado 3 veces el signo =, de modo que hay 3 afirmaciones:
4+8=12+7,12+7=19+5y19 + 5 =24. De estas, solo la ultima es correcta. Este error puede
parecer un descuido o desprolijidad sin mayores consecuencias, sin embargo, a medida que se
avanza en el estudio de la aritmética y el dlgebra, genera una distorsion del sentido de la igualdad
que atenta contra la comprension de propiedades y desarrollos numéricos y algebraicos.

El tema de la igualdad, sus propiedades y las dificultades y errores asociadas a su uso se
tratan con mayor detalle en el Capitulo II del texto Algebra de esta coleccién.

Para pensar

;Como se relaciona el error anterior con el uso de la calculadora?

Ejercicio

¢Qué respuestas incorrectas se pueden generar para los siguientes problemas?

A 7+3=__+2
D.7-9=__-3
C.6+5=__-4

1.3 Propiedades de la suma

En general, al realizar sumas usamos intuitivamente ciertas propiedades. Por ejemplo, cal-
cular 18 + 4 es lo mismo que calcular 4 + 18, ya que con nuestra interpretacién de juntar no hay
distincion entre estas dos sumas. Lo mismo ocurre cuando sumamos mds de una cantidad, no
hay ambigiiedad al escribir 5 + 7 + 9, ya que juntar colecciones con 5y 7 elementos y luego a la
coleccion resultante agregarle 9, es lo mismo que juntar primero colecciones con 7 y 9 elementos
y luego a la coleccion resultante agregarle 5.

Enunciamos, a continuacion, las propiedades basicas de la suma, a las cuales haremos refe-
rencia o las usaremos implicitamente a lo largo del capitulo y del texto. Explicaremos la validez de
estas propiedades en términos de la interpretacién de la suma como juntar colecciones y también
las ilustraremos en la recta numeérica.

Conmutatividad de la suma

Si juntamos dos colecciones y contamos los objetos de ambas, es indiferente cudl conjunto
consideramos primero y cudl después, en cualquier caso nos debe dar la misma cantidad. Esto se
conoce como la conmutatividad de la suma, es decir, si m y n son dos nimeros, entonces:

m+n=n+m
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En la recta numérica, la propiedad conmutativa puede ser visualizada como se muestra a
continuacion:

n m
A A
r \'4 A
m n
N A
r ' \
| ' | ,
0 m+n
n+m
Figura IL.9.

Asociatividad de la suma

Si tenemos ahora tres colecciones y queremos contar cudntos objetos hay en total, resulta
también intuitivo que podemos juntarlas de distinta manera. Por ejemplo, juntar las dos primeras
y a esta nueva coleccion agregarle la tercera, o agregar a la primera coleccién la coleccion que
resulta de juntar la segunda y la tercera. Esto se conoce como la asociatividad de la suma, es decir,
sim, ny p son tres nimeros, entonces:

(m+n)+p=m+(n+p)

También podemos visualizar esta propiedad en la recta numérica:

n+p
AN
4
—r
n —
m P
—r
—
0 m m+n (m +In)+p :
m+(n+p)
Figura 1110

El 0 es el numero neutro para la suma

Imaginemos que tenemos dos cajas en las que se guardan fichas de colores, una con 24 fi-
chas y la otra vacia. Si reunimos el contenido de ambas en otra caja, ;cuantas fichas tendremos?
La cantidad de objetos que hay en total es la misma que hay en la primera coleccién. Asi, para
cualquier niimero 7, se tiene que:

n+0=n

Decimos que el 0 es el neutro respecto de la suma o el neutro aditivo.
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Ejercicios

1. ;Cémo se puede ilustrar la propiedad conmutativa para sumas con nimeros pequerios
usando los dedos de las manos?

2. Indique qué propiedades se usan en los siguientes desarrollos:

a. 56+90+14="70+90
D. 45+95=50+90

1.4 Descomposicion aditiva

Hasta el momento, hemos usado conteo y sobreconteo para calcular sumas. Rdpidamente
estas técnicas se vuelven ineficientes. Las propiedades de la suma y el sistema posicional nos
permiten desarrollar otras estrategias.

Por ejemplo, 4 + 7 puede calcularse como sigue:
4+7=(1+3)+7=1+(3+7)=1+10=11

Donde hemos puesto por escrito los detalles que se hacen en forma mental. Nuestro sistema
posicional en base 10 hace conveniente agrupar en multiplos de potencias de 10. Esta estrategia
puede adaptarse a un sistema posicional en cualquier base.

Ejemplo

Consideremos la suma 3_ + 4_. Para resolverla, descomponemos 4, como
2_+2_yaque al sumar 3_+ 2_nos dara 10,, y podremos calcular directamente el re-
sultado. De esta forma, se tiene:

3, +4, =35+(25+25)
=(3,+2)+2,
=10, +2,

=12

5

La esencia misma del sistema de notacion posicional se basa en la descomposicion de los
numeros en potencias de 10 (u otra base). Por ejemplo, el niimero 2.345 se descompone en unida-
des, decenas, centenas y unidades de mil:

2.345 =2.000 + 300 + 40 + 5

Esta descomposicion suele llamarse la descomposicion candnica del nimero 2.345 y, como
veremos en la proxima seccion, es el sustento del algoritmo de la suma. Es conveniente practicar
con ella antes de introducir el algoritmo. Por ejemplo, si queremos sumar 123 + 45, escribimos (o
simplemente pensamos):

123 +45= (100 + 20 +3) + (40 + 5)
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Y sumamos separadamente decenas y unidades:
123 + 45 = 100 + (20 +40) + (3 + 5) = 100 + 60 + 8 = 168

Observamos que siempre estamos haciendo sumas con niimeros entre 0 y 9. Cuando suma-
mos 20 +40, estamos sumando 2 decenas con 4 decenas.

La descomposicién 7 = 5 + 2 es un ejemplo de una descomposicion no candnica. Pueden ser
usadas para sumar sin utilizar un algoritmo. Por ejemplo, consideremos la suma 35 + 17. La misma
descomposicion anterior nos lleva a escribir o, mas bien, a pensar:

35+17=35+(5+12)=(35+5)+12=40 + 12=52

Por supuesto, podemos idear ejemplos mucho mds complejos que los anteriores, en los que
una descomposicion sea util. Resulta necesario, entonces, practicar estas descomposiciones ele-
mentales antes de estudiar el algoritmo de la suma. Esta préctica tiene al menos cuatro beneficios:

 Familiarizar al estudiante con el concepto de suma de niimeros en casos en los que se
puede visualizar la operacién, usando las intuiciones del capitulo anterior (piedras y seg-
mentos) e, incluso, comprobar su correccion.

« Dar fluidez al proceso de calculo con el algoritmo, ya que este las usa en cada paso. De
hecho, lo recomendable es que se practique con sumas por conteo y sobreconteo, y luego
con descomposiciones candnicas y no candnicas, antes de enfrentar el algoritmo.

» Como veremos en la seccion siguiente, es requisito para comprender la resta.

« Proporciona herramientas para el calculo mental.

En resumen

La suma se puede asociar a las acciones de juntar, agregar y avanzar, entre otras. Esta
operacién matemadtica es conmutativa, asociativa y tiene al 0 como elemento neutro.
Estas propiedades, y otras que se pueden demostrar, permiten utilizar estrategias de
célculo basadas en la descomposicién aditiva de los sumandos y en las caracteristicas del
sistema de numeracién decimal.

Ejercicio

En cada caso, sefiale una descomposicion aditiva conveniente para calcular las sumas.
Explique paso a paso el procedimiento.

a. 34+26 D. 62+73 C. 47+15 d. 285 + 287
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1.5 Combinaciones aditivas basicas

Como mencionamos anteriormente, para sumar dos numeros cualesquiera, en el sistema
de numeracién decimal, es suficiente con saber sumar niimeros de un digito. A estas sumas las
llamaremos combinaciones aditivas bdsicas.

Inicialmente, estas sumas se resuelven usando estrategias de conteo y sobreconteo, para
luego ser memorizadas en forma paulatina por los estudiantes. Estas combinaciones también se
pueden representar en la tabla aditiva. Algunas estrategias que nos pueden ayudar a construir y
memorizar estas combinaciones son: los dobles, el doble mds 1 y las que suman 10.

e Los dobles: corresponden a la suma de un digito con si mismo, es decir, son de la forma a
+ a. Investigaciones sefialan que son las primeras que aprenden los nifios, es por ello que
se utilizan para construir otras combinaciones. En la tabla aditiva, las combinaciones
aditivas basicas correspondientes a los dobles estan ubicadas en la diagonal principal.

617|189
7181910
8
9

9|10(11
10111|12
101111213
10111121314
1011111213 (14|15
10(11(12(13{14|15|16
12|13 (14(15(16 |17
13(14(15(16 (17|18

Tabla II.1.

O (00 || |O|~

O |00 |3 | (O Wb

O (00 |3 (T |W|N |-

—
o
—
—

O [0 || (G| [W [N ||+

10

o
o
i
[\~

o El doble mds I: corresponde a las sumas del tipo a + (a +1), donde a es un digito. Para
calcular el resultado de este tipo de sumas es posible basarse en los dobles. Por ejemplo,
para calcular 4 + 5, como se sabe que 4 + 4 es 8, se puede proceder de la siguiente forma:

4+5=4+(4+1)=(4+4)+1=8+1=9

Estas combinaciones se muestran sombreadas en la siguiente tabla:

+(1(2(3(4]|5|6[7(8]9
112(3[4|5(/6[7|8]|9]10
213(4(5(6|7[8|9/(10|11
314|5(6|7|8|9(10/11|12
415(6(7(8|9|10{11|12|13
5/6|7(8|9|10{11{12|13|14
6|7 (8|9 (10(11(12(13|14|15
71819 (10(11]12{13(14|15|16
819 (10(11(12{13|14|15|16|17
9110(11(12{13|14|15|16|17|18

Tabla I1.2.
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o Las que suman 10: corresponden a sumas cuyo resultado es 10. Para construirlas, inicial-
mente se puede usar el sobreconteo. En la tabla, estas combinaciones se representan
graficamente por la diagonal del 10.

819110
11
1011|12
10111 (12|13

Nelio N Il Ro)l
e
—
=

O (00 ||| |~ W

101111213 {14 |15
10111|12|13|14|15|16
10111|12|13|14|15(16 |17
10|11|12|13|14|15|16 (17|18

Tabla IL.3.

O |00 |3 | ([C|h W

O (00 |3 (G| |[W | |-

O [0 |J ||| [W|N ||+

Notamos que la tabla aditiva tiene varias regularidades. Si observamos una fila o una colum-
nay nos detenemos en uno de los recuadros, nos daremos cuenta de que el nimero que sigue es
1 mas que este; por ejemplo, la suma 4 + 6 esiguala4 + (5+ 1) = (4 +5 ) + 1, es decir, el nimero
anterior mas 1. Por otra parte, también notamos que basta con completar el tridngulo superior o
inferior que se forma respecto la diagonal principal, pues la suma es conmutativa y, por lo tanto,
la tabla es simétrica respecto de la diagonal principal.

Las sumas cuyo resultado es un nimero menor que 10 se pueden encontrar a partir de las
estrategias antes mencionadas. En la tabla, estas combinaciones estdn representadas como se
muestra a continuacion.

+|112|13|4|5(6[7|8]9
1/2(3(4(5(6[7[8|9]10
213|/4|/5/6|7(8(9/10|11
3|14|/5|/6|7|8|9|10[11|12
41567 (8[9(10[11|12|13
5/6|7|8|9|10(11(12|13|14
6|7 8|9 (10(11[12(13|14|15
71819|10(11(12(13|14|15|16
819 (10(11(12(13|14|15|16|17
9110(11(12(13|14|15|16|17|18

Tabla IL.4.

El estudio de las combinaciones aditivas bésicas se inicia en la Educacién Parvularia y con-
tinta en 1° Bdsico. En niveles como 2°, 3° 0 4° Bésico, se extienden a las decenas y centenas, es
decir, para calcular sumas del tipo 50 + 40, 500 + 400 o 5.000 + 4.000, donde se espera que los
nifios reflexionen que, sabiendo que 5 + 4 es 9, se puede deducir directamente que 50 + 40 =90y
500 + 400 = 900. Es importante dar relevancia a estas combinaciones, tanto en niveles iniciales
como en niveles posteriores, pues es posible encontrar estudiantes que para calcular, por ejemplo,
800 + 600 utilizan el algoritmo usual.

Capitulo II: La suma'y la resta
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Ejercicios

1. Ubique en la tabla los nimeros cuya suma es mayor que 10.

2. Usando la tabla aditiva, encuentre todos los pares de nimeros cuya sumaes: 3,4,5,6,7,8y 9.

1.6 Estrategias de calculo mental para sumar

En esta seccion, abordaremos distintas estrategias que, basdndose en las propiedades del
sistema de numeracién decimal y de las operaciones, permiten calcular una suma sin necesa-
riamente hacer calculos escritos. Cabe sefialar que en algunas de estas estrategias se utiliza la
resta, tema que profundizaremos mas adelante en este capitulo, pero cuyo uso no dificulta el
tratamiento del tema de esta seccion.

Sobreconteo

Como vimos anteriormente, para sumar dos nimeros, uno de ellos de un digito, podemos
usar la técnica del sobreconteo. Por ejemplo, para calcular 38 + 3 se cuenta 3 a partir de 38. Esta
técnica puede extenderse y ser utilizada en un &mbito numérico mayor, sobrecontando de 10 en
10, de 100 en 100, etc. Asi, por ejemplo, para calcular 265 + 40 se puede sobrecontar a partir de
265, 40 mas, diciendo la secuencia de 10 en 10, como se muestra en la Figura IL11.

+10 +10 +10 +10
I I I I I I I I I

|
265 275 285 295 305

v

P’ N

Figura Il11.

Las secuencias de 10 en 10 y de 100 en 100 se estudian en los primeros niveles de Educacion
Bésica, junto a las propiedades del sistema de numeracién y las técnicas de conteo.

Composicion canonica
Ciertos tipos de suma se pueden obtener directamente a partir de la estructura del sistema de
numeracion que usamos, haciendo una composicion candnica. Algunas de ellas son las siguientes:

o Un multiplo de 10 mds un digito, por ejemplo: 40 + 7 0 340 + 7.

« Un multiplo de 100 mds un multiplo de 10 o un nimero de dos cifras, por ejemplo:
300 + 40 0 300 + 47.

 Un multiplo de 100 més un digito, por ejemplo: 300 + 7.

e Un nimero de tres cifras con un 0 en la posicion de las decenas, mas un multiplo de 10,
por ejemplo: 307 + 40.

 Un multiplo de 100 més un multiplo de 10, més un digito, por ejemplo: 300 + 40 + 7.
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De la misma forma, se pueden extender estas relaciones a niimeros de mds cifras. Como se
menciond en el capitulo anterior, el cardcter aditivo del sistema de numeracion oral hace que al
nombrar los sumandos se pueda establecer directamente su resultado, por ejemplo, “cuatrocien-
tos, mds cincuenta, mds dos”. Esta propiedad de los niimeros, que facilita el calculo de este tipo
de sumas, puede llevar a errores a los estudiantes, cuando se yuxtaponen los niimeros que estan
nombrando. En el caso anterior, un posible error es componer el niimero como 40052.

Completar la decena: trasvasije y compensacion

Otra técnica que se puede utilizar para calcular sumas mentalmente es modificar los suman-
dos, ya sea sumando o restando, para transformar la suma en otra que tenga el mismo resultado,
pero sea mas simple de calcular.

Una estrategia habitual es completar una decena. Esto consiste en agregar o restar a uno de
los sumandos una cantidad conveniente y asi completar una decena o, en general, un multiplo
de una potencia de 10.

Por ejemplo, para calcular 37 + 25, se puede agregar 3 al primer sumando y escribirlo como
40. Luego, para no alterar el resultado, se debe restar la misma cantidad al otro sumando, obte-
niendo as{ 37 + 25 =40 + 22 = 62.

Analicemos el funcionamiento de la técnica en forma pictérica, considerando 37 y 25 cua-
drados respectivamente, agrupados como se muestra en la figura:

Figura Il.12.

Para saber la cantidad total de cuadrados que se obtienen al juntar ambos grupos, debemos
calcular 37 + 25. Al observar las colecciones, vemos que se puede formar una barra de 10 sacando
3 cuadrados de la segunda coleccion y agregdndoselos a la primera:

Figura IL13.

Asi, un grupo queda con 40 cuadrados, mientras que el otro queda con 22. Hemos transfor-
mado la suma 37 + 25, en la suma 40 + 22, que dard el mismo resultado, pero es mas facil de cal-
cular, pues uno de los términos corresponde a un miiltiplo de 10. A esta técnica, en que sumamos
(o restamos) a un sumando lo mismo que restamos (o sumamos) al otro, se le llama usualmente
trasvasie.
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Otra estrategia consiste en hacer una compensacidn, es decir, completar una decena y una vez
calculada la suma, restar (o sumar) la cantidad agregada (o quitada). Por ejemplo, para calcular
39 + 25, se agrega 1 al 39 para obtener 40, y se calcula 40 + 25 = 65. Como agregamos 1 al primer
sumando, el resultado obtenido es 1 mds que el resultado de la suma original, por tanto, compen-
samos restando 1 al resultado. Asi, 39 + 25 = 64.

Tanto la compensacién como el trasvasije se pueden usar en cualquier &mbito numérico, es
decir, frente a nimeros de dos o mds cifras. Estas técnicas serdn justificadas cuando estudiemos
las propiedades de la resta (apartado 2.1).

Ejercicios

1. Calcule mentalmente y explique la estrategia usada.

a. 500 + 200 C.9+5 €. 4.325 + 800
D. 1.798 + 266 d. 2443 +7 f. 997 +98

2. Un nifio resuelve la suma 28 + 15 de la siguiente forma:

2i+15=
50+15=45
Respuesta 45

+En qué se equivoca el niflo? Argumente su respuesta.

1.7 El algoritmo usual de la suma

Cuando sumamos dos niimeros de tres o mds cifras en forma escrita, generalmente usamos
un algoritmo que aprendimos en los primeros niveles de Educacion Bésica. Este algoritmo para
sumar es simple y resumido, y su funcionamiento, en general, se estudia de manera mecénica,
muchas veces sin darle un sentido matemadtico a las acciones que realizamos. Pero, ;qué conoci-
mientos matematicos justifican su funcionamiento?, ;por qué empezamos desde la derecha y no
desde la izquierda, como en la divisién? Habitualmente, estas y otras preguntas no son planteadas
cuando se estudia el algoritmo. En esta seccion, estudiaremos el funcionamiento de dicho algorit-
mo, lo cual permitird dar respuesta a estas preguntas.
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Para pensar

Observe el procedimiento utilizado por un estudiante de Educacién Basica para
calcular 346 + 255:

OXO)

+
OO
Qo
20O

a. $Qué significado tienen los 1 encerrados en los circulos?

b. Explique el procedimiento usado por el estudiante.

Recordemos cémo funciona el algoritmo de la suma. Sumemos 1.234 y 2.385. Escribimos los
numeros uno bajo el otro, de manera que queden en la misma columna las unidades, las decenas,
las centenas y las unidades de mil. Procedemos luego a sumar los digitos de cada columna, co-
menzando por la de la derecha, que corresponde a las unidades.

Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4
1 1 1
1.234 ; 1.234 ; 1.234 \ 1.234
+2.385 + 2.385 + 2.385 + 2.385
9 19 619 3.619
Figura I1.14.

Observamos que en la columna de las decenas se supera el 10, eso implica que se ha formado
una centena adicional; debemos, por lo tanto, agregar una unidad a esa columna. Habitualmente,
se pone un uno encima de la columna de las centenas. Esta marca es solo una manera de recordar,
no es esencial para el procedimiento.

Sabemos que este procedimiento nos dara siempre la suma de dos niimeros, pero ;por qué?

Escribamos cada niimero involucrado en la suma usando una tabla de valor posicional:

UM C D U

1.234 1 2 3 4

2.385 2 3 8 5

1.234 + 2.385 3 5 11 9
Tabla IL5.

Por lo tanto, la suma es 3 unidades de mil, 5 centenas, 11 decenas y 9 unidades.

Para poder escribir este niimero en notacién posicional, necesitamos que cada posicién no
pase de 9. En nuestro caso, tenemos 11 decenas, que convertimos en 1 centena mds 1 decena.
Ahora nuestra suma se representa como:

UM C D U
1.234 + 2.385 3 5+1 1 9
Tabla IL6.
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Asi, la suma corresponde a 3 unidades de mil, 6 centenas, 1 decena y 9 unidades, que en
nuestro sistema de notacion posicional se expresa como 3.619.

El algoritmo de la suma es simplemente una sintesis de este procedimiento.

Una alternativa para de ver el funcionamiento del algoritmo es mediante la descomposicién
candnica de ambos niimeros:

1.234 =1.000 +200 + 30 + 4
2.385 =2.000+ 300+ 80 +5

1.234 +2.385 =3.000+ 500 + 110 +9
=3.000 + 500+ 100+ 10+ 9
=3.000 +600+10+9
=3.619

Notamos que, aunque no se mencionan, en estos procedimientos hemos usado repetidamen-
te las propiedades conmutativa y asociativa de la suma.

El algoritmo funciona debido a que al alinear los nimeros uno bajo el otro, se suman las
unidades, decenas, centenas, etc. de un niimero con las correspondientes del otro. Cuando se
juntan 10 unidades de un orden, se debe agregar una unidad del orden superior, de ahi la “reserva’,
representada por el numerito 1 que agregamos en la columna apropiada.

Apreciamos también que, en realidad, para aplicar el algoritmo solo debemos saber dos cosas:
cémo sumar dos nimeros entre 0y 9, y que cada vez que una suma supera 10, debo descompo-
nerla y aumentar una unidad del orden inmediatamente superior.

Cuando las sumas de cada columna no exceden 10, no se producen mayores dificultades. Es-
tas surgen cuando alguna de estas sumas supera las 10 unidades. A estas sumas se les suele llamar
sumas con reserva, aunque un mejor nombre es suma por descomposicion. En nuestro ejemplo, las
11 decenas se descompusieron en una centena y una decena.

Observamos que este algoritmo se adapta a cualquier base, por ejemplo, a base 2:

11 11

11011,
+1110011,

100001110,

En el ejemplo anterior, se alinean los sumandos 11011, y 1110011, respetando el valor posi-
cional. Luego se suman los digitos correspondientes, considerando que 1, + 1, = 10,. De esta forma,
al sumar las unidades el resultado es 10,, por tanto, escribimos 0, en la posicion de las unidades
del resultado y canjeamos 1 grupo de 2, que lo escribimos sobre la columna de las unidades del
siguiente orden. Asi se continiia sumando el resto de las posiciones.

Una pregunta natural es por qué comenzamos a sumar por la columna de las unidades. En
realidad, el motivo es hacer que el procedimiento sea mas eficiente. Pero no hay mayores inconve-
nientes en comenzar a sumar por otra columna. Por ejemplo, podriamos comenzar por la posicién
correspondiente al mayor orden, es decir, sumar de izquierda a derecha, tal como se muestra en
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el siguiente ejemplo:

Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4

1.234 1.234 1.234 1.234

+2385 =P +2385 ==p 12385 ==p 2385

3 35 361 3.619
Figura IL15.

Vemos que en el tercer paso debimos corregir la cifra de las centenas, porque se juntaron mds
de 10 decenas. Este procedimiento es tan correcto como el habitual, si bien puede ser algo menos
eficiente, ya que puede ocurrir que en cada paso debamos corregir la cifra anterior.

Més aun, podriamos sumar unidades, decenas, centenas, etc. en cualquier orden, siempre y
cuando respetemos los valores posicionales de cada una de ellas. Esto se ve muy claro si descom-
ponemos los niimeros, como en la tabla de valor posicional (Tabla IL5).

Notamos que en la Tabla II.5 no hay ninguna razén para restringirnos a la suma de
solo dos numeros. El algoritmo usual puede extenderse naturalmente para sumar tan-
tos numeros como se desee. Por ejemplo, a continuacion se usa este algoritmo para calcular
1.294 + 644 + 43.675 + 8.462 + 78:

1232
1.294

644
, 43.675
8.462

78
54.153

Veremos, en el Capitulo III, que estas sumas con mas de un sumando aparecen al calcular
multiplicaciones entre numeros de tres o mds cifras. Es necesario que los nifios y las nifias se
familiaricen con estas sumas antes de enfrentar este tipo de multiplicacion.

En esta seccion, hemos visto que para sumar dos niimeros podemos usar estrategias distintas
al algoritmo usual de la suma. Hay muchos motivos para que un profesor o profesora conozca
diversas estrategias para ejecutar las distintas operaciones. Destacamos algunos:

« Distinguir el concepto de operacion de la forma en que se calcula.

« Estar atento a desarrollos originales que puedan hacer los nifios y nifias, y no descartarlos
porque no son “‘como se hace”.

« Conocer varias formas de calcular refuerza visiones e intuiciones complementarias sobre
las operaciones. Esto permite ensefiar de distintas maneras a nifios y nifias con diferentes
necesidades e intuiciones.

Con todo, es importante hacer notar que el desarrollo de la comprension y la destreza en
el uso del algoritmo debe ser un proposito relevante del proceso de ensefianza. Este algoritmo
comienza a estudiarse a partir de 2° Basico y su uso se profundiza en 3° y 4° Basico.
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En resumen

Existen variadas estrategias que permiten encontrar el resultado de una suma. Estas
se basan en las propiedades de la suma y aprovechan las caracteristicas del sistema de
numeracién decimal para facilitar los cdlculos.

El trabajo con estas estrategias es importante para comprender el funcionamiento
del algoritmo usual de la suma. Este algoritmo funciona a partir de la nocién de valor
posicional, al alinear los sumandos para efectuar los célculos, y de la nocién de base, al
efectuar los canjes.

1.8 Dificultades y posibles errores en el uso del algoritmo usual de la suma

El desarrollo del algoritmo de la suma requiere comprender las caracteristicas del sistema
de numeracion decimal, pues su funcionamiento se basa en estas. Sin embargo, al usar este al-
goritmo, varios aspectos de su funcionamiento quedan ocultos. Esto hace que el algoritmo sea
facil de usar, pero que, al mismo tiempo, se presenten dificultades o errores al perder de vista el
significado de la operacion.

Las sumas que presentan reservas, es decir, que en alguna de las posiciones los digitos de los
sumandos suman més que 10, tienen un mayor grado de dificultad. Esta dificultad genera errores
de célculo, como los que presentamos a continuacion:

« No se realiza correctamente el canje al sumar los digitos de una posicién.

Veamos el siguiente procedimiento realizado por un nifio para sumar 346 y 627:

3240
+027
9653
Figura I 16.

Al sumar los digitos de la posicién de las unidades, la suma da como resultado 13. Es por ello
que, al aplicar correctamente el algoritmo, se deberia hacer un canje de 10 unidades a 1 decena.
Como los sumandos estdn alineados segun el valor posicional de sus cifras, agregamos 1 a la
columna de las decenas y escribimos 3 en la posicién de las unidades. Sin embargo, en el trabajo
que se muestra se escribio el digito correcto en la posicion de las unidades, pero no se agregé 1
en la columna de las decenas, lo que genera que la suma resultante no sea la correcta. Este error
también se puede observar cuando la reserva aparece en otras posiciones.

« Se escriben dos digitos en una de las posiciones del sistema de numeracion.

+
N A
BN

2
Figura IL.17.
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Como se observa en el ejemplo, el canje no se realiza y se escribe 12 en la posicion de las
unidades de la suma.

« Se suman cifras que corresponden a distintas posiciones en el sistema de numeracion.

Un ejemplo de este tipo de error es el siguiente:

Calcula4b6 + 13 =

+
G
(ViGN
o o

Figura Il.18

Observamos que al escribir de forma vertical los sumandos, se ordenan de izquierda a dere-
cha, sin considerar su valor posicional.

Ejercicio

Observe los procedimientos utilizados por nifios y nifias para calcular las siguientes adicio-

nes:
11
6753 6753 345 576
+216 +218 +313 +6869
8861 5811 ©59 4067

a. Para cada caso, describa los errores que se observan.

D. ;Cudl cree usted que fue el razonamiento utilizado en cada uno de los célculos anteriores?

1.9 La suma y el material concreto

Antes de adentrarse en el manejo del algoritmo de la suma, debemos asegurarnos de que los
alumnos y alumnas comprendan el significado de esta operacion e, idealmente, que desarrollen
sus propias estrategias para resolver problemas relacionados con sumas de numeros pequeiios.
El uso de material concreto puede ser de gran ayuda en este proceso.

Como hemos visto, la suma corresponde a la accién de juntar dos colecciones. Naturalmente,
los nifios y las nifias pueden usar diversos objetos para familiarizarse con la suma. Por ejemplo,
lapices, laminas, fichas, etc. A medida que se trabaja con niimeros més altos, aparece la necesidad
de agrupar para contar. Para apoyar este tipo de procedimiento, podemos utilizar materiales tales
como palitos de helado con eldsticos y los bloques base 10.
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Veamos un ejemplo de suma usando composicién candnica y apoyandose en el uso de blo-

ques base 10.

Ejemplo

Calculemos 325 + 146 usando bloques base 10.

(Paso 1: h (Paso 2:
Representamos el primer sumando 325.
Representamos el segundo sumando, 146, y lo
agregamos al primer sumando.
. L J
(Paso 3: )
Cambiamos 10 de los cubos unitarios para
formar una barra de 10.
L J

resultado es 471.

Finalmente, representamos el resultado de la adicién en forma simbdlica: las 4 pla-
cas corresponden a 400, las 7 barras corresponden a 70 y el cubo corresponde a 1. El

Un material apropiado para introducir el algoritmo de la suma es el dbaco. Este recurso per-
mite representar los nimeros siguiendo los mismos principios del sistema posicional de base 10
u otra, y posibilita visualizar la realizacién de canjes. Veamos un ejemplo.

Ejemplo
Calculemos 226 + 175 usando el dbaco.

e N (- ™
Paso 1: Paso 2:
Representamos el primer sumando. Representamos el segundo sumando
sobre el primero.
AN J
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~

/Paso 3: /Paso 4.

Contamos las unidades y hacemos un canje de | | Contamos las decenas y realizamos otro canje,

10 unidades por una decena.
) \esta vez de 10 decenas por una centena. )

~

~
Paso 5:

Contamos las fichas en cada posicion y encon-
tramos que el resultado es 401.

- J

Para pensar

Materiales como los bloques base 10 también son usados frecuentemente para
introducir el algoritmo. Al representar un niimero con este material, cada cifra decimal
luce de manera muy diferente a la otra. En este sentido, ;qué ventajas ofrece el dbaco
por sobre los bloques base 10?

Ejercicio

Explique como usar palitos de helado y eldsticos para calcular sumas agrupando. Ejemplifi-
que el procedimiento con la suma 34 + 27.
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Ejercicios de la seccion

1. Un nifio calcula 3 + 28 senialando: “3 mas 28 es...29, 30, 31... el resultado es 31". Indique
la técnica de calculo que utiliza el nifio y la(s) propiedad(es) de la suma que sustentan el
procedimiento.

2. Complete los espacios en blanco e indique la(s) propiedad(es) de la suma que utiliza para

hacerlo.

a. 35+ =35

D. 24+15= +24

C. (28+37) +12=( +28)+12=37+40=__
d. 50+7+ =57

3. Calcule las siguientes sumas usando una técnica de calculo mental. Explique la técnica

utilizada.
a. 34 + 300 c. 1.787 +3 €. 500 + 600
D. 1.988 + 2562 d. 400 + 7.582 f. 997 + 1.566

4. Observe los procedimientos de cédlculo usados para resolver las sumas. Complete la tabla
indicando las propiedades de la suma que sustentan estos procedimientos.

Procedimiento Propiedades

45 +23 =
PN
20+3

Se calcula: 45 + 20 = 65, y luego 65 + 3 = 68.

63 +71
PAUAN
60+3+70+1

130 +4

A\

134

5. Indique en cada paso la propiedad que sustenta el procedimiento.

575 +897 =
=575+897+0
=575+897 +(3-3)
=575+(897+3)-3
=575-3+(897 +3)
=572 +900 = 1.472
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Observe el siguiente procedimiento para el calculo de una suma.

4 57

+ 5 6
3

W — (0o

1
+9
1043
a. Explique cdmo funciona.

h. ;Qué relacién existe entre este procedimiento y el algoritmo usual de la suma?
En cada caso, determine el valor de k para que la suma tenga reserva.

7k 7 4 85 736 4 ko9
+1 8 2 + k 02 + 1k 3 + 130

Observe la respuesta de una nifia al resolver la siguiente suma:
645 + 32 = 965

a. Explique el error al desarrollar el célculo.

D. Indique al menos un material concreto o representacion pictérica que podria remediar el
error.
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2. Laresta

La primera intuicion sobre la resta es la de quitar una cantidad a otra. Si tenemos 8 manzanas
y regalamos 2 nos quedan 6 manzanas. Asociar la resta a la accion de quitar permite calcularla
contando hacia atras, es decir, descontando. De esta forma, al quitar 1 manzana de las 8, nos
quedan 7; lo que se corresponde con descontar 1 a 8.

1 1 1 s ' (\
cl A Al P ‘ B — T — I —T
. ‘ . 4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Figura I1.19.

Luego, al quitar una segunda manzana del canasto, nos quedan 6; lo que se corresponde con
descontar 1a7.

Figura I1.20.

Este procedimiento consiste en retroceder dos lugares en la secuencia numérica, es decir, a
8 descontarle 2.

Una segunda intuicién sobre la resta es la de comparar dos cantidades.

Supongamos que tenemos dos canastos con manzanas, uno con 8 y el otro con 2 manzanas.
Para saber cudntas manzanas mds hay en un canasto que en el otro, podemos agregar manzanas
al canasto que tiene menos hasta igualarlos.

C{ '._.I' P qr'r'TP

Figura I1.21.

Al agregar una manzana al canasto con 2, tendremos 3 manzanas; luego, al agregar otra,
tendremos 4, etc. En total, necesitamos avanzar 6 unidades para ir del 2 al 8.

(\ +1 0+ 41 +1 41+l
q" g ol ol P qr "y y oy oy P

Figura 11.22

Siay b son dos numeros naturales, con a > b, su resta se escribe a - b, y corresponde a qui-
tar la cantidad & de la cantidad a. Por lo tanto, si a (a - b) le agregamos b obtenemos a, es decir,
a=(a-b)+ b.Podemos decir, entonces, que (@ - b) es lo que le falta a b para llegar a a. La cantidad
restada, b, se conoce como sustraendo, o aquello que se sustrae, y la cantidad a, aquella de la que

Numeros - REFIP



CAPITULO

2

La suma y la resta

se resta o sustrae, se conoce como minuendo, o aquello que se disminuye. La relacién entre estas
tres cantidades se ve mds claramente con segmentos:

a
A

T
.y,

~
a-b

=<

Figura I11.23.

Podemos ubicar el resultado de la operacién a - b en la recta numérica usando la interpre-
tacion de quitarle b a a:

b
. i b
1 VT I
1 a 1 1
1 1 1
1 1 1 #
0 a-b a
Figura I11.24.

Si llamamos c al resultado de la resta a - b, la relacion a - b = ¢ se puede interpretar de las
siguientes maneras:

e ceslo que se obtiene si a a le quitamos b, es decir ¢ = a - b. Debemos resolver a - b = L1

b
N

v

N
0 c a

Figura I1.25
Ejemplo: si tenemos $1.000 y gastamos $900, ;cudnto nos queda?

e ceslo quele falta a b para llegar a a, es decir, b + ¢ = a. Debemos resolver b + [ l-a

0 booa
\_Y_I

c
Figura I1.26.

Ejemplo: si queremos comprar un articulo que vale $1.000 y solo tenemos $900, ;cudnto nos
falta?

o beslo que se obtiene si a a le quitamos c, es decir, b = a - ¢. Debemos resolver a - [ =

4
: : —>
0 b a
A\ J
'
a-c¢
Figura I1.27.
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Ejemplo: si tenia $1.000 y luego de pagar por un refresco me quedan $100, ;cudnto costo el
refresco?

« aeslo que se obtiene si a b le sumamos c, es decir a = b + ¢. Debemos resolver I

Il »
T 14

0 b a

-

c

Figura I1.28.
Ejemplo: Si luego de pagar $900 por un refresco me quedan $100, ;cudnto tenia?

Se suele distinguir entre la sustraccion, como operacion entre nimeros, y la resta, como el
resultado de efectuar esa operacion. Si bien esta distincién puede ser adecuada para un analisis
tedrico, no adoptaremos este uso; en este texto resta y sustraccion seran sinénimos. Observacio-
nes similares se realizaron en la seccion de este capitulo que aborda la adicion.

Para pensar

En el &mbito de los nimeros enteros, el que atin no cubrimos en este texto, pero que
esperamos reconozca al menos en forma intuitiva de su formacién escolar, existen
los nimeros negativos y es posible restar un ntimero mayor de uno menor. Con la
representacion de piedritas no es posible comprender tal resta. Analice lo que sucede
con la visualizacién de segmentos.

Formalmente, la resta de dos niimeros se define a partir de la suma. Concretamente, siay b
son nuimeros naturales con a > b, decimos que a menos b es igual a ¢ y escribimos:

a-b=csiysolosia=b+c

Vemos que el nimero c, es decir, la resta o diferencia entre a y b, corresponde exactamente
a aquel nimero que debemos sumar a b para obtener a. Suma y resta son operaciones inversas.

2.1 Propiedades de la resta

Al igual que con la suma, al realizar restas usamos intuitivamente ciertas propiedades.
Por ejemplo, para calcular 73 - 12 podemos restar primero 10 y luego 2, es decir, proceder
de la siguiente forma (73 - 10) - 2 = 63 - 2 = 61. Esta propiedad la podemos enunciar como:
a-(b+c)=(a->b)- c esdecirsi el sustraendo es una suma de dos nimeros, se puede restar
primero uno y al resultado restarle el otro. A continuacion, listaremos algunas propiedades de la
resta. Es importante mencionar que estas propiedades se deducen directamente de las propie-
dades de la suma, como la conmutatividad, asociatividad y que el 0 es elemento neutro, es decir,
son consecuencia de estas.

Estas propiedades se pueden demostrar usando un razonamiento algebraico, sin embargo,
este no necesariamente nos da luces respecto de por qué son ciertas. Vamos a justificar la validez
de estas propiedades usando la interpretacion de los niimeros como medidas de segmentos o con
la recta numérica.
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Enunciamos, a continuacion, algunas propiedades de la resta, a las cuales haremos referencia
o las usaremos implicitamente a lo largo del capitulo y del texto.

Partimos notando que la propia definicién de resta nos entrega directamente las siguientes
identidades. Para todo a > b, se tiene:

Propiedad1 b+ (@-b)=a
Propiedad2 a-(a-b)=b
Propiedad3 a-0=a
Propiedad4 a-a=0

Veremos ahora propiedades un poco mas complejas y que requieren justificacion:

Propiedad 5  Sin>p, entonces m+ (n-p)=(m+n) - p.

Podemos observar esta igualdad en la recta numérica:
n
Al
If \
1
nyp

v

0 m (m+n)-p m+n
m+(n-p)
—
\ﬂ_}
p
Figura I1.29.

Por la conmutatividad de la suma y si m > p, también tenemos:
m+(n-p)=(m+n)-p=n+m)-p=n+(m-p)=(n+m)-p
Escribiremos simplemente 72 + 72 - p y no nos preocuparemos de los paréntesis.

Ejemplo
Considere el siguiente problema: “Juan y Marfa tienen $800 cada uno. Marfa gasta
$250. ;Cudnto dinero tienen entre los dos?”. Describa las dos posibles soluciones del
problema y relacionelas con la propiedad vista.
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Propiedad6 Sim>n+p, entoncesm - (n+p)=(m-n)-p

Ilustramos esta igualdad en la recta numérica.

n+p
A
r N

p n
(_PV A\ N\

v

0 m- (n +p) m-n m
(m-n)-p
Figura I1.30.

Usando que 7 + p = p + n, tenemos también que:
m-(n+p)=m-(p+n)=(m-p)-n

Escribiremos simplemente m — n — p para referirnos a cualquiera de estas expresiones.

Ejercicio

Considere el siguiente problema: “Se tiene un saco de 5 kg de harina y se utilizan 2 kg para
hacer sopaipillas y 1 kg, para hacer un queque. ;Cudnta harina queda?”. Describa las dos
posibles soluciones del problema y relaciénelas con la propiedad anterior.

Propiedad 7  Sin>pym>n, entonces m - (n-p)=(m-n)+p.

Podemos visualizar esta propiedad en la recta numérica:

n
N
r I
o
i i i
! m~(n-p) !
Il : (m B |’l) +p : »
T T I T 14
0 m I_ n | m
. )
4
p
Figura 1131

Esta es la regla que aprendemos en Educacién Media para tratar con expresiones con pa-
réntesis: “Si el paréntesis tiene un signo - delante, al eliminarlo, se cambian - por +y + por -, y si
tiene signo +, no se cambia nada’.
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Ejercicio

Justifique el procedimiento realizado indicando la propiedad usada:

a. (128 -75) + 15=128 - 60 = 68
D. 137 -(37-14) =100 + 14 =114

Observamos que las propiedades anteriores, junto con la conmutatividad y asociatividad
de la suma, nos permiten usar expresiones tales como 10 - 3 + 4 - 5 + 8. No importa el orden en
que realicemos las sumas y restas, siempre que las restas se puedan efectuar, el resultado serd el
mismo:

((((10-3)+4)-5)+8)=(10-3)+(4-5)+8=(10+4+8) - (3+5)

De hecho, esto nos da dos estrategias para realizar las operaciones que involucran sumas y
restas de varios nimeros. Una de ellas es agrupar en sumas o restas fdciles de calcular, y la segun-
da consiste en sumar todos los nimeros que tiene un signo + y al resultado restarle la suma de
todos los niimeros que tienen signo —. Estas estrategias son usadas en el calculo mental y en el
desarrollo del algoritmo usual de la resta.

Ejercicio

En la mafiana, un nifio recibe $10.000 de regalo de cumpleafios por parte de su abuela. Com-
pra un album que cuesta $2.000 y un paquete de galletas que cuesta $500. En la tarde, su tio le
regala $5.000 y su madrina le regala $8.000. Al otro dia, compra una caja de ldpices de colores
por $2.500 y una polera por $3.500. ;Cudnto dinero le queda?

De las anteriores, se pueden obtener otras propiedades que nos resultaran ttiles en el calculo
mental. Las enunciamos a continuacion y se discutirdn en detalle.

Propiedad8 Sim=>n>p,tenemosm-n=(m-p)-(n-p)

Veremos una justificacion algebraica y mds abajo la ilustramos en la recta numérica. Tenemos
que:
(m-p)-(n-p)=m-(p+(n-p) por la Propiedad 6.
=m-n por la Propiedad 1.
Por lo tanto, (m-n) - (n-p)=m-n.

En la siguiente figura, se ilustra la Propiedad 8 en la recta numérica.

(m+p)-(n+p)

o
S
S
+ -
S
3
3
+ f---4L
=

v

Figura I1.32.
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Propiedad9  Sim>n, tenemosm-n=(m+p)-(n+p)
Veamos su justificacion algebraica:

(m+p)-(m+p) =(m+p)-n)-p porlaPropiedad 6.
=((p+m)-n)-p porlaconmutatividad de la suma.
=(p+(m-n))-p porlaPropiedad 5.
=((m-n)+p)-p porlaconmutatividad de la suma.
=(m-n)+(p-p) porlaPropiedad 5.
=(m-n)+0 por la Propiedad 4.
=m-n porque 0 es neutro de la suma.

La visualizacion de esta propiedad en la recta numérica se muestra a continuacion:

(m-p)-(n-p)

m-n

v

0 n-p n m-p m

Figura I1.33.

Ejercicio

Considere el siguiente problema: “Pedro tiene $10.000 mas que Diego, ambos reciben $3.500

por parte de sus padres. ;Cudnto mas tiene ahora Pedro que Diego?”. Justifique su solucion
usando la propiedad anterior.

Propiedad 10  Sim >n+p, tenemosm-n=((m-p)-n)+p.

La justificacion algebraica y la representacion en la recta numérica quedan como ejercicio
para el lector.

Propiedad 11  Sim > p, tenemosm + n=(m-p)+ (n+ p).

Dejamos la demostracion algebraica como ejercicio para el lector. A continuacidn, presenta-
mos la representacion en la recta numérica:

Il »
T 1 4

0 m-p m m+n

(m+p)+(n+p)

Figura I1.34.
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Propiedad 12  Sin > p,tenemosm+n=(m+p)+ (n-p)

Podemos visualizar esta propiedad como se muestra a continuacién:

4 n-p
— A
~ \
| | : : b
0 m m+p m+n
(m+p)+(n-p)
Figura 11.35.

Ejercicios

1. Justifique algebraicamente las propiedades 10, 11y 12.

2. Interprete las propiedades de 1 a la 12 usando colecciones de elementos.

Hemos listado numerosas propiedades de la resta, las cuales se basan en las propiedades de la
suma. Esto se ha hecho para mostrar de manera explicita qué es lo que sustenta los diferentes pro-
cedimientos para restar que siempre hemos usado. Al adquirir confianza respecto de la validez de
cada uno de los pasos seguidos para hacer una resta, no es necesario justificar cada uno de ellos.

. Observacién:

: Notamos que, en las propiedades de la resta, en todo momento hemos tenido cuidado de no
© caer en restar un nimero mayor de uno menor. En el Capitulo X se levantaran estas restric- :
. ciones al introducir los nimeros enteros. ;

2.2 Descomposicion aditiva

Como vimos al comienzo de la seccidn, las técnicas elementales para calcular restas son el
conteo y el desconteo. Es decir, para calcular la resta a - b, podemos contar desde b hasta a, o
descontar desde a hasta b. Si en cada paso contamos o descontamos una unidad, estas técnicas ya
no son précticas para restar nimeros cuya diferencia es mayor a 10. Las propiedades de la sumay
de laresta, junto con la estructura del sistema de numeracién decimal, nos permiten desarrollar
estrategias mds potentes para calcular restas.

Por ejemplo, la operacion 35 —13 puede efectuarse descomponiendo el minuendo y el sus-
traendo de forma candnica, como se muestra a continuacion:

35-13=(30+5) - (10+3)=30+5-10-3=(30-10) + (5-3) =20 + 2 =22

Aqui hemos usado que las sumas y restas pueden efectuarse en cualquier orden, siempre que a
un numero no se les reste otro mayor. Queda como ejercicio justificar el procedimiento realizado.
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Como mencionamos en la seccién de suma, el sistema posicional en base 10 que usamos
habitualmente hace conveniente este tipo de agrupacion en unidades, decenas, etc. Esta estrate-
gia puede hacerse en cualquier base, descomponiendo y componiendo para formar multiplos de
potencias de la base.

También podemos hacer descomposiciones no candnicas. Por ejemplo, si queremos efectuar
44 - 18, podemos escribir:

44-18=(24+20)-18=24+(20-18)=24+2=26

Ya que las sumas 44 = 24 + 20 y 20 = 18 + 2 estan en nuestro repertorio de descomposiciones no
canonicas.

2.3 Estrategias de calculo mental para restar

Aligual que en el caso de la suma, para la resta existen una serie de estrategias que, basadas
en la estructura del sistema de numeracién decimal y las propiedades de la resta, permiten realizar
célculos de manera directa.

Para pensar

Observe las siguientes restas:

356 - 50 556 - 199 4.367 -5
Para cadaunadelas restas anteriores, proponga una estrategia que le permita calcularla
mentalmente. Sefiale las propiedades que sustentan cada estrategia descrita.

Desconteo

Como vimos anteriormente, esta técnica consiste en contar a partir del minuendo, en forma
decreciente, la cantidad que indica el sustraendo. Por ejemplo, para calcular 41 - 3 se descuen-
tan 3 de 41, como se muestra a continuacion.

v

Figura I1.36.

Para utilizar esta técnica, se requiere saber muy bien la secuencia de niimeros en forma des-
cendente, aspecto que puede traer algunas dificultades.
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La técnica del desconteo, al igual que la del sobreconteo, puede extenderse y ser utilizada
en un dmbito numérico mayor, descontando de 10 en 10, de 100 en 100, etc. Por ejemplo, para
calcular 678 - 500, se puede descontar 500, de 100 en 100, a partir de 678, como muestra la figura:

-100 -100 -100 -100 -100

T T T T T T
178 278 378 478 578 678

A

Figura I1.37.

Veamos otro ejemplo, calculemos ahora 678 — 321. A partir de 678, retrocedemos de 100 en
100, luego de 10 en 10y finalmente de 1 en 1, tal como se muestra en la figura.

-1 -10 -10 -100 -100 -100

(\(\(\{\f\{\ ;

357 358 368 37

Figura I1.38.

Notamos que hemos usado una recta que no estd escala, para poder representar saltos de
distinto orden.

Sumar para restar

Esta estrategia se basa en la relacion inversa que existe entre la suma y la resta. Consiste
en sobrecontar a partir del sustraendo hasta llegar al minuendo, registrando la cantidad que se
requiere avanzar y que corresponde a la diferencia. Por ejemplo, para calcular 82 - 78, se puede
contar de 1 en 1 a partir de 78, hasta llegar a 82, como muestra la Figura I1.39:

b ¥ & U

I I I
77 78 79 80 81 82 83

v

Figura I1.39.

Esta técnica también puede utilizarse, aunque la diferencia no sea tan pequeria, realizando el
sobreconteo de 100 en 100, de 10 en 10, etc., o combinando mds de una estrategia de conteo. Por
ejemplo, al calcular 67 - 45, se puede sobrecontar a partir de 45, de 10 en 10, llegando a 65, para
luego contar de 1 en 1 hasta llegar a 67. De esta forma, se puede establecer que la diferencia es 22.

La estrategia sumar para restar es usada en forma habitual por comerciantes para entregar
el vuelto de una compra. Por ejemplo, si pagamos con un billete de $1.000 un refresco que cuesta
$799, el comerciante nos entrega primero $1 y dice “8007, luego $100 y dice “900” y finalmente
$100 y dice “1.000".
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Trios aditivos

Eluso de las combinaciones aditivas bésicas en el ambito de la resta se basa en las relaciones
que existen entre la suma y la resta, y requieren que al abordar el estudio de una combinacién
aditiva bésica, por ejemplo 6 + 3 = 9, se estudien también las restas asociadas a dicha igualdad:
9-6=3y9-3=6.Estos trios de niimeros relacionados de esta forma se denominan ¢rios aditivos.

Para el estudio de estos trios aditivos, es conveniente usar algun tipo de diagrama, tales como
los que aparecen a continuacion:
O, :

@ 6|3
3

Figura I1.40.

El estudio de los trios aditivos se puede extender a las decenas, centenas, unidades de mil,
etc., a partir de las relaciones 9 — 3 =6y 9 — 6 = 3, se puede calcular directamente 90 - 60, 90 — 30,
900 - 600, 900 - 300, etc.

Descomposicion candnica

Aligual que con la suma, algunas restas pueden obtenerse directamente a partir de la estruc-
tura del sistema posicional. Por ejemplo, 47 — 7 = 40; 437 — 30 = 407 y 554 — 504 = 50.

Algunas de las restas que se pueden plantear para utilizar esta técnica pueden ser resuel-
tas ficilmente considerando las caracteristicas orales del sistema de numeracién. Por ejemplo,
432 - 32 se dice oralmente “cuatrocientos treinta y dos, menos treinta y dos’, y se puede esta-
blecer directamente que el resultado es cuatrocientos. Sin embargo, esta caracteristica se puede
transformar en un obstaculo y es frecuente observar en los estudiantes errores como 432 — 32 = 4.

Completar la decena: traslado de la diferencia y compensacion

Aligual que en la suma, esta técnica se puede utilizar para transformar una resta en otra
mas facil de calcular y con el mismo resultado. Una forma de hacer esto es agregar al sustraendo
una cantidad conveniente y asi completar un multiplo de una potencia de 10, evitando canjes en
la resta. Por ejemplo, frente al calculo 65 - 29, se puede agregar 1 al sustraendo y escribirlo como
30. Luego, para que se mantenga la igualdad, se debe agregar la misma cantidad al minuendo,
obteniéndose la resta: 66 — 30. Esta técnica de célculo se conoce como traslado de la diferencia,
ya que al agregar la misma cantidad al minuendo y al sustraendo se puede decir que la “diferencia
se traslada’. Consideremos la resta anterior marcando en una recta numérica el minuendo y el
sustraendo, como se muestra a continuacion:

d
. d .

4 [ |

29 30 65 66

v

Figura I141.
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De la misma forma, si restamos la misma cantidad al minuendo y al sustraendo, la diferencia
no cambia. Esto corresponde a las Propiedades 8 y 9 de la Seccidn 2.1: dados m, n 'y p, nlimeros
naturales, se tiene que:

m-n=(m+p)-(n+p)ym-n=(m-p)-(n-p)
Ejemplo
Consideremos m= 45, n = 18, p = 2. Para calcular la resta 45 — 18 podemos agregar
2 al minuendo y al sustraendo de la siguiente forma:

45-18=(45+2) - (18 +2) =47 -20=27
Otra forma de facilitar el cdlculo de la resta consiste en sumar o restar un niimero conve-

niente, en general al sustraendo, para lograr una decena o multiplo de potencia de 10. Luego de
efectuar la operacion con este nuevo sustraendo, compensamos el resultado.

Dado que podemos sumar o restar un nimero al minuendo o al sustraendo, tenemos cuatro
casos posibles. Consideremos la resta m - ny veamos qué sucede si alteramos el sustraendo:

o Sile sumamos p al sustraendo, tenemos quem-n=m-n-p+p=(m-(n+p))+p.Es
decir, debemos compensar sumando p a la resta.

o Sile restamos p al sustraendo, tenemos quem-n=m-n+p-p=(m-(n-p))-p.Es
decir, debemos compensar restando p a la resta.

Ejercicio

Deduzca cémo se produce la composicion cuando sumamos o restamos p al minuendo.

Ejemplo
Resolvamos la resta 57 — 35 haciendo una compensacion. Tenemos las siguientes
alternativas:

57-34=(57-(34+6))+6=(57-40)+6=17+6=23
57-34=(57—(34-4)) - 4=(57-30) - 4=27-4=23
57-34=((57+3)-34) - 3= (60 - 34) - 3=26 -3 =23
57-34=((57-7)-34)+7=(50-34) + 7=16+7 =23

Es subjetivo determinar cudl de estas variaciones es mas facil. Depende de la experiencia
previa del que realiza la operacion. Sin embargo, parece mas facil compensar con el sustraendo.

Notamos que, si bien usamos nombres particulares para las técnicas de calculo mental de
sumas y restas, el principio bésico es el mismo. Cambiamos uno de los niimeros involucrados de
forma de facilitar el célculo y, si es necesario, compensamos ya sea el otro niimero o el resultado.
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Por tltimo, observamos que las técnicas vistas estan orientadas a completar la decena. Sin
embargo, las propiedades son generales y podemos usarlas de la manera que creamos mds conve-
niente, segtin el caso. Por ejemplo, la resta 57 — 34 también podemos resolverla de las siguientes
maneras:

57-34=(57-(34+3)+3=(57-37) +3=20+3=23
57-34=(57-2)-(34+1)+2+1=55-35+2+1=20+2+1=23

Ejercicios

1. Indique, segtin los niimeros involucrados en cada ejercicio, qué técnica propondria usar
a estudiantes de 3° Bdsico para resolverlos. Realice los célculos utilizando y explicando la
técnica mencionada.

d. 6478 -6 b. 635 -30 C. 6.783 — 4998 d. 3.004 - 2.997

2. Describa una forma de explicar el uso de la técnica completar la decena usando cubos y
barras, como las que se muestran a continuacion:

2.4 El algoritmo usual de la resta
Comencemos con un ejemplo. Supongamos que queremos calcular 4.567 — 2.435. Tenemos:
4.567 - 2.435
= (4.000 + 500 + 60 + 7) — (2.000 + 400 + 30 + 5)
=4.000 + 500 + 60 + 7 — 2.000 — 400 - 30 - 5 Por la Propiedad 6 de la Seccién 2.1.

= (4.000 - 2.000) + (500 - 400) + (60 - 30) No importa el orden en que efectuamos las
+(7-5) restas.

=2.000 + 100 + 30 + 2
=2.132

En una tabla de valor posicional, tenemos:

UM C D U

4.567 5 6 7

2.435 4 3 5

4.567 - 2.435 1 3 2
Tabla IL7.
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Lo cual se sintetiza en el diagrama usual de la resta:

4.567
+ 2.435
2.132

Figura 1142,

La situacién se complica cuando en alguna de las posiciones el sustraendo tiene una cifra
mayor que el minuendo. Calculemos la resta 4.365 - 1.538 usando una tabla de valor posicional.

UM C D U
4.365 4 3 6 5
1.538 1 5 3 8
4.365 - 1.538
Tabla IL.8.

Comenzando por las unidades, vemos que no podemos restar 8 unidades del sustraendo a 5
unidades del minuendo. Esto se arregla descomponiendo 1 decena de las 6 del minuendo en 10
unidades del mismo. Nos quedan entonces 5 decenas y 15 unidades:

UM C D U
4.365 4 3 5 15
1.538 1 5 3
4.365 - 1.538 2
Tabla IL.9.

En las unidades tenemos 15 — 8 = 7 y en las decenas, 5 — 3 = 2. En las centenas llegamos
nuevamente al caso del sustraendo mayor que el minuendo. Hacemos una descomposicion de 1
centena de las 4 del minuendo en 10 decenas del mismo.

UM C D U

4.365 3 13 5 15

1.538 1 5 3 8

4.365 - 1.538 2 8 2 7
Tabla IL.10.

En las centenas tenemos 13 - 5 = 8 y en las unidades de mil tenemos 3 - 1 = 2.

Por lo tanto, hemos calculado 4.365 — 1.538 = 2.827. Este tipo de resta suele llamarse resta
con reserva o por descomposicion.

Podemos resumir el proceso de la siguiente manera: comenzamos por las unidades pregun-
tandonos ;si a 5 le quito 8, cuanto queda? Como esto no es posible en este contexto, descompo-
nemos las 6 decenas en 5 decenas mas 10 unidades. Tenemos ahora 15 unidades a las que si les
podemos quitar 8. Generalmente, esto se anota poniendo pequefios unos para recordar que ahora
hay 15 unidades, y tarjando el 6 y anotando 5 en el lugar de las decenas del minuendo. Algo similar
se hace con las centenas y las unidades de mil.
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Podemos sintetizar el procedimiento en los siguientes esquemas:

Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4
5]5 5]5 31 5]5 3l 5]5
4.36 > 4.36 > 4.36 5 4.36
+ 1.538 +1.538 + 1.538 + 1.538
7 27 827 2.827

Figura I1.43.

Notamos que en la verbalizacion del procedimiento que hicimos usamos la interpretacion
de la resta como: ;cudnto queda del minuendo, si le quito el sustraendo? En nuestro ejemplo
decimos: jsi a 15 le quito 8 cudnto queda? En su lugar, podemos usar la interpretacion de la resta
como ;cudnto le falta al sustraendo para llega al minuendo? En nuestro ejemplo preguntariamos:
scuanto le falta a 8 para llegar a 15? Claramente el algoritmo es el mismo, depende del usuario la
forma en que lo verbaliza, pudiendo usar cualquiera de las dos interpretaciones de resta mencio-
nadas o ambas, segun los numeros involucrados.

2.5 Otro algoritmo para la resta

El siguiente algoritmo para restar tal vez nos resulta menos familiar o incluso desconocido.
Sin embargo, es usado por muchas personas. Veamos un ejemplo: para calcular 46 — 27, se puede
proceder como sigue:

Paso 1 Paso 2 Paso 3
46 4o 4o
+27 =) Y7 =) Y7
19

Observamos que lo que se hizo fue sumar 10 unidades al minuendo y sumar una decena al
sustraendo, en otras palabras, trasladamos la diferencia.

46 - 27 = (40 + 6) = (20 + 7) = (40 + 6 + 10) - (20 + 7 + 10) = (40 + 16) - (30 + 7) = (40 - 30)
+(16-7)=10+9=19
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2.6 Dificultades y posibles errores en el uso del algoritmo usual de la resta

Probablemente, la mayor dificultad que se presenta durante el aprendizaje de la resta, cual-
quiera sea el algoritmo usado, es no saber descomponer correctamente las unidades de orden
mayor, cuando la cifra correspondiente al minuendo es menor que la del sustraendo. Por ejemplo:

416
-27
29

Figura I1.44.

La dificultad aumenta cuando hay uno o més ceros en el minuendo, como en los dos ejem-
plos siguientes.

NN
NO
N[O

RN
NS
NO
NS

Figura I1.45.

El problema aqui es que la descomposicidon tiene dos pasos, el cero de las decenas no se pue-
de descomponer, por lo tanto, debemos descomponer primero las centenas. El segundo ejemplo
agudiza esta dificultad.

En el caso del algoritmo alternativo presentado antes, esta dificultad desaparece, ya que no
es necesario descomponer el cero:

Paso 1 Paso 2 Paso 3
406 4.0'6 4106
-127 52‘ 7 -2 7

9 279

Figura I146.

Vemos que la dificultad disminuye, ya que es mds facil sumar uno al dos o al uno que restar
uno del cero.

Otro error que suele presentarse queda ilustrado en el siguiente ejemplo:

AN
9O

N
N

Figura I147.

oA qué cree usted que se debe este error?
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Ejercicios

1. Observe la resta que aparece a continuacion, la cual serd incluida en una prueba de selec-
cién multiple:

N

QO
~ O
(SNBSS

Proponga tres distractores para esta resta. Justifique su eleccion.

2. Describa el error del estudiante al resolver la sustraccion:

|
NNV
ENQUN
QIS

2.7 Laresta y el material concreto

Aligual que con la suma, el uso de material concreto es un apoyo importante para compren-
der el significado de la resta y el funcionamiento de los algoritmos asociados a esta operacion.
Antes de adentrarse en el manejo del algoritmo, es importante lograr que los nifios y las nifias
comprendan el concepto de la resta y desarrollen sus propias estrategias para resolver problemas
relacionados a ella. Al comienzo, el uso de colecciones de objetos, por ejemplo, fichas, ldpices y
ldminas, permiten efectuar de manera concreta las acciones de sacar, separar y comparar, las
cuales conviene tratar simultdneamente con las acciones de agregar y juntar, que definen la suma.
Luego podemos pasar a la representacion pictdrica de estas colecciones. Para aumentar el dmbito
numérico y realizar restas componiendo y descomponiendo, al igual que con la suma, podemos
usar palitos de helado y banditas eldsticas, o los bloques base 10. Veamos un ejemplo usando
bloques base 10.
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Resolvamos 325 - 142 mediante el uso de bloques base 10. El procedimiento consiste
en representar el minuendo e ir separando bloques para formar el sustraendo. Esto se
puede hacer en cualquier orden que resulte conveniente. En este ejemplo, comenza-
mos a separar por las unidades. Al final del proceso, tendremos un grupo de bloques
que representa al sustraendo y otro grupo que representa la resta.

rPaso 1: h rPaso 2: A
Representemos el minuendo 325. Separamos dos unidades que corresponden al
9 P \sustraendo. y
/Paso 3: h /Paso 4: h
Para separar 4 decenas para formar el sus- Separamos las decenas que corresponden al
traendo, debemos primero canjear una placa sustraendo.

\del minuendo por 10 barras. JAN )

rPaso 5: h rPaso 6: h
Separamos las centenas que corresponden al El resultado de la resta es lo que queda del
sustraendo. minuendo, es decir, 183.

N J J
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Para comprender el funcionamiento del algoritmo usual de la resta, es posible usar el ébaco.

Ejemplo

NUmeros - REFIP

Calculemos 325 - 142 mediante el uso de un dbaco. Este instrumento requiere de un
nivel de abstraccién mayor que los bloques base 10, y puede ser un apoyo importante

para introducir el algoritmo de la resta.

(Paso 5:

Contamos las centenas y hacemos canjes, en
\caso de ser necesario.

J

(Paso 1: h (Paso 2: h
Representamos el minuendo usando el abaco. Quitamos las unidades del sustraendo a las
Ponemos 3 fichas en las centenas, 2 fichas en unidades del minuendo.

\Ias decenas y 5 en las unidades. JAN )

(Paso 3: ) (Paso 4; h
Para quitar las 4 decenas al minuendo, necesi- Ahora podemos quitar las 4 decenas y la
tamos canjear 1 centena por 10 decenas. centena correspondientes al sustraendo.

. /AN J

1\
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Ejercicios de la seccion

1.

4.

5.

Un nifio calcula 52 - 48 sefialando: “52 menos 48... cuento: 49, 50, 51, 52 el resultado es 4”.
Indique la técnica de calculo que utiliza el nifio y las propiedades que la sustentan.

Calcule las siguientes restas usando una técnica de cdlculo mental. Explique la técnica
utilizada.

a. 354 - 54 C. 758 -6 e. 700 - 400
b. 4.003 - 3.987 d. 271 -198 f. 6.736 - 600

Observe los procedimientos de calculo usados para resolver las restas. Complete la tabla
indicando las propiedades que sustentan estos procedimientos.

Procedimiento Propiedades
53-32
/N
30+2
Se calcula 53 - 30 = 23, y luego 23 - 2 =21.
83 -37
30+7
3+4
Se calcula 83 - 30 = 53, luego 53 - 3 = 50.
Finalmente 50 — 4 = 46.

Indique en cada paso la propiedad que sustenta el siguiente procedimiento.

645 - 297

645 — (297 + 0)
645 - (297 + 3 - 3)
645 — (300 - 3)
645 - 300 + 3

En la recta numérica se representd la forma en que se calculd la resta 65 — 23.

o

| 1 |
0 42 45 65

v

a. Explique la forma en que se descompuso el sustraendo al hacer la resta.

h. Calcule 56 — 17 haciendo una descomposicion aditiva del sustraendo y represente el proce-
dimiento que utiliza en una recta numérica.
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Observe el siguiente procedimiento para el cdlculo de una resta.

747 =700 +40 + 7
- 536=500+30+6
200+10+1=211

a. Explique cémo funciona el procedimiento.
D. ;Qué relacion existe entre este procedimiento y el algoritmo usual de la resta? Justifique su
respuesta.
C. Considere una modificacion del procedimiento anterior:
747
- 536

1
10
+200

211

Explique paso a paso este ultimo procedimiento e indique la relacién con el algoritmo usual
de la resta.
En cada caso, determine el valor de & para que la resta tenga reserva.

4k6 43k 746 5k8
- 192 - 302 - 40k - 230

Observe la respuesta de un nifio al resolver la siguiente resta:
604 — 332 = 332

a. Explique el error al desarrollar el calculo.

D. Indique al menos un material concreto o representacion pictérica que podria remediar el
error.

Considere la operacion 835 — 251 — 327. ;Como se puede adaptar el algoritmo de la resta

para calcular directamente?
835
- 251
- 327
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3. Las situaciones aditivas

El trabajo con las operaciones estd intimamente ligado a la resolucién de problemas con
contexto. Como vimos anteriormente, las propias operaciones se pueden interpretar como abs-
tracciones de acciones concretas. Resolver problemas con contexto involucra reconocer datos
e incdgnitas y modelar sus relaciones matemdticamente, por ejemplo, a través de operaciones
aritméticas. Una vez que se abstrae el problema, este se resuelve en el plano matematico, para
luego interpretar los resultados obtenidos en el contexto original. Para hacer la transicion del
problema con contexto a su formulaciéon matemadtica, es de gran utilidad usar diagramas, los
cuales nos permiten representar el problema de manera abstracta y plantear las operaciones que
se requieren para resolverlo.

Estudiar las operaciones ligandolas a la resolucion de problemas ayuda a darles sentido,
a desarrollar el pensamiento abstracto y favorece que los nifios y las nifias aprecien la utilidad
de la Matematica. Asi, saber confeccionar y elegir buenos problemas es una tarea esencial en el
quehacer de un profesor.

En esta seccidn, estudiaremos las llamadas situaciones aditivas, que son tipos de problemas
simples cuya resolucion involucra sumas y restas, y que permiten contextualizar sus distintas in-
terpretaciones. También veremos como modelar estas situaciones mediante diagramas de barra,
en los cuales los nimeros se identifican con el largo de una barra de ancho fijo. Estos diagramas
provienen de la interpretacion de los nimeros como longitudes de segmentos, ya que resulta mds
conveniente usar barras en lugar de segmentos para visualizar las relaciones entre los niimeros
involucrados en un problema.

Existen varias formas de clasificar las situaciones aditivas, a continuacion presentaremos
una de ellas:

« Juntar y separar.
 Agregar y quitar.

o Comparar.

Juntar y separar

Son aquellos problemas que se refieren a una cantidad total, la que consiste en dos partes que
deben estar bien definidas. Los problemas relacionados con juntar estas partes se pueden resolver
mediante una suma, y los problemas de separarlas, mediante una resta.

Un diagrama de barras que nos permite representar y resolver problemas de unir y separar
es el siguiente:

Figura I148.
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En el diagrama se usan barras para representar la informacién del enunciado en este tipo de
situaciones. La cantidad total se representa con la barra mas larga y las partes por dos barras mas

pequenias.

La longitud que resulta de la unioén de las barras pequeiias es igual a la longitud de la

barra que representa el total, pues en este tipo de situaciones el total estd formado por dos partes
distinguibles por algtin atributo. Veamos un ejemplo de como resolver un problema de juntar y
separar usando diagramas:

Ejemplo

A un concierto de rock asistieron 112 personas entre hombres y mujeres. Si al con-
cierto llegaron 35 mujeres, ;cudntos hombres asistieron?

Para construir el diagrama, es importante identificar la informacion que se entrega
en el enunciado. En este problema el total son las 112 personas que asistieron al
concierto. De ellas, una parte son las 35 mujeres y la otra son los hombres, siendo el
numero de estos la cantidad desconocida del problema. Dibujaremos una barra para
representar cada dato:

Cantidad de personas 112
Cantidad de mujeres | 35
Cantidad de hombres | ?

Como el total es igual a la suma de las dos partes, al elaborar el diagrama se muestra
esta relacion con las barras, yuxtaponiendo la barra del total con las barras que repre-
sentan las subcolecciones. Asi, un diagrama que representa el problema planteado es:

112
35 ?

A partir del diagrama, se puede establecer directamente que para encontrar el nimero
de hombres basta calcular 112 - 35.

Otra forma de presentar este diagrama es reemplazando la barra que representa al
total por una llave que indique el total, como se muestra a continuacion. Un diagrama
de este tipo para el problema anterior seria:

112
A

35 ?

La cantidad desconocida en un problema de juntar y separar puede ser el total o una de las
partes. Este aspecto determina la pregunta del problema y permite plantear dos tipos de situa-
ciones distintas, las cuales ejemplificaremos a continuacion.
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Problema 1

En una caja hay 10 chocolates rellenos con fruta y 15 chocolates rellenos con crema.
¢Cudntos chocolates hay en la caja?

En este tipo de situaciones, se conoce cada una de las partes y se pregunta por el total.

15 | 10

Figura I1.49.
Problema 2

En una caja hay 25 chocolates, de ellos 10 estdn rellenos con fruta y el resto con crema.
¢ Cudntos chocolates rellenos con crema hay en la caja?

En esta situacién se conoce la cantidad de elementos del total y se pregunta por la
cantidad de una de las partes.

10 ?
25

Figura IL50.
Algunos ejemplos de contextos que permiten plantear problemas de juntar y separar son:
« Los alumnos de un curso, en el que hay nifios y nifias.
o Un corral de animales, donde hay pavos y gallinas.
o Un cordel con ropa tendida, donde hay camisas y pantalones.
« Una cuenta que incluye el precio de sindwiches y bebidas.
 Un ramo de flores, en el que hay rosas y crisantemos.
o Una bandeja con sandwiches, donde hay de jamén y de queso.
o Un estante con libros, donde hay libros de Historia y Matemaética.

 Se mezclan dos colores de pintura.

Ejercicio

Del listado anterior, elija tres situaciones:

a. Formule los tres problemas de juntar y separar con cada situacion.

b. Dibuje un diagrama de barra para cada problema.
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Existen variaciones de estos problemas de juntar y separar. Por ejemplo, se puede conocer
solo una de las cantidades. En este caso, las respuestas posibles son varias.

Ejemplo
Rodolfo y Carlos se reparten 4 galletas, ;cdmo pueden hacer esta distribucién?

Carlos Rodolfo
\iepara/
7

Hay 5 maneras de hacer el reparto, lo que mostramos en la siguiente tabla:

Rodolfo Carlos
0 4
1 3
2 2
3 1
4 0

Agregar y quitar

En este tipo de problemas se tiene una cantidad inicial, a la cual se le agrega o quita una
parte, y con ello se obtiene una cantidad final. Dependiendo de la formulacién del problema, la
incdgnita podria ser la cantidad inicial, la cantidad agregada o quitada, o la cantidad final. Tene-
mos entonces 6 tipos de problemas.

Un posible esquema que permite distinguir las distintas situaciones de agregar y quitar repre-
sentando el momento inicial, la cantidad agregada o quitada, y el momento final es el siguiente:

| ) |

Momento inicial Accién Momento final

Figura I1.51.

El esquema anterior es una buena herramienta para el profesor, pues le permite elegir el pro-
blema adecuado al nivel y momento del aprendizaje de los nifios y las nifias. A través del esquema,
se pueden visualizar los datos y la pregunta del problema.

Los diagramas de barra también pueden ser utilizados para representar y resolver este tipo
de problemas.

Tenemos dos tipos de diagramas de barra:

En los problemas de agregar

Cantidad inicial Cantidad agregada
Cantidad final
Figura I1.52.
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En los problemas de quitar

Cantidad inicial
Cantidad quitada Cantidad final

Figura I153.

Veamos un ejemplo para cada uno de los 6 tipos de problemas y sus correspondientes diagramas.

Problema 1
En un bus habia 12 pasajeros y subieron 3 mds. ;Cudntos pasajeros hay ahora en el

bus?
12 | II> | ?

Figura I1.54.

Este problema es de agregar y se desconoce la cantidad final. Veamos el diagrama de
barras correspondiente:

12 3

Figura I1.55.

Problema 2

En un bus habia 12 pasajeros, subieron algunos en la parada anterior y ahora hay 15
pasajeros ;Cudntos pasajeros subieron al bus?

12 \AI>\ 15

Figura IL56.

Aligual que la anterior, esta situacién también es de agregar, pero en este caso la can-
tidad desconocida es la que se agrega. El diagrama de barras que permite representar
las relaciones entre los datos y la pregunta del problema es:

12 ?
15

Figura I157.

Problema 3

En un bus venian algunos pasajeros y subieron 3 mds. Ahora hay 15 pasajeros. ;Cudn-
tos pasajeros habia inicialmente en el bus?

? \@\ 15

Figura I158.
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Este problema es de agregar y se desconoce la cantidad inicial. Un diagrama de barras
que permite relacionar los datos con la pregunta del problema es el siguiente:

? 3
15

Figura I1.59.

Problema 4

En un bus habia 12 pasajeros y bajaron 3 pasajeros. ;Cudntos pasajeros quedan en

el bus?
12 \ 3D ?

Figura IL.60.

En este problema, la accion que se describe en el enunciado es la de quitar una can-
tidad a otra que habia inicialmente, y se desconoce la cantidad final. Podemos repre-
sentarlo con el siguiente diagrama de barras:

12

Figura I1.61.

Problema 5

Bajaron 3 pasajeros de un bus y quedaron 9 pasajeros. ;Cudntos pasajeros habia
inicialmente en el bus?

R S e

Figura IL.62.

En este problema, la cantidad desconocida estd en el momento inicial y se conoce la
cantidad que se quita y la cantidad final. Un diagrama de barras que permite repre-
sentarlo es:

3 9

Figura I1.63.

Problema 6

En un bus habia 12 pasajeros, bajaron algunos y ahora quedan 9. ;Cudntos pasajeros

bajaron del bus?
12 | 7> 9

Figura I1.64.
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En este caso, conocemos las cantidades inicial y final, pero desconocemos la que se
quita. El diagrama de barras asociado a esta situacion es el siguiente:

12
? 9

Figura I1.65.

Ejemplos de situaciones que permiten plantear problemas de agregar y quitar:

Escenario Agregar Quitar
Un gallinero Nacen pollitos Se venden pollitos
Un restaurante Llegan clientes Se van clientes
Empanadas Se hacen mis empanadas | Se venden empanadas
Un comerciante Compra mercaderia Vende mercaderia
Un vehiculo Se le pone bencina Gasta bencina
Una competencia Gana puntos Pierde puntos
Un conjunto de nifios Llegan nifios al colegio Salen nifios del colegio
Un tren Se le agregan vagones Se le sacan vagones

Tabla I111.

Ejercicios

1. Formule los tres problemas de agregar y quitar para dos de las situaciones anteriores.

2. Dibuje un diagrama de barras para cada problema y resuélvalo.

Comparar

Son aquellos problemas donde se comparan dos cantidades para encontrar la diferencia entre
ambas. La pregunta puede referirse a la diferencia (cudntos mas o cudntos menos) o a una de las
cantidades que se estan comparando.

En este tipo de problemas, los diagramas de barra son también una herramienta eficaz para
relacionar los datos con la cantidad desconocida. Inicialmente, una comparacién por diferencia
se puede representar con objetos concretos, como cubos, para pasar paulatinamente a represen-
taciones pictéricas usando barras. Por ejemplo, si se tienen dos torres con cubos, una con 11 yla
otra con 8 cubos, ;cudntos cubos mds hay en la primera torre que en la segunda?

Diferencia

:

Figura IL.66.
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Dibujar este tipo de diagramas con las barras dispuestas en forma vertical permite conectar
el uso de este recurso con experiencias previas, como apilar y comparar. Sin embargo, estos dia-
gramas se suelen hacer con las barras dispuestas en forma horizontal, como vimos en las otras
situaciones.

Es posible variar la formulacion de los problemas de comparar preguntando por una de las
cantidades que se estd comparando o preguntando por la diferencia. Considerando ademds la
forma en que se plantea la pregunta de comparacién (cudnto mds, cudnto menos), tenemos 6
tipos de problemas, los cuales se ejemplifican a continuacion.

Problema 1

Un pudii pesa 10 kilos y un perro siberiano, 18 kilos. ;Cudnto menos pesa el pudii?

18
10 ?

Figura I1.67.

En este tipo de situaciones, se pregunta por la diferencia entre dos cantidades, a partir
de la relacién “menos que’.

Problema 2
Un pudu pesa 10 kilos y un perro siberiano, 18 kilos. ;Cudnto mds pesa el perro sibe-
riano?
18
10 ?
Figura I1.68.

Al igual que en la situacién anterior, la pregunta del problema corresponde a la dife-
rencia entre dos cantidades, pero esta vez a partir de la relacién “mds que”.

Problema 3
Un pudii pesa 10 kilos y un perro siberiano pesa 8 kilos mds. ;Cudnto pesa el perro
siberiano?
?
10 8
Figura I1.69.

En este problema, la cantidad desconocida es una de las que se estd comparando, y la
relacion es “més que’.
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Problema 4
Un perro siberiano pesa 18 kilos y un pudu pesa 8 kilos menos ;Cudnto pesa el pudu?
18
? 8
Figura IL.70.

La incdgnita es una de las cantidades que se estd comparando y la relacion es “menos que’”.

Problema 5
Un perro siberiano pesa 18 kilos, 8 kilos mds que un pudii. ;Cudnto pesa el pudu?
18
? 8
Figura IL.71.

Esta situacién varfa con respecto a las anteriores. En el enunciado, para entregar la
relacion entre las cantidades que se estan comparando, se utiliza un solo referente (el
peso del perro siberiano). La relacién es “mas que’.

Problema 6
Un pudti pesa 10 kilos, 8 kilos menos que un perro siberiano. ;Cudnto pesa el perro
siberiano?
?
10 8
Figura I1.72.

En el enunciado de este problema, la relacion entre las cantidades que se estan compa-
rando se describe usando un solo referente, el peso del pudu. La relacién es “menos que”.

Algunos ejemplos de situaciones que permiten plantear problemas de comparar:

« Estaturas de dos nifios.

« Edades de dos personas.

e Precios de dos mercaderias.
e Distancias entre ciudades.

En resumen

Las situaciones aditivas son problemas simples que se resuelven con suma o resta. Una
forma de clasificarlas es: juntar y separar, agregar y quitar, y comparar.

Los diagramas son una poderosa herramienta para plantear y resolver problemas. Nos
permiten abstraer el problema, para luego poder resolverlo e interpretar el resultado
obtenido en el contexto del problema.
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Ejercicios de la seccion

1. Resuelva los siguientes problemas dibujando un diagrama de barras. Indique si los proble-
mas son de agregar y quitar, juntar y separar o comparar.

a.

Un 4° Bésico reuni6 $13.900 para realizar una convivencia. El centro de padres del curso
colaboré con algo de dinero para esta iniciativa y asi lograron reunir $30.000 en total.
;Cuanto dinero aport6 el centro de padres para la convivencia?

. Un agricultor cosechd varios melones el dia miércoles. El dia jueves puso a la venta los me-

lones cosechados y vendi6 140. Si al final del dia le quedaban 38 melones, ;cudntos coseché
el dia miércoles?

. A un recipiente que ya contenia 43 litros de agua, Luis agregé el agua que contenia un

bidén. En total, Luis reunid 57 litros de agua. ;Cudnta agua contenia el bidén?

. Se unen dos cuerdas por sus extremos y se obtienen 25 metros de longitud. Si una de ellas

mide 12 metros, ;cudl es la longitud de la otra cuerda?

. Marta juntd la harina que tenia guardada en dos frascos. Un frasco contenia 320 gramos de

harina, mientras que el otro contenia 560 gramos. ;Cudntos gramos de harina junté Marta?

Lucia mide 158 centimetros y su hermano César mide 23 centimetros mas que ella. ;Cudl
es la estatura de César?

. El precio de una camisa en la tienda Modas es $7.890, mientras que en la tienda Actual

el mismo tipo de camisa cuesta $6.790. ;Cudnto menos cuestan las camisas en la tienda
Actual que en la tienda Modas?

. Mateo pesa 55 kilogramos, 12 kilogramos menos que su hermana Andrea. ;Cudnto pesa

Andrea?

2. Observe la siguiente imagen:

a.

b.

C.

$9.870 $2.190

Invente un problema de juntar y un problema de separar con la informacién de la imagen.
Sino es posible formular un problema de este tipo, justifique su respuesta.

Invente un problema de agregar y un problema de quitar con la informacién de la imagen.
Sino es posible formular un problema de este tipo, justifique su respuesta.

Invente un problema de comparar con la informacién de la imagen. Si no es posible formu-
lar un problema de este tipo, justifique su respuesta.
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Sefiale, en cada caso, si el problema corresponde al diagrama dibujado. En caso de que no
corresponda, dibuje el diagrama correcto.

Problema

Rosa compré 5 kilos de naranjas y algunos
kilos de manzanas en la feria. En total, la
compra de Rosa pesé 9 kilos. ;Cuantos ki-
los de manzanas comprd Rosa?

Marco ahorré6 $560 durante una semana. El
ahorrd $120 menos que su hermana Carla.
¢;Cuanto dinero ahorré Carla durante esa
semana?

Durante el verano, Martin logré colec-
cionar un gran nimero de laminas de un
album de fitbol. En marzo, al llegar al co-
legio, perdid 25 laminas y ahora tiene 112.
¢Cudntas laminas junté Martin durante el
verano?

Laura ley6 32 paginas de un libro el lunes.
El martes leyd 5 paginas menos que el dia
anterior. ;Cudntas paginas leyé Laura el
martes?

Diagrama
5 9
?
120 i
560

25 112

?
5 32

?
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Ejercicios del capitulo

1.

Se desea distribuir los 9 digitos entre el 1 y el 9 en los casilleros de la figura siguiente, para
armar una suma de tres niimeros de tres digitos cada uno:

a. $Cudl es el niimero mds grande que puede obtenerse como resultado de esta suma? ;Qué
condicién debe cumplirse para ello?

D. Una forma de ordenar los digitos y obtener el nimero 1.782 es:
37 4

512
5906

;Es esta la tinica solucién?

Explique cémo calcular mentalmente 122 + 198, 31 + 468, 332 -13, 435 + 44 + 115.

¢Qué propiedades de la suma y la resta estd usando?

Amanda y Bruno estdn colaborando en la cocina de su escuela. La cocinera les encarga pre-
parar leche y les da una bolsa de leche en polvo y dos recipientes, uno de 8 litros y otro de 3
litros. En las instrucciones que estdn en la bolsa dice que el contenido total debe mezclarse
con 7 litros de agua. La cocinera les dice a los nifios que necesita buscar otros ingredientes
y que volverd en 10 minutos. Al decir esto, a los nifios les parece ver una sonrisa en la cara
de la cocinera. Pasados los 10 minutos, la cocinera regresa y se sorprende al descubrir que
laleche estd lista y, al parecer, de manera correcta. ;Qué pueden haber hecho los nifios para
lograrlo?

a. Resuelva el problema.
D. Entregue una descripcion escrita de su solucion.
C. Dibuje la serie de pasos necesarios para resolver el problema.

Una descripcion de la solucién con palabras puede ser algo complicado de entender. Usar
dibujos puede ser una manera de visualizar, resolver y expresar la solucién del problema.

Considere el siguiente tablero:

219 5 o0
15| 7 |16| 3
12114110 | 11
S 1411113

Trace una recta sobre el tablero, tal que la suma de los nimeros de las casillas que son cor-
tadas por la recta sea lo mas alta posible.
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5. Esteban tiene un truco que aprendié a hacer con nimeros:

531
- 135
396
+ 693

1089

Y afirma que cada vez que sigue este procedimiento, obtiene como resultado 1.089.

. ¢Funciona este truco para todos los niimeros de tres cifras? ;Qué restricciones hay? Clasifi-

que los nimeros entre aquellos con los que el truco funciona y aquellos con los que no.

. Con el niimero 554 no funciona, pero se puede hacer que funcione considerando un cero en

las centenas.
554
- 455
099
+ 990
1089

¢Para que niimeros se da esta situacion?

. Si permitimos nimeros negativos, podemos extender la regla a nimeros como 768:

368
- 863
- 495
-59%4
- 1089

Llamemos niimero intermedio al que se obtiene luego de la resta. Verifique que los niime-
ros intermedios que se obtienen son solamente 99, 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792, y 891.

Es conveniente ordenar los numero iniciales de acuerdo al nimero intermedio que se
obtiene.

Justifique por qué el truco funciona.

Intercalando uno o mds signos + entre las cifras del nimero 123.456.789 se pueden obtener

nuevos nimeros, por ejemplo, 123 + 456 + 789 = 1.369. ;Se puede obtener el nimero 997
¢+ Qué otros niimeros se pueden formar de esta manera?

a.
b.

Repita el ejercicio anterior a partir de cualquier niimero, por ejemplo, 3.176.

;Puede descomponerse el niumero 125 como la suma de dos niimeros consecutivos? Repita
la pregunta con otros nimeros.

. $Qué otros nuimeros se pueden descomponer de esa manera? ;Habrd niimeros con los que

no se puede hacer? Establezca una conjetura y argumente para demostrarla.

. Repita el ejercicio anterior descomponiendo niimeros como la suma de tres niimeros

consecutivos.

Generalice los dos ejercicios anteriores a sumas de 4, 5, etc., nimeros consecutivos.
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10.

1.

En una prueba de selecciéon multiple, se pregunta por el resultado de la operacion
2.605 - 1.097.

Proponga dos distractores y explique a qué errores comunes de los estudiantes estén aso-
ciados.

Un feriante recibe un billete de $20.000 para pagar por un total de $3.275. Describa cual
es la estrategia que probablemente use el comerciante para dar el vuelto. Proponga una
actividad que permita lograr, con sus alumnos, la comprension de la estrategia utilizada.

Escriba cinco sumas de nimeros de tres cifras en orden creciente de dificultad. Justifique.

Para cada uno de los siguientes problemas, indique a qué tipo de situacion aditiva corres-
ponde y resuelva utilizando un diagrama de barra.

a. Habia 12 jugadores ya inscritos en la escuela de verano de fiitbol. Hoy se inscribieron 6
nuevos jugadores. ;Cudntos jugadores hay inscritos ahora?
D. ;Cudntas sillas mds pusieron en la sala de Martin, si habfa 25 y ahora hay 42?

C. Marta vive en el paradero 30. Tomé un bus y lleg donde su amiga Cristina, que vive en el
paradero 12. ;Cudntos paraderos recorrio el bus?

d. Tomas recibi6 una bandeja con 30 berlines, 12 de ellos estan rellenos con manjar y los
demads, con mermelada. ; Cudntos berlines estan rellenos con mermelada?

€. A don Manuel le llegaron 24 cuadernos con tapa dura y el resto tiene tapa normal. ;Cudn-
tos cuadernos con tapa normal le llegaron?

f. Habfa 100 atletas para la competencia interescolar, 17 de ellos tuvieron que retirarse por
enfermedad. ;Cudntos atletas quedan en la competencia?

Observe los siguientes diagramas de barra y considere la informacién que se muestra en
ellos para formular un problema que se represente con cada diagrama.

a Total de fichas
¢Fichas azules? ‘ 15 fichas rojas
b Cuerda A
;Cuerda B? ‘ 8 m
C. Habia 90 estudiantes ‘gEstudiantes que llegan?

En total hay 120 estudiantes

q ¢Libros que habia? | Se vendieron 34 libros
En total hay 112 libros
6 86 hombres
74 mujeres ?
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Capitulo

III La multiplicacion y la division

Introduccion

La multiplicacién y la divisién son operaciones que se estudian desde los
primeros niveles de Educacion Bésica. Estas surgen a partir de la caracterizacion
de acciones concretas, tales como: repetir una cantidad de elementos, repartir
equitativamente, agrupar elementos considerando una cantidad establecida y
combinar. Al igual que la suma y la resta, la multiplicacién y la divisioén estdn
estrechamente relacionadas por ser una la inversa de la otra.

En este capitulo, conectaremos el estudio de las operaciones con los pro-
blemas que estas resuelven. Estudiaremos procedimientos de cdlculo mental y
escrito basados en las caracteristicas del sistema de numeracién decimal y las
propiedades de estas operaciones. Ademads, trataremos en detalle los algoritmos
usuales para el cdlculo de productos y cocientes.

Alo largo del capitulo se conectard el estudio de la multiplicacién y la di-
visién con aspectos relacionados con su ensefianza. Abordaremos el estudio de
las situaciones multiplicativas y el uso de diagramas para su planteamiento y
resolucién. También, se mostrard el uso de material concreto para explicar el
significado de estas operaciones y sus algoritmos. Ademads, se analizaran errores
y dificultades asociados al trabajo con estas operaciones.
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La multiplicacion y la division

1. La multiplicacion

La primera idea sobre la multiplicacion surge cuando queremos contar la cantidad total de
elementos de varios grupos, cada uno con la misma cantidad de elementos. La idea de juntar estd
asociada con la suma, ya que la multiplicacién corresponde a sumar reiteradamente una misma
cantidad. Concretamente, si tenemos 3 grupos con 4 objetos en cada uno, tenemos 4 + 4 + 4 =12
objetos, como se muestra en la Figura IIL.1

o
o o o
%o %o %o

4+4+4=3veces4

Figura IIL 1.

La representacién anterior corresponde a 3 grupos con 4 objetos, es decir, consideramos
3 veces 4. Para conocer el total de objetos, sumamos 4 + 4 + 4 y obtenemos 12 como resultado.
Decimos, en este caso, que 3 multiplicado por 4 es igual a 12 y lo escribimos' como 3 - 4. A este
resultado se le denomina producto y la operacién que permite encontrarlo es la multiplicacion.

El significado de m - n es contar los elementos que estdn agrupados en m grupos que con-
tienen n elementos cada uno. El primer factor se interpreta como el niimero de grupos que hayy
el segundo, como los elementos que hay en cada grupo. Si quisiéramos representar ahora 4 veces
3, debemos formar 4 grupos con 3 elementos en cada uno, como se muestra en la Figura I11.2:

%o %o %o %o
o o o o
3+3+3+3=4veces3
Figura III.2.

Es claro que esta es una convencion, bien podriamos decir que 7 representa el niimero de
grupos y m la cantidad de elementos en cada grupo. Vemos que, a diferencia de la suma, en la que
ambos numeros tienen el mismo rol, en la multiplicacién no es asi. Conceptualmente, la multi-
plicacién es una operacion mas compleja que la suma.

Para pensar

¢Qué dificultades pueden causar los roles de m y n en m - n, al justificar la propiedad
conmutativa de la multiplicacién?

'La multiplicacién entre dos niimeros se expresa habitualmente usando un punto o una cruz como simbolo
operador, por ejemplo: 3 - 4 denota lo mismo que 3 x 4. En el estudio del dlgebra, cuando se expresa el pro-
ducto de dos variables x e y se puede simplemente escribir xy.
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Una imagen habitual de la multiplicacién es la que ordena los elementos en filas y columnas,
tal que cada fila corresponde a un grupo y el niimero de columnas, a los elementos de cada gru-
po. Si nuevamente representamos 3 veces 4, los elementos pueden ser presentados en 3 filas y 4
columnas, como lo muestra la Figura I11.3.

0000
0000
0000

Figura III.3.

Hay 3 filas y cada una de ellas contiene 4 fichas, lo que hace un total de 12 fichas. Este tipo de
representacion también se denomina arreglo bidimensionaly se usa para introducir el significado
de la multiplicacion en los primeros niveles de Educacion Bésica.

Consideremos ahora la segunda intuicién sobre los niimeros que abordamos en el Capitulo I,
la de los segmentos. El producto de los niimeros 3 y 4 se puede interpretar como el drea de un
rectangulo cuyos lados miden 3 y 4 unidades.

4
N

Figura II1.4.

De este modo, 3 - 4 representa el drea del rectdngulo anterior. Esta representacion es particu-
larmente 1til, pues nos permite visualizar algunas propiedades de la multiplicacién con mucha
facilidad y puede ser extendida a la multiplicacién de fracciones. Es importante mencionar que las
propiedades de la multiplicacion no son consecuencia de las propiedades del area. La definicién
misma de drea requiere de las propiedades de la multiplicacion.

En los nimeros naturales, esta representacion usando el rea de un rectdngulo no difiere
tanto de la anterior. Pensemos nuevamente en el ejemplo y consideremos los dos segmentos, de
3y de4unidades de largo. El drea del rectangulo que ellos determinan es de 12 unidades de area.
Estas unidades de drea son cuadrados cuyo lado mide una unidad de longitud. Si ahora dibuja-
mos el rectangulo marcando las divisiones, obtendremos una figura como la que se muestra a
continuacion:
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Figura IIL5.

Vemos que la representacion para la multiplicacién por medio del drea de un rectangulo
corresponde a un arreglo en filas y columnas.

Existe un tercer significado para la multiplicacion, el cual estd relacionado con combina-
ciones de objetos. Supongamos que en el guardarropa de Susana hay tres pantalones: uno azul,
uno negro y otro beige. Tiene ademds cuatro blusas: una blanca, una azul, una verde y otra lila,
;cuantas tenidas diferentes tiene Susana a su disposicion? (jNo considere el buen o mal gusto de
ciertas combinaciones!)

Tenemos tres colores de pantalén y por cada uno de ellos, podemos elegir entre cuatro
blusas diferentes. Esto nos da 3 - 4 = 12 posibilidades. Podemos representar lo anterior en la
siguiente tabla:

(Ab) (Aa) (Av) (Al)

(N.b) (N.a) (N,v) (N.D)

(B.b) (B,a) (B,v) (B.)
Tabla I11.1.

Cada par ordenado representa una eleccién de pantalén para el primer componente, y una
eleccion de blusa para el segundo. Notamos que, nuevamente, obtenemos un arreglo de 3 filasy
4 columnas.

A menudo estas situaciones se representan con diagramas llamados “de arbol”. Para nuestro
ejemplo, tenemos el siguiente diagrama:
Blusa blanca
Blusa azul
Blusa verde

Blusa lila

Blusa blanca
Blusa azul

Blusa verde

Tenida

Pantalén
negro
Pantalén
beige

Blusa lila

Blusa blanca
Blusa azul

Blusa verde

Blusa lila

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division
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Ejercicios

Figura II16.

Observe los siguientes problemas y describa el significado de la multiplicacién en cada

Ccaso.

Problema A

Un agricultor plantd 6
hileras con lechugas y
en cada hilera plant6 32
lechugas. ;Cudntas le-
chugas plantd en total?

Problema B

;Cuéntas palabras dis-
tintas con y sin senti-
do se pueden formar
usando todas las letras
D,N,1y0?

Problema C

Martin tiene 3 cajas con
lapices de colores. Cada
caja contiene 12 lapices.
;Cuantos lapices de co-
lores tiene en total?

2. Andrés, Bernardo, Camila, Diego, Ester y Francisco se quieren sentar en una fila con 6 sillas.
;De ctuiantas formas distintas se pueden sentar?

3. Un candado tiene una combinacién de 3 digitos, cada uno del 0 al 9. ;Cudntas posibles
combinaciones hay?

1.1 Propiedades de la multiplicacion

A continuacion, veremos las propiedades de la multiplicacion y las ilustraremos para los
distintos significados de esta.

Conmutatividad de la multiplicacion

Como acabamos de ver, los productos 3 - 4 y 4 - 3 tienen dos significados distintos. Por un
lado3-4=4+4+4y4-3=3+3+3+3.Sicalculamos ambas sumas, obtenemos 12 en cada caso,
sin embargo, esto no nos explica por qué obtenemos el mismo resultado. Representemos ambos
productos usando un arreglo bidimensional:

000
000
0000
0000 000
0000 000
3veces4=3-4 4veces3=4-3

Figura II1.7.

Como podemos ver, basta con ladear la cabeza y mirar las columnas como filas y las filas
como columnas, para ver que ambos dibujos, que corresponden a 3 - 4y 4 - 3, respectivamente,
tienen el mismo niimero de elementos. Esto nos explica por qué 3-4=4-3.

Este mismo argumento se puede aplicar para cualquier multiplicacién. Asi, para cualquier
par de numeros 'y m, tenemos que:
m-n=n-m
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Propiedad que llamamos conmutatividad de la multiplicacion.

Siusamos la interpretacion de los nimeros como medidas de segmentos, la propiedad con-
mutativa también corresponde a un hecho intuitivo: el drea de un rectdngulo es el producto de
sus lados y, por lo tanto, no importa el orden en que efectuamos la multiplicacion.

Para pensar

¢Serd conveniente usar la representacion de la multiplicacion a través de un diagrama
de drbol para visualizar la conmutatividad de esta operacion?

Consideremos ahora el siguiente problema de multiplicacién:

En el restaurante Casa Grande, para el menu del dia tienen la opcion de elegir entre 2 entradas y 3
platos de fondo. ;Cudntos almuerzos distintos se pueden armar con las opciones que ofrece el res-
taurante?

Tal como hemos visto en pdginas anteriores, este problema se resuelve con la multiplicacion
2 - 3, si partimos eligiendo entre los 2 tipos de entrada y luego entre los 3 tipos de platos de fondo.
No obstante, también podriamos elegir primero el plato de fondo y luego seleccionar la entrada.
En ese caso, la multiplicacién que permite llegar a la respuesta es 3 - 2. En la siguiente figura se
muestran los dos diagramas:

Diagrama 1 F1 Diagrama 2

y El

E1l F2 - <
F3 E2

g

F1 E2
E2 F2 El

F3 <
F3 E2

Figura II1.8.

A partir de ambos diagramas se deduce que hay 6 opciones de almuerzo, pero no es evidente
como visualizar la propiedad conmutativa sin contar. Para relacionar ambos diagramas, podemos
apoyarnos en el esquema que muestra la Figura II1.9:

F1
1 —
F2
)
\ F3
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Figura II1.9.

La cantidad de combinaciones que se pueden hacer corresponde a la cantidad de conexiones
que hemos realizado entre los dos tipos de platos, sin importar donde comenzamos a trazar la
linea para hacer la conexién. Este tltimo diagrama también ilustra la propiedad conmutativa.

Asociatividad de la multiplicacion

Consideremos un paralelepipedo formado con pequetios cubos de volumen unitario, de di-
mensiones 2, 3 y 5 unidades, que se puede representar como muestra la Figura IIL.10:

Figura IIL10.

Para determinar el volumen del paralelepipedo, debemos calcular la cantidad de cubos pe-
quertios que lo forman. Vemos que 3 - 5 = 15 corresponde a la cantidad de cubos que hay en la pri-
mera placa mirando de frente. Ese producto lo multiplicamos por 2, que corresponde a la cantidad
de placas que forman el paralelepipedo. Asi, el volumen es (3 5) - 2 = 30.

Imaginemos ahora que volcamos este cuerpo hacia atrds, la visién que tendriamos de él es
la que muestra la Figura IIL.11:

Figura Ill11.

Si utilizamos un procedimiento similar al anterior para determinar el volumen del para-
lelepipedo, debemos calcular 5 - 2 = 10, que corresponde a la cantidad de cubos que hay en la
primera placa mirando de frente. Luego, ese producto lo multiplicamos por 3, que corresponde a
la cantidad de placas que forman el paralelepipedo.

Esta vez el producto realizado para determinar el volumen del paralelepipedo es:
(5-2)-3=3-(5-2) usando la propiedad conmutativa. De esta forma, como el paralelepipedo
en ambos casos es el mismo, podemos concluir que (3-5)-2=3-(5-2). Esta propiedad de la
multiplicacién se denomina asociatividad y es vélida para cualquier trio de nimeros naturales.

En términos generales, si tenemos tres niimeros m, ny p, se tiene que:
(m-n)-p=m-(n-p)

Otra forma de mostrar la propiedad asociativa de la multiplicacion, a partir de una situacion
concreta, es usando el significado de esta operacién como repeticion de una cantidad. Veamos el
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siguiente ejemplo.

Se tienen 3 cajas, cada una con 5 bolsas. En cada bolsa se han puesto 2 fichas, como lo mues-
tra la Figura I11.12.

FAELFG]) FAELRG])
FRGRE]

Figura IIL12.

/ \ Una forma de calcular el total de fichas es,
% 7 /\ primero, obtener el nimero total de bolsas,
0% Uas @

S

% con el producto 3 - 5, y luego calcular
(3-5) -2 para obtener el total de fichas.

Figura IIL13.

Otra forma de calcular la cantidad de fi-
chas es obtener, primero, la cantidad que
hay en cada caja, con el producto 5 - 2,y
luego calcular 3 - (5 - 2) para obtener el
total de fichas.

Figura Il 14.

Para pensar

¢Cémo usarfa la siguiente situacién para mostrar la propiedad asociativa de la
multiplicacién?
Una persona tiene 3 pantalones, 5 poleras y 2 sombreros. ;Cudntas tenidas distintas
puede usar con estas prendas?

El 1 es el elemento neutro de la multiplicacion

¢ Qué significa conceptualmente multiplicar por 1? Por ejemplo, 1 - 5 corresponde a contar
los elementos que hay en 1 conjunto que contiene 5 elementos. Por otra parte, 5 - 1 corresponde a
contar los elementos que hay en 5 conjuntos, cada uno con solo 1 elemento. En ambos casos hay
5 elementos. Observemos que si cambiamos el 5 por cualquier otro nimero, la situacion es similar.

Asfi, para cualquier niimero 7:

n-l=n
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El 1 tiene el mismo rol con respecto a la multiplicacién que el 0 con respecto a la suma. Se
puede demostrar formalmente que el 1y el 0 son los tinicos elementos con la propiedad descrita
para la multiplicacién y la suma, respectivamente.

Decimos que el 1 es el neutro multiplicativo o el elemento neutro para la multiplicacion.

Distributividad de la multiplicacion sobre la suma y la resta

La propiedad que nos permite relacionar la suma y la multiplicacion es la distributividad.
Dado que la multiplicacién corresponde a una suma iterada, no deberia extrafiarnos que exista
una relacién entre ambas operaciones.

Observemos la Figura III.15, que se arm¢ usando cuadrados de dos colores distintos.

3 4
A

A
[ 4

Figura IIl15.

Para calcular la cantidad total de cuadrados, podemos usar al menos dos estrategias. Una
de ellas es calcular el producto entre la cantidad de filas y la cantidad de columnas que hay en
la figura. Para ello, multiplicamos 2 - (3 + 4), ya que hay 3 columnas con cuadrados de un color y
4, con cuadrados de otro color.

Otra estrategia consiste en calcular primero la cantidad de cuadrados de un color y luego la
cantidad de cuadrados del otro color. Luego, se suman ambos productos para obtener el resultado
final y se llega a:

(2-3)+(2-4)
Por lo tanto, 2 (3 +4) = (2 3) + (2-4). En general, dados tres niimeros m, ny p, se tiene que :
m-(n+p)=m-n+m-p
Y aplicando la propiedad conmutativa, se tiene también que:

(n+p)-m=n-m+p-m

Para pensar

,Como usaria la interpretacion de la multiplicacion como repeticién de una cantidad
para ilustrar la propiedad distributiva?, ;y como diagrama de arbol?

Para probar la distributividad de la multiplicacion sobre la resta, podemos usar el mismo
diagrama anterior o proceder algebraicamente de la siguiente manera: en la ecuacién anterior,
supongamos que = g - p. Tenemos m - (q - p + p) =m - (q - p) + m - p. Simplificando obtenemos
m-q=m-(q-p)+m-p,ypor definicion de resta tenemos m-q-m-p=m- (q - p). En general,
dados tres niimeros m, py g, con p > g, se tiene que m- (q - p) = m-q - m- p, y por conmutatividad
también se tiene que (g-p)-m=q-m-p-m.
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La explicacion de la propiedad distributiva usando material concreto o representaciones
pictdricas requiere tener un grupo de elementos de una misma categoria, por ejemplo: fichas, 14-
pices, cubos y manzanas, entre otros; que se puedan subdividir en dos subcategorias distinguibles
por un atributo, que puede ser color, tamafio, entre otros. Lo anterior se basa en la necesidad de
representar tanto la accién de repetir grupos con la misma cantidad de elementos (multiplica-
cién), como la accién de juntar objetos (suma). Por ejemplo, podrfamos pensar en 2 bolsas, cada
bolsa con 3 fichas negras y 5 blancas, y preguntarnos por el total de fichas. La respuesta a esta
situacion se puede calcular sumando la cantidad de fichas que hay en cada bolsa, (3 + 5), y luego
multiplicando ese resultado por la cantidad de bolsas, 2 - (3 + 5), 0 podrfamos calcular la cantidad
de fichas blancas que hay en las bolsas, 2 - 3, y luego agregar la cantidad de fichas negras que hay,
2. 5. Asi, podemos obtener que 2- (3 +5)=2-3+2-5.

Elemento absorbente de la multiplicacion
¢ Qué significa multiplicar por 07 Si consideramos 5 - 0, podemos pensar en 5 veces 0, de esta
forma se tiene:

5-0=5veces0=0+0+0+0+0=0

Podemos pensar en 5 grupos, todos con 0 elementos. Como el 0 es el elemento neutro de la
suma, el resultado serd 0. Esta idea se puede generalizar para cualquier niimero, ya que no importa
las veces que sumemos 0, el resultado siempre serd 0. Asi, para cualquier nimero 7, tenemos que:

n-0=0

No es claro cdmo interpretar 0 - 7. Podriamos pensar en 0 grupos de 7 elementos, pero esto
tampoco tiene un significado prestablecido. Sin embargo, podemos definir 0 - z = 0, para que
sea consistente con la propiedad conmutativa. Observamos que cuando discutimos esta ultima
propiedad, los argumentos utilizados sirven para nimeros distintos de 0. Por eso es necesario
hacer esta definicion.

Ejercicios

1. Utilice el siguiente problema para ilustrar la propiedad asociativa de la multiplicacion:

Se tienen 5 cajas, cada una con 4 bolsas. En cada bolsa hay 6 pariuelos. ;Cudntos pariuelos hay?

2. Usando el mismo contexto del problema anterior, plantee un problema que ilustre la pro-
piedad conmutativa de la multiplicacién y otro que ilustre la propiedad distributiva.

3. Resuelva los siguientes productos aplicando las propiedades pertinentes. Sefiale qué pro-

piedades utiliza.
a.11-8+11-2 d. 35.448 - 85 - 35.447 - 85
D.9-27+33-9 £.32.7-31-6-31
. (13.429-5)-2 f. 23.8-23.5-23-3
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En resumen

La multiplicacién corresponde a una suma iterada. Esta operacién satisface las
propiedades conmutativa y asociativa, tiene el 1 como elemento neutro y el 0 como
elemento absorbente, ademas cumple con la distributividad con respecto a la suma.

1.2 Las tablas de multiplicar

Para dominar el algoritmo de la suma debemos saber cdmo se suman los digitos. Para el
algoritmo de la multiplicacién ocurre algo parecido, solo que ahora debemos saber cémo se mul-
tiplican los digitos, es decir, las llamadas “tablas de multiplicar".

Si dejamos de lado, por obvias, las tablas del 1 y del 0, nos quedan ocho digitos. Vemos que
las tablas consisten de 64 datos y en estricto rigor, son menos los que hay que memorizar. Si co-
nocemos los 8 productos de un digito por si mismo, quedan otros 56 datos més para memorizar.

Sin embargo, debido a la conmutatividad de la multiplicacién, basta con recordar la mitad
de ellos, es decir, 28. En resumen, los datos a memorizar se reducen a 36. Sabemos que los nifios
y las nifias de todo el mundo tienen dificultades para memorizar las tablas de multiplicar. A esa
edad, ellos manejan una gigantesca cantidad de informacién sobre, por ejemplo, nombres de
jugadores y clubes de futbol, artistas y cantantes, y reglas de los juegos de video. Algo de mucha
mayor envergadura que los 36 datos mencionados. Podemos, entonces, descartar la posibilidad
de que muchas personas no aprenden las tablas de multiplicar por no ser capaces de memorizar
tantas cosas.

Desde luego, estd el asunto de la motivacion y el interés; sin embargo, es tan pequefia la
cantidad de informacién requerida que nos preguntamos si no habra algo més profundo. Algunos
estudios recientes en neurociencias parecen indicar que si hay ciertas dificultades intrinsecas en
la memorizacion de las tablas. Sucede que la informacién numérica se guarda en la memoria y se
accede a ella mediante palabras. Esas palabras estan interrelacionadas y tienen significados diver-
sos. Una caracteristica de nuestra memoria es que es altamente asociativa; es decir, la informacién
acumulada en nuestro cerebro no estd en compartimentos aislados, sino que se almacena junto
con otra informacién y una red de interconexiones entre ellas. Al traer a la conciencia un recuer-
do, este viene acompafiado de muchas asociaciones, la mayoria de las cuales no son conscientes.
La informacion numérica codificada por las tablas de multiplicar parece entrar en un conflicto
interno, ya que los distintos datos no son independientes unos de otros. Veamos un ejemplo’.

Consideremos las siguientes afirmaciones:
Ferndndez y Gonzdlez trabajan en la empresa Garcia - Cifuentes.
Ferndndez y Paredes trabajan en la empresa Cifuentes — Garcia.

Paredes y Pérez trabajan en la empresa Ferndndez — Pérez.

! Adaptado de Dehaene, S. The number sense.
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Resulta evidente que la lectura de la informacion anterior tiene algo de trabalenguas y se
hace dificil de entender. Consideremos ahora la siguiente informacién tomada de las tablas de
multiplicar:

3.4=12
3.7=21
7-5=35

Vemos que reemplazando nombres por niimeros y “trabaja en la empresa”por el signo igual,
ambos textos tienen la misma estructura. El cerebro, que es un gran buscador de patrones, apa-
rentemente entra en conflicto cuando estos patrones interfieren unos con otros.

Estudios hechos en los afios 90 del siglo pasado indicaban que, mientras aprendian las tablas
de multiplicar, nifios y nifias de 3° Basico demoraban més al hacer sumas y ademds aumentaron
los errores en sumas, tales como 2 + 3 = 6. Aparentemente, estarfamos ante otro conflicto de
patrones.

Lo cierto es que, para poder manejar el algoritmo de la multiplicacion, es necesario conocer
las tablas de multiplicar. Un problema con el aprendizaje habitual de esas tablas de multiplicar
por memorizacién automatica es que se convierte en informacion sin significado y, como tal,
no se establecen relaciones con otros conocimientos almacenados en la mente. Los estudios en
neurociencia parecen sugerir que podrian mejorarse los aprendizajes, si los elementos de la tabla
se memorizan asociados con otras ideas y no como mera informacién vacia de significado.

El aprendizaje de las combinaciones multiplicativas bésicas requiere de numerosas activida-
des que aseguren la conceptualizacion y la asimilacion de ellas. La conceptualizacion se refiere a
la construccion de las tablas de multiplicar, por ejemplo, a través del uso de materiales concretos.

La asimilacion consiste en la memorizacion comprensiva de los productos bésicos, apoyada
por el establecimiento de relaciones que facilitan el calculo de los productos, una practica siste-
matica y la incorporacién de estrategias de estimacién de resultados.

La conceptualizacion y asimilacion de una tabla de multiplicar se trabajan en forma paralela.
A continuacidn, presentamos algunas estrategias que permiten la ensefianza y aprendizaje de las
tablas de multiplicar.

Estrategias para construir las tablas de multiplicar

En la Educacién Bésica existen varias formas de presentar a los estudiantes tareas que les
permitan ir conceptualizando y asimilando las tablas de multiplicar. Estas se basan en sus co-
nocimientos previos relacionados con la suma y en el uso de registros concretos, pictdricos y
simbdlicos. Algunas de estas estrategias aparecen con frecuencia en los libros de 1° a 4° Basico o
en documentos curriculares, por lo que es importante comprenderlas y manejarlas al momento
de enseflar Matemadtica en los primeros niveles. A continuacién, veremos algunas de ellas.

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division
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e Construccion de las tablas de multiplicar a partir de sumas iteradas

Podemos usar material concreto y la nocién de multiplicacion como suma iterada para cons-
truir las tablas de multiplicar. Por ejemplo, con vasos y palitos de helado, podemos tomar 3 vasos
y en cada uno ponemos 2 palitos de helado. Para calcular la cantidad total de palitos que estdn en
los vasos, inicialmente, los nifios y las nifias pueden contarde 1en 1o de 2 en 2.

2+2+2=3veces2=3-2=6

Figura III.16.

De esta forma, a partir del uso de material concreto, establecemos que 3 - 2 = 6. Este procedi-
miento se puede aplicar en general, aunque es mds apropiado para nimeros pequefios.

Otro tipo de material concreto que es 1til para construir las tablas de multiplicar son las
tarjetas Par-Impar. Estas tarjetas también permiten representar una multiplicacién como la repe-
ticién de grupos con la misma cantidad de elementos y encontrar su resultado, ya sea contdndolos
o colocando una tarjeta que represente su resultado.

Por ejemplo, para construir el resultado de 3 por 2, se representa con tres tarjeta “dos” y se
busca una nueva tarjeta que cubra la representacion para descubrir el resultado.

© O O
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2+2+2=3veces2=3-2=6

Figura II17.

También podemos usar la suma iterada para la construccion de las tablas, sin pasar por el
material concreto. Asi, se puede continuar construyendo la tabla del 3 de la siguiente manera:

3veces3=3-3=3+3+3=9

4veces3=4-3=3+3+3+3=12

5veces3=5-3=3+3+3+3+3=15

6veces3=6-3=3+3+3+3+3+3=18

7veces3=7-3=3+3+3+3+3+3+3=21

8veces3=8:3=3+3+3+3+3+3+3+3=24

9veces3=9-3=3+3+3+3+3+3+3+3+3=27

10veces3=10-3=3+3+3+3+3+3+3+3+3+3=30
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Al usar esta estrategia, rdpidamente nos damos cuenta de que si agregamos un grupo més, no
es necesario volver a calcular toda la suma, sino que basta con sumar al resultado anterior. En el
ejemplo de la tabla del 3, si conocemos el resultado de 3 - 4 = 12, podemos usar esta informacion
para determinar 3 - 5 agregando 3 al resultado anterior. Asi, se tiene que:

3.

W W W w w w

4=3-3+3=9+3=12
4+3=12+3=15
5+3=15+3=18

8=3-7+3=21+3=24
8+3=24+3=27

5=3.

6=3-
:7=3-6+3=18+3=21

8§=3-

9=3-

-10=3-9+3=27+3=30

e Construccion de las tablas de multiplicar a partir de la secuencia de nen n

Las secuencias de ntimeros, en particular las de 2 en 2, de 5 en 5 y de 10 en 10, ocupan un lu-
gar importante en la ensefianza de la Matemadtica de los primeros niveles, ya que se abordan como
herramientas para el conteo. Hacer la relacién entre estas secuencias y las tablas de multiplicar
puede ser de gran utilidad para usarlas y memorizarlas. Para ello, se pueden usar apoyos graficos
que permitan llevar la cuenta y responder correctamente a la tabla requerida. Por ejemplo, si se
quiere calcular 5 - 7, se puede decir la secuencia del 5 partiendo de 5, siete veces, esto es: 5, 10,
15, 20, 25, 30, 35 el resultado es 35. Este proceso puede resultar algo engorroso si se utiliza solo
la memoria para realizarlo. Un apoyo efectivo puede ser el uso de los dedos de las manos de la
siguiente forma:

5 10 15 20

25 30 35

Figura IIL18.

Una forma de ilustrar esta estrategia es usando una recta numeérica. Por ejemplo, para calcu-
lar 5 - 7 nos posicionamos sobre el 0 en la recta y avanzamos 7 veces de 5 en 5. Esto es:

1vesb +5 +5 +5 +5 +5 +5

»
T T T T LT T T T LT T T T LT 11 T ] T T 1 T 1 LT17”
0123 4(55 678 91112 13 14(15)16 17 18 1920) 21 22 23 24(25) 26 27 28 29(30)31 323334@36

Figura IIL19.

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division
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e Construccion de las tablas de multiplicar a partir del uso de dobles

Los nifios y las nifias memorizan en forma temprana los dobles de los niimeros. Por ejemplo,
si se tienen 2 cajas con 5 estrellas en cada una, ellos pueden decir, sin necesidad de contar, que
hay 10 estrellas en total.

Asi, la primera tabla de multiplicar que se aprende, en forma implicita, es la del 2. A par-
tir de ella y con la misma idea de los dobles, se pueden construir las tablas del 4 y 1a del 8. Por
ejemplo, como 4 es el doble de 2, a partir de 2 - 3 = 6 se puede establecer directamente que
4.3=2-(2-3)=2-6=12.Delamisma forma, como 8 es el doble de 4, se puede construir la tabla
del 8 a partir de la tabla del 4. La Figura II.20 permite visualizar estas relaciones.
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Figura III.20.

De manera similar, se puede construir la tabla del 6 a partir de la del 3. Este proceso se puede
articular con el uso de diversos materiales y registros pictéricos.

Ejercicios

1. Proponga un juego para la asimilacién de las tablas de multiplicar, en base al juego Memo-
rice. Indique los materiales necesarios y las reglas del juego.

2. Construya la tabla de multiplicar del 6 a partir de la del 3, usando dobles.

Una secuencia para aprender las tablas de multiplicar

La memorizacion de combinaciones multiplicativas basicas presenta distintos grados de
dificultad. Por tanto, es conveniente aprender paulatinamente dichos productos. En este apartado
presentamos una propuesta de tres etapas para memorizar las tablas de multiplicar.
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La multiplicacion y la division

Antes de presentar estas etapas, es conveniente detenernos en un recurso que permite vi-
sualizar las combinaciones multiplicativas hasta 10 - 10. Este recurso es la tabla multiplicativa,
también conocida como tabla pitagérica. En esta tabla, la primera fila y la primera columna co-
rresponden a los digitos del 1 al 10. Las siguientes filas y columnas corresponden a los productos
entre estos digitos, como se muestra en la Figura I11.21:
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("N 10| 20| 30|40 |50|60|70|80|90|100

Tabla II1.2.

El ejemplo muestra cémo determinar, usando la tabla, el producto 6 - 7. Para ello se ubica la fila
de la tabla del 6 y luego se intersecta con la columna del 7. De esta forma obtenemos que 6 - 7 es
42.

Como vimos anteriormente, la multiplicacién es conmutativa. Si consideramos la diagonal
principal de la tabla, que corresponde a los cuadrados de los niimeros del 1 al 10, esta se divide en
dos tridngulos, cada uno con 45 productos. Las casillas simétricas con respeto a la diagonal tienen
el mismo nimero. De esta forma, para determinar en la tabla los productos menores que 10 - 10,
podemos marcar la diagonal principal y solo considerar uno de los tridngulos que forman la tabla.

10
10|12 (1416|1820
1211518 |21 |24 | 27|30
12116 (20|24 |48 |32 36 | 40
10| 15(20 |25 30 40| 45|50
42 |48 | 54 | 60
142128 42 (49|56 | 63|70
16|24 (32|40 |48 |56 |64 | 72| 80
18|27 |36 (45|54 |63|72|81|90
(!N 10| 20| 30|40 |50|60|70|80|90 100
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Tabla IIL3.
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En una primera etapa los nifios y las niflas memorizan la tabla del 2 a partir del calculo de
los dobles de los digitos o a partir de la secuencia de 2 en 2. Las tablas del 5 y del 10 las memori-
zan a partir de la secuencia de 5 en 5 y de 10 en 10 que aprendieron como estrategia de conteo o
identificando las regularidades de dichas secuencias.

Si marcamos en la tabla multiplicativa, considerando solo el tridngulo superior (como en la
Figura I11.23), las combinaciones del 1, 2, 5y 10, podemos graficar una primera etapa de aprendi-
zaje de las tablas como sigue:

9 |12|15(18|21 |24 |27 |30
121162024 | 48|32 |36 | 40
20125(30|35|40 (45|50
12118|24130|36|42|48|54 |60
14121]28(35|42|49|56 (63|70
1624|3240 |458|56|64 (72|80
1627364554163 72(81[90
40| 50| 60|70 (80|90 {100
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Tabla IIL.4.
De las 100 combinaciones multiplicativas basicas que hay que memorizar de la tabla, al considerar
las del 1,2, 5y 10 y la propiedad conmutativa en la multiplicacién, quedan 18 combinaciones por
aprender.

En la segunda etapa, consideraremos los cuadrados de los nimeros del 1 al 10. Al igual que
con los dobles, las investigaciones sefialan que se observan menores dificultades para memorizar
los cuadrados. Incluimos también en esta etapa las tablas del 3 y del 4, que se pueden estudiar a
partir de las estrategias ya descritas. De esta forma, al representar estas combinaciones en la tabla
multiplicativa, en una segunda etapa se tiene:

24
14|21|28|35
16|24 (32|40
1827|3645
20 |30 | 40 | 50

© 00 N O O B WO N =

Tabla IIL5.
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La multiplicacion y la division

De las 18 combinaciones multiplicativas béasicas que restaban por memorizar, hemos incorporado
en otro color las que corresponden a la tabla del 3 y del 4, y las que corresponden al cuadrado de
los numeros hasta el 10.

En la tercera etapa se trabajan el resto de las combinaciones. Como tres de ellas correspon-
den ala tabla del 9, veamos una forma de construir esta tabla. Observemos que podemos calcular
9-arestando a al resultado de 10 - a. En términos algebraicos, se tiene:

9-a=(10-1)-a=(10-a)-a
Asi, para multiplicar un nimero por 9, podemos multiplicar por 10 y restarle dicho ntimero
al resultado. Por ejemplo, 6 -9 = 60 — 6 = 54.
Fijémonos ahora en los productos resultantes de la tabla del 9,

Aumentadelenl

09— 18-27-36-45-54- 63— 72- 81290

Disminuye de 1 en 1

Figura IIL.21.

Observemos que los digitos que forman estos niimeros cumplen cierta regularidad. El digito
en la posicion de las decenas parte en 0 y va aumentando de 1 en 1 hasta 9, mientras que el digito
en la posicion de las unidades parte en 9 y va disminuyendo de 1 en 1, hasta 0. Por otra parte, la
suma de los digitos que forman estos nimeros siempre es 9. Recordar estas ideas puede ser una
buena estrategia para escribir la tabla del 9 rdpidamente.

Otra forma de deducir esta y otras tablas es a partir de las propiedades de la multiplicacion,
en particular, de la propiedad distributiva. Por ejemplo, la tabla del 7 puede ser dificil de recordar.
Sin embargo, como 7 = 5 + 2, cualquier producto por 7 se puede deducir a partir de la tabla del 5
y del 2, que son unas de las que primero se aprenden. En términos generales, se tiene que:

a7=a-(5+2)=(a-5)+(a-2)
Ast, si se quiere calcular 8- 7, se puede calcular:8-7=8-(5+2)=(8-5)+(8-2) =40 + 16 = 56.

Hemos visto tres etapas para memorizar las tablas de multiplicar, que dependen de la familia-
ridad de los niflos y las nifias con algunas secuencias de 7 en 7. Sin embargo, podriamos proceder
de otra forma para memorizar dichas tablas, por ejemplo, basados en el &mbito numérico de los
productos que se estdn memorizando. Asi, en una primera etapa se memorizan aquellas menores
a5-5. En una segunda etapa se incluyen las que estdn entre el producto 5- 5y el producto 8- 8.,
finalmente, en una tercera etapa se incluyen el resto de los productos.

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division
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Etapal

Etapa 2

LM 9 (18|27(36|45|54|63(72|81|90

iy e

Etapa 3

118 10|20 |30 | 40|50 | 60 | 70 | 80 | 90 [100

Tabla ITL.6.

En resumen

Para asegurar que los niflos y las nifias tengan éxito en el calculo de productos y cocientes,
es necesario que aprendan las tablas de multiplicar.

Este aprendizaje se puede lograr realizando actividades con material concreto y
representaciones graficas destinadas a su conceptualizacién y asimilacién, procesos que
se deben trabajar en forma paralela.

El célculo de multiplicaciones en cada una de estas etapas puede realizarse mediante
sumas iteradas, secuencias de n en n y uso de dobles, entre otras estrategias.

Ejercicios

1. Construya la tabla de multiplicar del 13, a partir de la del 10 y la del 3, usando la propiedad
distributiva.

2. Escriba la secuencia de la tabla del 11 y del 12 e identifique las regularidades en estos
nimeros.
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La multiplicacion y la division

1.3 Estrategias de calculo mental para multiplicar

El desarrollo de técnicas de célculo mental ayuda a dar sentido a la operacién y sus propie-
dades. A continuacion, describiremos algunas estrategias que se basan en las combinaciones
multiplicativas, las propiedades de la multiplicacién y las caracteristicas del sistema de numera-
cién decimal.

Para pensar

Un alumno para calcular 202 - 100 hace el siguiente desarrollo:

202-100
000
000
202
20200

¢Qué piensa del desarrollo realizado?

Multiplicacion por potencias de 10

La base de nuestro sistema posicional es el 10 y esta caracteristica nos ha proporcionado
estrategias de conteo, estrategias para el calculo mental de sumas y restas, y, como veremos a
continuacién, también nos facilita el calculo de multiplicaciones. Como vimos en el Capitulo I,
las potencias de 10 corresponden a 10° = 1, 10' = 10, 10* = 100, 10° = 1.000, etc.

La propia construccién del sistema decimal indica que al agrupar 10 decenas obtenemos una
centena, es decir, 10 - 10 = 100. Al agrupar 10 centenas obtenemos una unidad de mil, es decir,
10 - 100 = 1.000. Lo mismo sucede para cualquier orden.

Para multiplicar un ndmero cualquiera por 10, observamos que el resultado serdn tantas
decenas como indique el numero. Por ejemplo:

13- 10 corresponde a 13 decenas, es decir, 130.

De manera anéloga:

155 - 100 corresponde a 155 centenas, es decir, 15.500.

200 - 1.000 corresponde a 200 unidades de mil, es decir, 200.000.

Para efectos préacticos, multiplicar por una potencia de 10 corresponde a agregar a la derecha
del nimero tantos 0 como tenga la potencia.

Ejemplos
112-100 = 11.200

230 - 1.000 = 230.000
304.500 - 100.000 = 30.450.000.000
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Ejercicios

1. Calcule mentalmente los siguientes productos y explique el procedimiento utilizado.

a. 536-100
D. 6.377-10
c. 521-10°

2. Martin calcula 4.842 - 5 mentalmente y sefiala: “Digo 48.420 y luego calculo la mitad que es
24.210... el resultado es 24.210". Explique el procedimiento usado por Martin.

Extension de las combinaciones multiplicativas basicas

Usando las propiedades de la multiplicacion y lo visto anteriormente sobre productos de
potencias de 10, podemos extender las combinaciones multiplicativas basicas a productos entre
multiplos de potencias de 10. Por ejemplo, como 7 - 5 = 35, tenemos también que:

7-50=7-5-10=35-10=350.
7-500="7-5-100 =35 - 100 = 3.500.
70-5=7-5-10=35-10 = 350.
70-50=7-5-10-10=35-100 = 3.500.
7.000-500=7-5-1.000- 100 = 35 - 100.000 = 3.500.000.

Ejemplo
Calculemos 80 - 50 sefialando las propiedades involucradas en el proceso.
80-50=(8-10)(5-10) Descomposicién candnica
=8-(10-5)-10  Por la propiedad asociativa de la multiplicacién.
=8-(5-10)-10  Por la propiedad conmutativa de la multiplicacion.
=(8-5)-(10-10) Por la propiedad asociativa de la multiplicacion.
=40-100 Usamos 8 - 5y el producto entre potencias de 10.
=4.000 Producto de un ntimero por una potencia de 10.
Compensacion

Otra técnica de calculo mental para multiplicar es la compensacion. La idea es similar a las
compensaciones realizadas en el caso de la suma. Se modifica uno de los factores para que la
multiplicacién sea mas sencilla y luego se compensa el resultado para dar respuesta a la multipli-
cacién deseada. La justificacion de esta técnica es la propiedad distributiva. Veamos dos ejemplos:

34-9=34-(10-1) = 34- 10 - 34 = 340 - 34 = 306: multiplicar por 9 corresponde a multiplicar
por 10 y luego restar el niimero original.
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42-11=42-(10+1) =42 - 10 + 42 = 420 + 42 = 462; multiplicar por 11 corresponde a multi-

plicar por 10 y luego sumar el nimero original.

Otras estrategias

Mostramos a continuacion, mediante ejemplos, otras estrategias usadas habitualmente en

el calculo mental de multiplicaciones:

35-4=35-2-2=70-2=140: multiplicar por 4 corresponde a multiplicar dos veces por 2.
28-8=28-2-2-2=56-2-2=112-2=224: multiplicar por 8 corresponde a multiplicar tres

veces por 2.

72-20="72-2-10= 144 - 10 = 1.440: multiplicar por 20 corresponde a multiplicar por 2y

luego por 10.

Ejercicios

1.

320-3=(300+20)-3=300-3+20-3 =900 + 60 = 960
12-15=12-10+12-5=120 + 60 = 180

En resumen

Existen variadas estrategias de célculo mental que permiten encontrar el resultado
de una multiplicacién. Estas estrategias se basan en el manejo de las combinaciones
multiplicativas bdsicas, las caracteristicas del sistema de numeracién decimal y las
propiedades de la multiplicacion.

Calcule mentalmente los siguientes productos y luego describa paso a paso la justificacion
de su respuesta sefialando las propiedades utilizadas.

a. 60-30 €.202-3 L71-11

b. 40500 f. 121-4 J. 300-99
C. 14-15 g. 47-200 K. 576 -1.001
d. 501-5 n.85-9

Lea el siguiente problema: Un comerciante compra 9 resmas de papel para fotocopia. Cada
resma tiene 500 hojas. El comerciante piensa cobrar $20 por cada fotocopia. ;Cudnto dine-
ro recaudard si utiliza todas las hojas en fotocopias?

a. Indique qué estrategias de calculo mental podria usar un nifio o nifia de Educacion Bésica
para resolver el problema.

b. Proponga dos problemas similares al anterior utilizando distintos contextos, donde la
multiplicacién se pueda calcular usando extensiones de las combinaciones multiplicativas
bésicas.

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division

143



144

1.4 El algoritmo usual de la multiplicacion

El algoritmo para multiplicar que aprendemos en la escuela nos permite calcular el producto
entre dos nimeros de manera eficiente. Este algoritmo utiliza propiedades de la multiplicacién y
del sistema de numeracién decimal, pero estas caracteristicas no se hacen explicitas. Esto puede
hacer que pierda sentido matemaético y parezca arbitrario. Conocer las propiedades que sustentan
su funcionamiento permite tener una comprension mds acabada de la multiplicacién y poder
responder preguntas como: ;por qué empezamos a multiplicar por la derecha?, ;por qué se mul-
tiplican todas las cifras de un factor por todas las cifras del otro factor?, ;por qué nos corremos
un espacio hacia la izquierda? En esta seccion, desarrollaremos el algoritmo usual para la multi-
plicacién respondiendo, de paso, las interrogantes planteadas.

Multiplicacion por una cifra

Antes de conocer y justificar el funcionamiento del algoritmo de la multiplicacién, nos de-
tendremos a analizar una estrategia previa, que habitualmente se ensefia en los primeros niveles
de ensefianza y que se basa principalmente en la propiedad distributiva.

Para calcular el producto 321 - 3, descomponemos el primer factor como 300 + 20 + 1.
De esta forma, 3 veces 321 es igual a: 3 veces 300, mas 3 veces 20, mds 3 veces 1. Se tiene entonces:

321-3=(300+20+1)-3=300-3+20-3+1-3=900+60+3 =963

Una forma de acercarnos al algoritmo usual de la multiplicacion es escribir los productos
parciales en forma vertical, como se muestra a continuacion:

1.3= 3
20-3= 60
300-3= 900

963

Lo que puede ser expresado en forma sistematica como:

321 -3
3
60
+900

963

Elrol de la distributividad en el proceso de multiplicacién queda muy claro en la estrategia
anterior, sin embargo, no es evidente en el algoritmo usual. Veamos un ejemplo en el que aparece
una reserva en la suma:

246-7
42 4—— 7veceslas 6 unidades de 246.
280 <4—— 7 veces las 4 decenas de 246.
+ 1400 <4—— 7 veces las 2 centenas de 246.
1722 4—— Suma de las anteriores.
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Por las caracteristicas de los sumandos, el producto final se puede ir obteniendo directamen-
te a medida que vamos multiplicando las cifras por el digito. Veamos el mismo ejemplo, 246 - 7,
usando esta estrategia:

246 -7 2467 2467 2467
- 2 - 22 - 1.722
7 por 6 es 42, escribo 7 por 4 es 28, mas 4 de 7 por 2 es 14, mas 3 de
2 y reservo 4 decenas. reserva es 32. Escribo reserva es 17. Escribo
2 yreservo 3 centenas. 17 y termino el proce-
so obteniendo el pro-
ducto 1.722.

El algoritmo usual de la multiplicacién es justamente este procedimiento. Notamos que en el
desarrollo anterior comenzamos a multiplicar por las unidades, es decir, por la derecha. Es posible
comenzar por la izquierda o en cualquier orden, sin embargo, no serd tan inmediato calcular la
suma.

Ejercicios

1. Calcule las siguientes multiplicaciones escribiendo los productos parciales en forma
explicita.

a. 5462 -7
D. 4.021-9

2. Calcule 3422,

3. Un alumno de 4° Bésico calculé el producto 485 - 7 usando el algoritmo de la siguiente

forma:
485 .7
26
50
+ 55
5395

¢Es correcto el procedimiento?
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Multiplicacion por dos o mas cifras

Para multiplicar nimeros de mds cifras, por ejemplo 246 - 27, el procedimiento es similar.
Descomponemos 27 en decenas y unidades, y luego usando la distributividad, tenemos:

246 - 27 =246 - (20 + 7) = (246 - 20) + (246 - 7)
Para calcular el producto de 246 - 7 usamos el algoritmo ya visto. Para calcular 246 - 20 recor-
demos que es equivalente a multiplicar por 2 y luego por 10. Se tiene entonces:

246-7
1.722

246 - 20
4.920

Por ultimo, sumamos estos resultados intermedios:
24627
1.722 4= 246 -7
+4.920 {— 246 - 20

6.642

En general, en el uso de este algoritmo no se escriben el o los 0 provenientes del producto por
las potencias de 10. Escribimos los productos por cada cifra, a partir de las decenas, corriéndonos
por cada producto un espacio hacia la izquierda.

246 - 27
1.722
+ 492_

6.642

Al dejar un espacio sin digito en la suma de los productos parciales, es habitual la pregunta
Jpor qué tenemos que corrernos un espacio cada vez que multiplicamos por un nimero de ma-
yor orden? La respuesta estd en nuestro sistema posicional. En el ejemplo, el 2 de 27 estd en la
segunda posicion, es decir, representa dos decenas. Por lo tanto, el resultado es 492 decenas, o sea
4.920 unidades, de modo que en el tiltimo paso, para sumar los dos resultados parciales, debemos
escribirlos de tal manera que las unidades de los mismos érdenes queden alineadas. E1 0 de la
segunda linea no se escribe por convencidn, pero siempre estd presente.

Una manera mas transparente de presentar la multiplicacion es hacer explicitos todos los
pasos que se ocultan en el algoritmo. Para multiplicar 246 - 27, en la primera linea se escribe el
resultado de multiplicar 246 - 7,y en la segunda linea se escribe el resultado de multiplicar 246 - 20.
Como vimos antes, cada uno de estos pasos se puede descomponer en productos por las unidades,
decenas y centenas de 246, esto es:

246 - 27

42 4— 7 veces las 6 unidades de 246.
280 4—— 7 veces las 4 decenas de 246.

1.400 4—— 7 veces las 2 centenas de 246.
120 4—— 20 veces las 6 unidades de 246.
800 4—— 20 veces las 4 decenas de 246.

+4.000 4—— 20 veces las 2 centenas de 246.

6.642 ¢—— Suma de las anteriores.
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Este tltimo calculo puede entenderse como otro algoritmo para multiplicar dos niimeros, a
menudo se le llama “algoritmo de los productos parciales”. El algoritmo usual es mas eficiente, sin
embargo, el algoritmo de los productos parciales aqui presentado muestra qué se estd haciendo
realmente.

Para pensar
Considere el siguiente procedimiento usado para multiplicar 145 - 36:
145 - 36
435
+ 870
5220

¢Es correcto este procedimiento?

Ejercicios

1. Calcule las siguientes multiplicaciones escribiendo los productos parciales en forma expli-
cita y luego con el algoritmo usual.

a. 536 -53
D. 9.273.435
C. 103.434 - 10.002

2. Observe el siguiente desarrollo y explique el procedimiento realizado:

N
6\

453

2

WM
RIS )

N N ©o-
N
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1.5 Otros algoritmos

Los algoritmos que presentaremos aqui no pretenden reemplazar al algoritmo usual porque,
de hecho, para nimeros con muchas cifras son poco eficientes. Sin embargo, entender por qué
funcionan nos ayuda a ganar comprension acerca de la multiplicacion y a reconocer desarrollos
alternativos.

El algoritmo chino

Introducimos este algoritmo por medio de un ejemplo: para multiplicar 12 - 52, primero
colocamos los niimeros uno a continuacién del otro. Luego, a partir del 12 trazamos una linea
oblicua partiendo del 1y dos lineas partiendo del 2. Hacemos lo mismo con el 52, pero con lineas
que se cortan con las anteriores. Ahora contamos las intersecciones, hay 4 intersecciones en las
unidades, 10 + 2 intersecciones en las decenas y 5 intersecciones en las centenas. Como se debe
efectuar un canje a partir de las 12 intersecciones en las decenas, el resultado de la multiplicacion
es 624, como se muestra a continuacion:

1 2 . 5 2 = 6 2 4

Figura II1.22.

El algoritmo funciona porque las lineas representan las distintas potencias de 10y los cruces
que se suman corresponden a las distintas maneras de obtener estas potencias como productos
de potencias menores. Asi, para las centenas habra, a lo mds, tres grupos de cruces posibles: uni-
dades por centena, decenas por decenas y centenas por unidades.

Este algoritmo refuerza las ideas de descomposicién posicional, de productos de potencias
de 10y del papel que estos productos juegan en la multiplicacion de ntimeros cualesquiera. Esta
claro que con cifras muy grandes se hace dificil contar los cruces y se producen demasiadas com-
binaciones de potencias de 10, por lo que se hace impracticable.

El algoritmo ruso

El algoritmo ruso opera multiplicando uno de los factores por 2 y, simultaneamente, dividien-
do el otro por 2. Por ejemplo, para multiplicar 23 - 8, escribimos los dos nimero 23 y 8 lado a lado
y multiplicamos el 23 - 2, al tiempo que dividimos el 8 por 2.

238
46 —4
922
184 —1

Vemos que en cada linea el producto de los nimeros resultantes se mantiene igual, ya que hemos
multiplicado por 2 uno de los factores y dividimos por 2 el otro factor, luego el resultado tiene que
ser el mismo. De esta manera, 23 - 8 = 184.
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La multiplicacion y la division

Pero ;qué pasa si el segundo factor no es un multiplo de 2? Veamos un ejemplo, calculemos 23 -19.

23—19
46— 9
92 4
184 — 2
368 — 1

En la primera columna, procedemos como en el caso anterior, pero si el factor de la derecha es
impar, al dividirlo por 2 tendremos un cociente gy el resto serd 1. Entonces, ponemos el niimero
q y nos olvidamos del 1. Ahora tachamos aquellas filas que corresponden a nimeros pares de la
columna de la derecha y, por tltimo, sumamos los niimeros que quedaron sin tachar de la colum-
na izquierda. El resultado de la multiplicacién es igual a esta suma:

23—19
46— 9
—92——+4-
—84—2-
+368 —— 1
437

En el primer ejemplo, tendriamos que haber tachado todas las lineas, excepto la tltima.

Notamos que si multiplicamos los nimeros que aparecen en cada fila, estos productos
no son iguales entre si, como sucedio en el primer ejemplo. En la segunda linea, por ejemplo,
46 -9 =23 - 19. Por lo tanto, el argumento anterior no puede ser usado para explicar que el resulta-
do final es el correcto. Cabe preguntarse si este algoritmo funciona para cualquier par de nimeros.

Para responder esta pregunta, analicemos en detalle el ejemplo anterior.

Siun numero de la segunda columna es impar, lo expresamos como suma de un niimero par
mas 1. Tenemos que 19 =18 + 1 y9 = 8 + 1, entonces:

923.19-23.(18+1)=23-18+23
23-18+23=46-9+23
46-9+23=46-(8+1)+23
46-(8+1)+23=46-8 + (46 + 23)
46-8+(46.+23)=92-4+ (46 +23)
92 .4+ (46 + 23) = 184 - 2 + (46 + 23)
1842 + (46 + 23) = 368 - 1 + (46 + 23)
368 - 1+ (46 + 23) = 437

Se destacaron los términos que aparecen en cada fila del algoritmo descrito mds arriba y
hemos subrayado el resto que se pierde en cada paso impar del proceso. Vemos también que, en
cambio, en los pasos pares nada se pierde.

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division

149



150

El procedimiento de tachar los pasos pares indica que nada se perdid en ese paso, por su
parte, los que no se tacharon deben ser sumados, porque esa fue la pérdida en esa etapa del pro-
cedimiento.

El desarrollo anterior ilustra por qué este procedimiento es correcto para cualquier par de
numeros que usemos.

Para pensar

,Como se puede adaptar el algoritmo ruso usando triples y tercios?

Algoritmo arabe

Este algoritmo funciona sobre una rejilla, en la cual se escriben los dos factores y se van re-
gistrando los productos. Calculemos 754 - 32 usando este algoritmo. Para ello, se dibuja una rejilla
de 3 por 4y se ubica en la primera fila el primer factor y en la ultima columna, el segundo factor,
como se muestra a continuacion. En cada casilla que queda en blanco trazamos una diagonal.

T
T

Figura II1.23.

Luego se calculan los productos entre los digitos de ambos factores y el resultado se escribe
en la casilla que intersecta la fila y la columna de los digitos correspondientes. Los productos se
registran escribiendo la decena en el tridngulo superior de la casilla y la unidad, en el tridngulo
inferior. Para encontrar el resultado final se suman los digitos que quedaron en las diagonales,
como se muestra en la figura. Si la suma de una diagonal es mayor que 10, la reserva se suma a la
diagonal siguiente (de derecha a izquierda).

—
B DA

Figura II1.24.
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Las diagonales en el cuadriculado permiten sumar los productos parciales considerando el valor
posicional, esto porque la primera diagonal corresponde a las unidades de los productos parciales;
la segunda, a las decenas; la tercera, a las centenas; y asi sucesivamente. De esta forma, su uso solo
requiere calcular los productos entre los digitos que forman los factores y la suma de las diagona-
les para encontrar el producto final. Si hacemos explicitos los valores posicionales de los digitos
en el ejemplo anterior, podremos ver claramente por qué funciona este algoritmo. Asi, se tiene:

7C 5D 4U
2DM IM 1C
/ IM 5C op| 3D
IM IC 0D
/ 4C 0D su| 2U
2 4 1 2 8
Figura II1.25.

En resumen

El funcionamiento del algoritmo usual de la multiplicacién se basa en las propiedades de
esta operacion y las caracteristicas del sistema de numeracion. La propiedad distributiva
de la multiplicacion respecto de la adicién permite ir efectuando productos parciales de
los valores posicionales de los digitos que forman a ambos factores. La suma de estos
productos parciales corresponde al producto final.

Estas mismas propiedades y caracteristicas justifican el funcionamiento de otros
algoritmos, como el drabe y el chino. El algoritmo ruso, en cambio, se basa principalmente
en la relacion inversa entre la multiplicacién y la divisién.

Ejercicios

1. Calcule el producto 631 - 34 usando:

a. El algoritmo chino.
b. El algoritmo ruso.

C. El algoritmo 4rabe.

2. Adapte el algoritmo arabe colocando el primer factor en la primera columna de la izquierda
y el segundo, en la primera fila. Utilicelo para calcular 324 - 32.

3. Suponga que usted sabe de memoria las tablas del 11 y del 12, ;cémo puede aprovechar
este conocimiento para calcular 345 - 1.211? Considere que solo debe calcular dos produc-
tos parciales.
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1.6 Dificultades y posibles errores en el uso del algoritmo de la multiplicacion

Para el uso eficiente del algoritmo de la multiplicacién, es necesario dominar las tablas de
multiplicar. Es por ello que, a medida que se estudia el funcionamiento y la justificacién del algo-
ritmo, puede ser necesario reactivar este conocimiento en los nifios y las nifias.

El uso del algoritmo de la multiplicacién requiere mantener en la memoria los productos
entre los digitos que se van multiplicando, las reservas con las que nos vamos encontrando al
calcular dichos productos, y el orden en que se van efectuando y registrando. Estos requerimien-
tos, agregados a las dificultades de comprensién del algoritmo, pueden generar errores como los
siguientes:

« No considerar las reservas al calcular los productos parciales.

Cuando calculamos el producto entre dos digitos y el resultado que se obtiene es mayor que
10, se debe realizar un canje. Un error que se puede observar es el de no consideran este canje:

5354

322

Figura II1.26.

También es posible encontrar desarrollos donde se considera la reserva, pero esta se suma al
digito de la posicidn siguiente sin calcular el producto correspondiente, por ejemplo:

:
755

5

Figura II1.27.
O, simplemente, se escribe el producto de los digitos sin considerar el valor posicional:

755

3515

Figura II1.28.

« No considerar el valor posicional al alinear los productos parciales.

Un error que se comete al inicio del trabajo con el algoritmo es no desplazarse un espacio
cuando se multiplica por decenas o centenas, como se ve en la siguiente multiplicacién:

27

N =N
ANJENENIEN
2o
NSNS

Figura II1.29.
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Como ya vimos, el error se debe a no considerar que el digito 2 del niimero 27 representa dos
decenas, 246 por 20 es 4.920 y no, 492. Una revision del algoritmo de productos parciales, puede
ser una herramienta para abordar este error.

Una dificultad relacionada con este aspecto se produce cuando hay ceros en el segundo fac-
tor, y se pueden cometer errores como el siguiente:

207

O I
SO~
oo
NN

Figura II1.30.

Vemos que no se han escrito los ceros que corresponden al producto de las decenas del
segundo factor por el primer factor, como si se ha hecho en el desarrollo de la Figura I11.36. O su
version abreviada, como se muestra en la Figura I11.37.

246207 246207
1722 1722
000 4920
492 50922
50922
Figura II1.31. Figura II1.32.

Para superar esta dificultad, se puede notar que el digito 2 de 207 representa dos centenas.

En esta misma categoria, otro posible error que se puede observar cuando se inicia el estudio
de este algoritmo es partir multiplicando por las decenas del segundo factor y desplazarse hacia
laizquierda, como habitualmente se usa el algoritmo.

c 42

(GV\N}

OO O1f—
SN SN
INEENY

Figura II1.33.

Capitulo Ill: La multiplicacion y la division 153



154

Sibien el procedimiento anterior ilustra un error, este no es la posicién por donde se comien-
za a efectuar la multiplicacién. Podriamos partir multiplicando por las posiciones de mayor orden,
pero considerando que el desplazamiento, en dicho caso, se realiza hacia la derecha. Entonces,
deberia haberse calculado de la siguiente forma:

14642
54
92

+ 2
132

5
o
Figura II1.34.

Finalmente, es importante mencionar que hay errores que se producen en el uso del algorit-
mo de la multiplicacion, pero que tienen relacién con las dificultades para usar el algoritmo de la
suma. Estos errores aparecen cuando se suman los productos parciales para obtener el resultado
final.

1.7 La multiplicacion y el material concreto

Como hemos visto en secciones anteriores, la construccion del significado de la multipli-
cacion se apoya en el uso de material concreto y representaciones pictoricas, las que ademds
permiten obtener estrategias de calculo a partir de la contextualizacién con problemas. Entre
los materiales que pueden apoyar esta construccion estén: el dbaco, los bloques base 10 y vasitos
con fichas o con palitos de helado. El dbaco también puede usarse para comprender el algoritmo
de la multiplicacion, ya que explicita la caracteristica posicional del sistema de numeracion. Los
bloques base 10 corresponden a un sistema agregativo y deben usarse con los reparos correspon-
dientes. Veamos algunos ejemplos usando estos materiales.

El abaco

Este material es adecuado para introducir el concepto de multiplicacion y deducir el algorit-
mo de la multiplicacién por un digito. Puede ser usado también para multiplicaciones por mas
de una cifra, aunque en este caso el procedimiento puede ser mas complicado que el propio algo-
ritmo. En cualquier caso, se deben elegir los niimeros para que esto sea practico. A continuacion,
se muestra un ejemplo.
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La multiplicacion y la division

Calculemos 45 - 2

Para encontrar el resultado, representamos el pri-
mer factor tantas veces como indica el segundo
factor.

Luego efectuamos los canjes, en este caso, 10 uni-
dades por una decena.

Obtenemos que 45 - 2 = 90.

Bloques base 10

Los bloques base 10 son adecuados para desarrollar el concepto de multiplicacién, pero no para
construir el algoritmo. Veamos un ejemplo:

Ejemplo

Calculemos 264 -3

Representamos el numero 264 mediante 2 placas de 100, 6 barras de 10 y 4 cubitos
de 1.

oo o
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Ahora repetimos la representacion que tenemos para que 264 aparezca 3 veces.

oo o

O
CLrTrrrrrn
CLIIrrrrrT]
CLIrrrrrrT]
LT Trrrrnr
CLITTrrrrnr

oo o

CIITTTrrrrnr
CLrrTrrrrrnr
CLIrrrrrrT]
CLIrrrrrrr]
CLITTTITrrrnr
CIITTTrrrrnr

oo o

CLITTrrrrrny
CLrTrrrrrny
CLIrrrrrrrr
CLIrrrrrrrr
LTI Trrrny
CLITTrrrrrny

A continuacidn, se efectiian los canjes necesarios y se obtiene 792 como resultado.

) ©FTITIrrrT
\nll sEEEEEEEE!




La multiplicacion y la division

Ejercicios de la seccion

1. Plantee un problema de multiplicacién con cada uno de los siguientes contextos:

. 3 plazas de peaje, 15 vehiculos por minuto.

. 30 rifas, 30 niumeros por rifa.

. 22 buses, 30 personas por bus.

a
b
C. 10 pizzas, 8 porciones por pizza.
d
€. 25 cursos, 35 nifios por curso.

f.

100 empanadas, 3 aceitunas por empanada.

2. Formule un problema que se pueda representar con los diagramas que se muestran.

: ¢;Total de cuadernos?
12 cuadernos ‘ 12 cuadernos ‘ 12 cuadernos
;Total de bebidas?
b. 4 bebidas ‘ 4 bebidas ‘ ‘ 4 bebidas
— _
—~—
22 packs
C. Blanco
Negro Blanco
Blanco
Blanco
Negro Blanco
Blanco

3. Resuelva mentalmente cada multiplicacién, luego escriba el procedimiento que aplico.
d. 68050

D. 120-525

C. 550-9

d. 675-99

€. 73811

f. 87.783-100

4. Observe el procedimiento usado para calcular el producto 705 - 12.

705-12
7.050 + 1.410 = 8.460 > 705 - 12 = 8.460

a. Explique cémo se calcul el producto.

D. Indique las propiedades matematicas presentes en el procedimiento anterior.
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5.

Observe el siguiente procedimiento.

6.234-73
12

455.082

a. Expliquelo.
D. ;Qué relacién hay entre el procedimiento anterior y el algoritmo usual de la multiplicacién?

C. Calcule 5.362 - 65 usando el procedimiento anterior.

Encuentre el valor de £ en cada producto, para que la multiplicacién realizada sea correcta.

8673 -42 79164 - 52
17k46 148328
+ k4692 +39k820
k64266 4116528

Calcule los siguientes productos usando el algoritmo arabe.

a. 5.362 - 42
D. 74.639 - 423
C. 54.362.003 - 21

Al calcular el producto 6.453 - 23 con el algoritmo usual de la multiplicacién, un alumno
escribio:

6.453 -23

19359

+ 12906
32265

a. Describa el error del alumno.

D. Proponga al menos una estrategia que le permitirfa al alumno comprobar que su resultado
no es correcto.
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La multiplicacion y la division

Observe los siguientes procedimientos usados para calcular el producto 483 - 7.

_483.-7 483-7 483 -7
21 400 - 7 =2800 21
560 80-7= 560 56
+2800 + 3.7=+21 + 28
3381 3381 3381

a. Sefale dos similitudes y dos diferencias entre los procedimientos anteriores.

D. ;Qué relacidn tienen estos procedimientos con el algoritmo usual de la multiplicaciéon?

Un profesor explica a sus alumnos un procedimiento para memorizar las combinaciones
multiplicativas bésicas entre 6, 7, 8 y 9. Para ello utiliza ambas manos. Los mefiiques repre-
sentan el 6, los anulares el 7, los mayores el 8, los indices el 9 y los pulgares el 10. Para multi-
plicar 79, enfrenta el 7 de la mano izquierda con el 9 de la derecha. Quedan asi tres dedos
de la mano izquierda sobre el 7 y un dedo sobre la mano derecha sobre el 9. Al multiplicar-
los obtenemos 3 - 1 = 3. Ahora, los dedos que falta contar son dos de la mano izquierda y
cuatro de la derecha, es decir seis dedos, que hacemos corresponder a 60. Sumamos ahora
60 méas 3 y obtenemos 63, que es justo 7 9.

a. Realice varias multiplicaciones bésicas para ver cdmo funciona el procedimiento.

b. Justifique por qué funciona.
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2. La division

La division surge de, al menos, dos ideas bésicas. Por una parte, estd la idea de repartir equi-
tativamente una cantidad de objetos entre varias personas o recipientes: si tenemos 18 manzanas
y las queremos repartir entre 6 personas, ;cuantas recibe cada una? Por otra parte, estd laidea de
calcular cudntos recipientes se necesitan para repartir una cantidad: si tenemos 18 manzanasy
queremos repartir 3 a cada persona, ;para cuantas personas alcanza? Esta tiltima concepcion de
la division estd asociada a la idea de restar una cantidad de otra reiteradamente, en nuestro ejem-
plo, jcudntas veces podemos restar 3 de 18? Como vimos en la seccién anterior, en el producto
m - n, el primer factor dice cudntos grupos hay y el segundo dice cudntos objetos hay en cada
grupo. Esto corresponde a los dos significados de la divisién que hemos mencionado. Podemos
decir que si k elementos se reparten entre m recipientes, a cada uno le corresponden 7 elemen-
tos, lo que escribiremos como' & : m = n 'y leemos “k dividido por m es igual a r”. También pode-
mos decir que al agrupar los & elementos en grupos con n elementos cada uno, podemos formar
m grupos. Lo que escribiremos como & : n = m. Por la propiedad conmutativa de la multiplicacion,
m-n=n-m,ypodemos interpretar también & : m como agrupar & elementos en grupos con m
elementos y & : n como repartir k£ elementos entre n recipientes.

La notacién que se usa al trabajar con la division es la siguiente: si a : b = ¢, diremos que a es
el dividendo, b es el divisor y c es el cociente o resultado de la divisién. Veremos més adelante qué
sucede cuando nos sobran objetos al agrupar o repartir.

La division por reparto

Desde los niveles iniciales de Educacion Basica, los nifios y las nifias se ven enfrentados a
situaciones en que deben repartir equitativamente objetos en recipientes. Este tipo de accién se
desarrolla antes de introducir la division de manera formal. Analicemos un problema concreto
de repartir objetos:

Se tienen 12 fichas y 3 cajas, y se quieren repartir equitativamente las fichas en las cajas. ;Cudn-
tas fichas se deben poner en cada una?

Un procedimiento que se podria usar es repartir de 1 en 1 todas fichas en la cajas, y luego
contar la cantidad que quedé en cada una. También el reparto se puede hacer de 2 en 2, o directa-
mente buscando un nimero tal que tres veces ese numero dé como resultado el total de las fichas.

v Y v

o~ (g (g
o ) o

12 fichas : 3 cajas = ? fichas en cada caja

Figura II1.35.

Observamos que 3 cajas con 4 fichas cada una es equivalente a 12 fichas repartidas equita-
tivamente en 3 cajas. Es decir:

3-4=12,eslomismoque 12:3=4

Para denotar la divisién también se utiliza el sfmbolo =.

Numeros - REFIP



La division como agrupacion de elementos

La multiplicacion y la division

La accion de agrupar objetos considerando la misma cantidad en cada grupo también se
trabaja en niveles iniciales de Educacién Bdsica. Veamos un ejemplo:

Se tienen 12 fichas para colocar en cajas que deben contener 4 fichas cada una. ;Cudntas cajas

se necesitan?

() O

Figura II1.36.

1 grupo

© o o
O%O o o
\>

Resolvamos este problema formando sucesivamente grupos de 4 fichas:

1° grupo

v

OU
o

Colocamos 4 fichas en
una caja. De esta forma,

2° grupo 3° grupo
Vo ) Vo Vo )
o~ o~ o~ o~ o~
o () (%) () o

Colocamos 4 fichas més
en una caja. De esta

Colocamos 4 fichas mds en una
caja. De esta forma, las fichas que

las fichas que quedan | forma, las fichas que quedan por guardar son:
por guardar son: quedan por guardar son: 4—4-0
12-4=8 §-d=4 Ya no quedan fichas por guardar.
Quedan 8 fichas por Quedan 4 fichas por
guardar. guardar.
Figura II1.37.

Realizar restas sucesivas para efectuar el calculo del cociente implica restar al total la can-
tidad de elementos que forman un grupo. Luego, a los que quedan se les vuelve a restar los ele-
mentos que corresponden a un grupo y asi sucesivamente, hasta que no podamos formar mas
grupos. Notamos que el dividendo de la division corresponde al minuendo de la primera resta y
el divisor corresponde al sustraendo. La cantidad de veces que se efectiian las restas sucesivas es

el cociente de la divisién.

La divisién como resta sucesiva corresponde al proceso inverso de la multiplicacion como
suma iterada y responde a la pregunta ;cudntas veces cabe el divisor en el dividendo? De esta
forma, restamos sucesivamente el divisor al dividendo, hasta que el resultado sea 0 o un numero
menor que el divisor, el cual se denomina resto de la divisién. También podemos pensar en sumar
reiteradamente el divisor hasta acercarse lo mas posible al dividendo sin pasarse.
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Ejemplo
Calculemos la divisién 15 : 3 con una resta sucesiva y con una suma sucesiva.

Comencemos calculando la divisién 15 : 3 a través de restas sucesivas. Para ello res-
tamos reiteradamente al dividendo el divisor, esto es:

15-3 =12

12-3=9 Como la resta se efectud 5 veces hasta llegar a 0, se tiene que:
9-3 =106

6.3 3 15:3=5

3-3=20

Este procedimiento se puede ilustrar en la recta numérica como sigue:
-3 -3 -3 -3 -3
- ] ] ] T T T T T T T T T1
@1 2@4 5@7 8@1011@1314@16171819202122232425

Para calcular 15 : 3 usando una suma iterada, sumamos reiteradamente el divisor:

v

3+3=06

6+3 =9 Como 3 se sumd reiteradamente 5 veces para obtener 15, se tiene que:
9+3 =12 15:3=5

12+3=15

En la recta numérica, esta técnica se representa como:
3 +3 +3 +3 +3
1 1 \ 1 T T T T T T 1T T T 17
@ 12 @4 5 @7 8@1011 @13 14@1617181920 2122 23 24 25

Para pensar

Claramente, 17 objetos no se pueden repartir en 3 grupos con la misma cantidad de
objetos cada uno o, con la otra interpretacion para la division, no se pueden agrupar
en grupos con 3 objetos cada uno.

,Como se puede interpretar la divisién en esta situacion?

Significado del resto en la division

En todos los problemas de divisién que hemos revisado hasta el momento, la cantidad total
de elementos a repartir o agrupar equitativamente es tal que al repartirlos o agruparlos no so-
bra ningtin elemento. Sin embargo, hay situaciones en que, al efectuar el reparto o agrupar los
elementos, sobran algunos que no podemos repartir o agrupar, pues quedarfan grupos con mas
elementos que otros. Veamos un ejemplo:

Una profesora reparte equitativamente 22 ldpices entre 5 nifios.

Al efectuar el reparto, a cada nifio le corresponden 4 ldpices y sobran 2 ldpices. Estos no se
pueden repartir, pues si lo hiciéramos, algunos nifios recibirian mas lapices que otros, y no se
cumpliria con la instruccién de que el reparto sea equitativo. Esta cantidad que sobra es el resto
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de la divisién. Observemos que la cantidad de lapices que sobr6 debe ser menor a la cantidad de
participantes del reparto, pues si no, podriamos seguir repartiendo. Tenemos que el dividendo es
igual al producto del divisor por el cociente, mas el resto, es decir, 22 =5-4 + 2.

En términos generales, si el resultado de dividir un nimero a por un nimero b entrega un
cociente g y un resto r menor que ¢, tendremos a = b - g + r. Esta relacion serd estudiada en pro-
fundidad en el Capitulo V. Cuando escribamos a : b = g, a menos que indiquemos lo contrario,
entendemos que b - g = a, es decir, que el resto de la divisién es 0.

En situaciones de agrupacion de elementos, el resto corresponde a los objetos que no se pue-
den agrupar, pues no alcanzan para formar un nuevo grupo. Por ejemplo, si se tienen 32 lapices
para formar cajas con 6 ldpices cada una, podremos formar 5 cajas y sobrardn 2 ldpices. Estos
ultimos corresponden al resto de la divisién.

Al trabajar con problemas que involucren division, se debe interpretar tanto el cociente como
el resto.

Ejemplo

a) En una distribuidora de botellas de agua mineral se arman paquetes con 6 botellas.
Si el dfa lunes por la mafiana contaban con 57 botellas de agua mineral, ;cudntas
botellas quedaran sin empaquetar?

b) Andrea tiene 43 fotos para pegar en un album. Si en cada pagina puede pegar 4
fotos, ;cudntas paginas ocupard del dlbum si pega todas las fotos?

En este ultimo problema, si bien no se pregunta directamente por el resto, es impor-
tante considerarlo al momento de responder.

2.1 Propiedades de la division

Dados tres niimeros a, by g, con b = 0, diremos que:
a:b=gq,siysolosib-g=a

Observamos que esta definicién incluye el caso a = 0. Podemos interpretar que si tenemos
0 elementos para repartir entre b grupos, a cada grupo le corresponden 0 elementos. Sin embargo,
hemos excluido el caso b =0, yaque sia =0, 0 - g # a para cualquier q.

Para pensar

2Qué sucede con el caso 0: 0?

La definicion anterior de la division permite obtener propiedades de esta operacion a partir
de las de la multiplicacién. A continuacion, enunciaremos algunas de estas propiedades y demos-
traremos tres.

Consideremos los numeros a, by c. Supondremos que todos los divisores son distintos de 0
y que las divisiones planteadas son exactas.
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Directamente de la definicién obtenemos:
Propiedad1 (a:b)-b=a
Propiedad2 (a-b):b=a

También es directo verificar que:
Propiedad3 a:1=a
Propiedad4 a:a=1
Propiedad5 0:a=0

Las siguientes propiedades dicen que la division es distributiva a la derecha con respecto a
la sumay ala resta.

Propiedad 6 (a+b):c=(a:c)+(b:c)
Propiedad 7 (a-b):c=(a:c)-(b:c)

Antes de demostrar la Propiedad 6 de manera general, consideremos un ejemplo. Visualice-
mos mediante un arreglo que (14 + 21): 7=14:7 + 21 : 7. Para ello, observemos la Figura I11.43:

Figura I11.38.

La cantidad total de filas que forman el rectdngulo grande es la suma del niimero de filas del
primer rectangulo con el ntimero de filas del segundo rectdngulo. Asi, se tiene que:

35:7=(14+21):7=14:7+21:7
Para el caso general, observemos que sia: ¢=kyb: c =k, por definicién de divisién llegamos a:
a=k-cyb=k"-c

Luego, si sumamos a y b, por la distributividad de la multiplicacién con respecto a la suma,
se tiene que:

a+b=k-c+kc=(k+k)c
Nuevamente, por la definicién de division, llegamos a:
(@+b):c=k+k‘=(@:c)+(b:c)

La demostracién de la Propiedad 7 se puede realizar de manera similar, usando en este caso
la distributividad de la multiplicacién con respecto a la resta.
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Para pensar

;Qué sucede con la distributividad por la izquierda de la divisién con respecto a la
suma o a la resta?

Otras propiedades que resultan de utilidad son las siguientes:
Propiedad8 a-(b:c)=(a'b):c
Propiedad9 a:(bc)=(a:b):c
Propiedad 10 a:(b:c)=(a:b)c
Propiedad 11 a:b=(a-c):(b-c)

Demostremos la Propiedad 8. Si b : ¢ = k, tenemos que b = ¢ - k. Por las propiedades asociativa
y conmutativa de la multiplicacién, se obtiene:

(@-b):c=(@-c-k):c=(a-k)-¢):c
Ahora, por la Propiedad 2 de la divisidn, se tiene que:
((a-k)-c):c=a-k=a-(b:c)
Y, porlo tanto, (a-b):c==a- (b:c).

Las demostraciones omitidas quedan propuestas como ejercicios para el lector.

En resumen

Existen al menos dos intuiciones bésicas de la division: repartir equitativamente y agrupar
elementos.
La divisién exacta se define como la operacion inversa de la multiplicacion: dados tres
numeros a, by g, tenemos:

a:b=g,siysolosia=b-q
Al repartir equitativamente o al agrupar en partes iguales, pueden quedar elementos sin
repartir o agrupar. La cantidad de elementos que sobra se denomina resto de la division.
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Ejercicios

1. Laimagen muestra un grupo con 20 palos de helado y 4 vasos.

s ——
__“——_:_‘—'a‘”c_:__:c-:_"“cz:——;f_:
:————-’c::_—_ZJC’_——___.::

a. Proponga una situacion, usando este material, en que se aborde el significado de la divisién

como reparto equitativo.

D. Proponga una situacion, usando este material, en que se aborde el significado de la divisién
formando grupos con la misma cantidad de objetos.

2. Describa el significado que adopta la divisién en cada uno de los siguientes problemas.

N

/Problema A A Problema B: h
Don Miguel va a plantar 24 matas Don Miguel recogid 24 lechugas de
de tomate en su huerta. El desea su huerta. El las desea poner en es-
plantarlas en filas como la siguiente. tos canastos.

PRELLS | TETw
iﬂi iﬂi iﬂi iﬂi iﬂi iji ¢Cuéntas lechugas debe poner en
¢Cuantas filas deberd formar? cada uno, para que los canastos ten-
) \gan igual cantidad? )

3. Calcule el resultado de las siguientes expresiones usando las propiedades de la division.

2. (4.088 +12.480):4 =

b. (99.321:3) - (9.321:3) =
C. (453.678:334)-334 =

d. (143.657 - 265) : 265 =

e. (348-18):9 =

f. 12.600:(3-7) =

0. 3.534.125:5 =
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2.2 Estrategias de calculo mental para dividir

Las técnicas de calculo mental que se pueden usar para calcular divisiones, al igual que en
la multiplicacién, provienen de las combinaciones multiplicativas bdsicas, de las caracteristicas
del sistema posicional en base 10 y de las propiedades de la division. El trabajo con este tipo de
técnicas es necesario para comprender la utilizacion del algoritmo usual de la division.

Las combinaciones multiplicativas bésicas establecen una relacion entre tres niumeros. Por
ejemplo,4-5=20,20:4=5y20:5=4. Estas ternas de nimeros se denominan trios multiplica-
tivos.

Asi, la memorizacion de las tablas de multiplicar no solo es una herramienta que nos per-
mite calcular multiplicaciones, sino que también permite calcular divisiones. Por ejemplo, para
calcular 42 : 7 no es necesario usar un algoritmo de divisién, basta con pensar en un niimero que
multiplicado por 7 dé como resultado 42. Esto es:

42:7=7>7-7=42

Aligual que en la multiplicacion, se puede extender el uso de las combinaciones multiplica-
tivas a las decenas, centenas, unidades de mil, etc. Asi ,por ejemplo, si se quiere calcular 420: 7,
basta con recordar la combinacién 42 : 7 = 6 y pensar en la combinacion extendida 7 - 60 = 420,
con lo que se obtiene el resultado 420 : 7 = 60.

También se pueden calcular divisiones entre potencias de 10, por ejemplo:
1.000: 10 =100
1.000:100 =10

Notemos que, como el 10 es la base del sistema de numeracion, al dividir potencias de 10
entre si bastara con eliminar tantos ceros como tiene la potencia que corresponde al divisor.

Lo mismo ocurre cuando dividimos un mtltiplo de una potencia de 10 por otra potencia de
10. Por ejemplo:

450:10=45
4.500: 10 =450
4.500:100 = 45
45.000: 100 = 450

A continuacion, veremos algunos ejemplos de otras estrategias para el calculo mental de
divisiones y multiplicaciones

126:6=(120:6) + (6: 6) = 20 + 1 = 21, usando una descomposicién aditiva y la Propiedad 6.
1.700: 4 = (1.700: 2) : 2 = 850 : 2 = 425, dividir por 4 corresponde a dividir dos veces por 2.

147 -5=(147-10): 2 = 1.470: 2 = 735, multiplicar por 5 corresponde a multiplicar por 10 y dividir
por 2.

34-25=(34-100):4 =3.400:4 = 1.700 : 2 = 850, multiplicar por 25 corresponde a multiplicar por
100y dividir por 4.
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En resumen

Existen variadas estrategias de célculo mental que permiten encontrar el resultado de
una division. Estas se basan en: el manejo de las combinaciones multiplicativas bésicas y
sus extensiones, las caracteristicas del sistema de numeracién decimal y las propiedades
de la division.

Ejercicios

1. Calcule mentalmente las siguientes divisiones.

a. 3.600: 100
D. 77.000: 100
C. 521.000: 10°

2. Martin calcula 4.800 : 5 mentalmente y sefiala: “Es 480 y luego calculo el doble de 480, que
es 960... el resultado es 960”. Explique en qué se basa el procedimiento de Martin.

3. En una librerfa venden un paquete con 10 cuadernos en $4.230. Javier quiere comprar
solo un cuaderno, entonces el vendedor de la librerfa utiliza su calculadora para resolver
4.230 : 10. Una vez que efectia el cdlculo, le responde a Javier que cada cuaderno cuesta
$423. ;Qué proceso debia haber seguido el vendedor para calcular el precio del cuaderno
sin la calculadora? Explique su respuesta.

2.3 El algoritmo usual de la division

El algoritmo usual de la divisién es mds complejo que los de la suma, la resta y la multi-
plicacién, y para su comprension se requiere de mayor explicacion que en el caso de las otras
operaciones. Sin embargo, al igual que los otros algoritmos, también estd basado en la notacién
posicional. En esta seccién presentamos el algoritmo de la divisién partiendo de los casos méas
simples, hasta llegar al algoritmo general.

Division por una cifra

Para divisiones de un niimero de una o dos cifras por un niimero de una cifra, el algoritmo se
basa en el conocimiento de las tablas. Por ejemplo, consideremos 35 : 7. Nos preguntamos ;por
qué numero debo multiplicar 7 para alcanzar 357 Esta pregunta hace muy explicita la relacién
entre division y multiplicacién como operaciones inversas. Como este ntimero es 5, escribimos:

35:7=5

Este primer nivel de la divisién puede practicarse antes que el algoritmo usual de la division,
ya que solo se requiere el dominio de las tablas de multiplicar.
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Cualquier niimero puede ser dividido por 7 o por cualquier otro niimero, aunque no siempre
el resultado serd exacto. Por ejemplo, si queremos dividir 33 por 7, entonces aparece la primera
dificultad del algoritmo, ya que para responder la pregunta ;cudntas veces cabe 7 en 337 es preciso
hacer una estimacion.

Vemos que 7 - 5 = 35, lo cual excede al dividendo que es 33. En términos concretos, si solo
contamos con 33 dulces no podemos entregar 5 dulces a cada uno de los 7 nifios. Sin embargo, st
podemos dar 4 dulces a cada uno, pero nos sobraran 5. Escribimos:

33:7=4 33:7=4
-28 o también 5/
S

Decimos que el resultado de dividir 33 por 7 es 4, con resto 5. Recordemos que este resto debe ser
menor que el divisor, independientemente de cudl sea el dividendo.

Para pensar

¢ Cudles son los restos posibles si dividimos un ntimero por 77, ;y si lo dividimos por
2?, ;y por 157

Si el dividendo es un ndmero mayor, que escapa de los resultados directos de las tablas de
multiplicar, aparece una nueva dificultad.

Pensemos ahora que tenemos 341 dulces y queremos repartirlos equitativamente entre
7 nifios. Podemos empezar a repartir de 1 en 1 los dulces, pero claramente esto no es muy eficien-
te. Repartamos 10 dulces a cada nifio. De esta forma, habremos repartido 70 dulces y nos quedan
aun 271 por repartir. Registremos este proceso de la siguiente forma:

341:7=10

- 70
271

Repartamos ahora 20 dulces, mds a cada nifio y registremos el proceso en el mismo esquema:

341:7=10+20
- 70

271
- 140

131

Como nos quedan 131 dulces, no podemos repartir 20 dulces nuevamente a cada nifio, entonces
probemos con 15:
341:7=10+20+ 15
- 70
271
- 140
131
- 105
26

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division

169



170

Aun quedan 26 por repartir, por lo que podemos entregar 3 dulces mds a cada nifio. De esta
forma, se tiene:

341:7=10+20+15+3=48
- 70
271
- 140
131
- 105
26
- 21

5

Asi, cada nifio recibi6 10 + 20 + 15 + 3 = 48 dulces, y quedaron 5 dulces sin repartir. Se tiene
que 341 dividido por 7 es igual a 48 y sobran 5. Lo que se puede escribir como: 341 =7 -48 + 5.

Podemos hacer mas eficiente este proceso buscando los productos entre 7 y las potencias de
10. Si repartiéramos 100 dulces a cada nifio, utilizariamos 7 - 100 = 700 dulces, es decir, més de los
que queremos repartir. Consideremos entonces 7 por los multiplos de 10, es decir, por 10, 20, 30,
40, 50... Asi, se tiene que 7 - 40 = 280 es el multiplo menor més cercano a la cantidad que se quiere
repartir, pues 7 - 50 = 350. Entonces, se tiene:

341:7=40
- 280
61

Consideremos ahora las combinaciones multiplicativas basicas relacionadas con 7. Como
7 - 8 = 56, entonces se pueden repartir 8 dulces mas a cada nifio, de tal forma que:

341:7=40+8=48
- 280

61
- 56

Sy

Observemos que, en el procedimiento efectuado, se buscan los productos de 7 por las poten-
cias de 10 que mas se acercan al dividendo. Esto hace que los sumandos en el cociente se puedan
componer candénicamente, esto es: 40 + 8 = 48. Si utilizamos una tabla de valor posicional para
escribir el procedimiento, se puede establecer que:

D
341:7=1.4 | 8
- 280
61
- 56
5
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Como 40 es igual a 4 decenas, se puede abreviar escribiendo solo 4 en la posicién de las dece-
nas del cociente. En el siguiente paso, como 7 - 8 = 56, escribimos 8 en la posicién de las unidades
y sobran 5 dulces.

Podemos sintetizar el procedimiento anterior de la siguiente manera, para calcular 341: 7
con el algoritmo de la divisién, debemos mirar las cifras del dividendo de izquierda a derecha y
separar, mediante una comilla, el menor niimero que supera a 7. En el ejemplo, escribimos:

341:7 =

Entonces, haciendo caso omiso del 1, nos preguntamos ;cuantas veces cabe 7 en 34?7 Obser-
vemos que, al hacer esto, se tiene una division en la que solo debemos conocer las tablas. En este
caso habrd un resto. Luego, “bajamos” el 1, lo que nos da:

341:7=4
-2 8
61

Y procedemos a dividir 61 por 7. Nuevamente, debemos recurrir a las tablas de multiplicar. Vemos
que 7 cabe 8 veces en 61, porque 7 - 8 = 56, y sobran 5. Escribimos:

34 1:7=48
-2 8
61
-56
5

Este procedimiento se puede abreviar atin mds, si no se registran las restas:

34 1:7=48
61
5

La curiosa comilla que usamos para marcar el dividendo no es otra cosa que escribirlo como
341 =340 + 1 y decir: “Tenemos 34 decenas que debemos dividir por 7. Observemos que al poner
la comilla hemos determinado la descomposicion adecuada del dividendo, pero esto queda oculto
en el algoritmo, nunca explicitamos que estamos dividiendo 34 decenas por 7, solo decimos 34
dividido por 7 es 4 y sobran 6. Pero ese 4 es en realidad 4 decenas y el 6 corresponde, también, a
6 decenas.

Esas 6 decenas equivalen a 60 unidades, las que se deben reunir con la unidad que habiamos
separado en el primer caso, es decir, “bajar el 1” no es sino reunir las unidades con las dece-
nas que sobraron en el primer reparto. Nos quedan ahora 61 unidades a repartir entre 7 gru-
pos. Esto nos da 8 unidades para cada grupo y sobran 5. En total, a cada grupo le corresponden
4 decenas y 8 unidades, o sea, 48.
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Division por dos o mas cifras

El algoritmo es similar, solo que tiene mayor grado de dificultad porque debemos hacer esti-
maciones y redondeos que escapan a las combinaciones multiplicativas basicas.

Por ejemplo, calculemos 745 : 21 usando restas sucesivas. Comencemos con multiplos de 10,
ya que 21 - 100 = 2.100 excede al dividendo. Tenemos que 21 - 10 = 210, y restando:

745:21=10
- 210
535

Consideremos ahora repartir 20 de una vez, en este caso se tiene:

745:21 =10+ 20
- 210

535
- 420

115

Claramente, si ahora repartiéramos 10, necesitarfamos una cantidad mayor a la que tenemos
disponible de la tltima resta. Sabemos que 20 - 5 = 100, asi que repartimos 5 de una vez:

745:21=10+20+5
- 210

535
- 420

115
- 105

De esta forma, se tiene que el cociente es 35y el resto 10.

Resolvamos la misma division eligiendo mejor los cocientes parciales. Consideremos pri-
mero los productos de 21 con el maximo muiltiplo de 10, que no exceda al dividendo. Restamos
21-30 =630, ya que 21 - 40 = 840 es mayor que 745. Luego quedan 115. Elegimos la mayor unidad
que multiplicada por 21 no exceda a 115, es decir, 5:

745:21=30+5=35
- 630
115
- 105
10,
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Al igual que en el apartado anterior, esta estrategia permite componer directamente el co-
ciente: 30 + 5 = 35. Podemos expresar la division en forma resumida incorporando el uso de
comillas, para indicar la descomposicion del dividendo que se estd considerando en cada paso.
De esta forma, se tiene:

74 5:21=35
115
10/

Para utilizar este algoritmo resumido, se observan las cifras del dividendo de izquierda a dere-
chay se separa, mediante una comilla, el menor niimero que supera a 21. Ahora, nos preguntamos:
scudntas veces cabe el 21 en 74? Esta respuesta no la encontramos en las tablas de multiplicar
que hemos estudiado. Para responder a ello, debemos realizar una estimacién. Veremos, a conti-
nuacion, algunas estrategias para realizar este tipo de estimaciones.

Estimacion en el uso del algoritmo de la division

Una estrategia es truncar el divisor y estimar la cantidad de veces que estd contenida la
primera cifra de este en las primeras cifras del dividendo. Por ejemplo, para calcular 134 : 32,
podemos considerar solo las decenas de 32 y preguntarnos cudntas veces cabe 3 en 13. Como
la respuesta es 4, probemos calculando el producto 4 - 32 y veamos si es menor que 134. En este
caso, 4 - 32 es 128. Si hubiéramos elegido 5, tendriamos que 5 - 30 = 150, es decir, sin considerar las
2 unidades del divisor, el valor ya es superior a 134. En esta estrategia, el nimero que obtenemos
puede ser mayor que el que corresponde escribir en el cociente, pero no puede ser menor.

Veamos otro ejemplo, 134 : 39. Nuevamente, estimamos la cantidad de veces que cabe 3 en
13, esto es 4 veces. Al calcular 4 - 39, obtenemos 156 que es mayor que el dividendo. El nimero
que buscamos es, entonces, 3.

En el caso 134 : 39, podriamos modificar la estrategia y redondear el 39 a 40. De esta forma,
nos preguntariamos ;cudntas veces cabe el 4 en 137, y la respuesta es 3. El producto 3 - 39 = 117
es el numero buscado.

La habilidad de estimar se va desarrollando con el estudio de todas las operaciones aritmé-
ticas. En el capitulo siguiente, abordaremos este tema con mayor profundidad.

La division por tres o mas cifras es similar a lo que hemos visto de la divisién por dos cifras.
Como no manejamos los multiplos de niimeros en ese &mbito, se hace necesario efectuar una
estimacion que permita ir calculando el cociente. No nos detendremos a analizar los detalles de
este caso.
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Ejercicios

1. Calcule las siguientes divisiones usando el algoritmo y escribiendo las restas sucesivas.

a. 564:3
D. 845:15

2. Observe los pasos usados para calcular 593 : 13.
593:13=4
Paso 1 - 52
7

59'3:13=45
-2
Paso 2 73
- 65
8

Responda las siguientes preguntas:
a. En el paso 1 ;qué significa el 4 en el cociente?, ;a qué corresponde el 52 que se escribe como
sustraendo?

D. En el paso 2, ;qué significa el 5 en el cociente?, ;qué significa el 8?

3. Elntumero 21 se puede expresar de las siguientes formas:
21=5-4+1021=6-4-3

Utilice la recta numérica para representar las dos expresiones aritméticas anteriores.

0 4 8 12 16 20 24 28

! ! ! ! ! TN
T T T T T —p

Observe que hay un multiplo de 4 a distancia 1 de 21 por la izquierda en la recta numérica y
otro a distancia 3 de 21 por la derecha. Utilice esta idea para justificar que es posible encon-
trar un multiplo de 15 a una distancia menor que 7 de cualquier niimero.

4. Explique cada paso del siguiente procedimiento:

593:13= 35
-39 +1
20 45
- 13
73
- 65
8

5. Calcule el cociente 5.643 : 124 explicando paso a paso el procedimiento que utilice.
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2.4 Dificultades y posibles errores en el uso del algoritmo de la division

Aplicar el algoritmo de la divisién requiere estimar productos, efectuar restas y registrar de
manera ordenada los pasos realizados. Esto hace que, en ocasiones, se cometan errores en su uso.
Veamos algunos ejemplos:

Cuando en el dividendo aparece un cero intermedio, puede suceder que se considere la cifra
siguiente al cero, sin escribir un cero en el cociente, por ejemplo:

O

O

V4

En este caso, la division de las centenas se realiza correctamente, sin embargo, al llegar a la
cifra de las decenas, no se escribe el resultado de dividir 0 por 4, y se pasa directamente a la cifra
de las unidades para continuar la divisién. Cuando el divisor es de dos cifras, podemos observar
el mismo error:

®

4 =12

SININ
®®

Otro error similar se produce cuando el resto en una de las restas parciales es cero y al con-
siderar la cifra siguiente, esta es menor que el divisor, por ejemplo:

8153 :.:6=119

-8
015
- &

75
-72

é

Lo mismo ocurre en divisiones por nimeros de dos cifras:

:21=256

ININ
@ EVENNTS)
Ao »
N OO O,

AN

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division

175



176

Otro error que se produce en el uso del algoritmo al dividir por dos cifras, tiene relacién con
el valor posicional de los digitos que forman el dividendo. Cuando estos digitos son iguales al
divisor, un error es dividir cada digito por separado sin considerar el valor posicional. Por ejemplo:

Figura II1.43.

En este caso, se separd 1.212 como 12y 12, se efectud la divisién por separado y se obtuvo 11
como cociente. Este error se produce generalmente cuando se tiene una nocién de los niimeros
como yuxtaposicion de digitos, sin considerar que la posicién que ocupa el digito determina un
valor. En el ejemplo, 1.212 = 1.200 + 12, por tanto, no es lo mismo dividir 1.200 por 12 que dividir
12 por 12.

Una dificultad que se presenta en el uso de la division por niimeros de dos o mas cifras es que,
en cada paso, debemos hacer una estimacion del valor aproximado del cociente, lo que a menudo
incluye un proceso de pruebay error. Por ejemplo, al dividir 3.714 : 75 separamos las tres primeras
cifras y decimos “cudntas veces cabe 75 en 371”. Hacemos una estimacion, debe ser un niimero
entre 4 y 5, pero no estamos seguros, debemos probar multiplicando 75 -4 =300y 75 - 5 = 375,
obteniendo que el cociente parcial es 4.

Las siguientes acciones pueden ayudar a evitar errores al trabajar con la division:

« Verificar el resultado obtenido calculando el producto entre el cociente y el divisor, y
sumando el resto. Si bien esta estrategia requiere hacer un célculo, realizar una multipli-
cacién entre dos niimeros es un proceso menos complejo que realizar una division.

« Estimar el resultado del producto entre el cociente y el divisor, y luego comparar dicha
estimacion con el dividendo. Esto nos permite detectar errores cuando la diferencia entre
el cociente obtenido y el correcto es significativa.

o Estimar el resultado de la division antes de resolverla, y tener un antecedente de lo que
deberia ser una respuesta correcta.

« Cuando la divisién estd asociada a un problema, es posible detectar errores evaluando
la pertinencia de la solucion obtenida. Por ejemplo, si el contexto es la estatura de una
persona, el resultado estard en un rango apropiado y no podria ser mayor que 3 metros.

2.5 La division y el material concreto

El trabajo con la division se puede apoyar con el uso de material concreto y representaciones
pictdricas. Para realizar repartos o agrupaciones es posible usar vasitos, cajas, palitos de helado y
fichas, entre otros. El dbaco y los bloques base 10 también pueden ser usados con este proposito.
En particular, el &baco también puede usarse para comprender el algoritmo de la divisién, ya que
explicita la caracteristica posicional del sistema de numeracién. Veamos algunos ejemplos usando
estos materiales.
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El abaco

Se puede utilizar el dbaco para ensefiar a dividir y deducir el algoritmo de la divisién por una
cifra. Si bien es posible usar el dbaco para realizar divisiones arbitrarias, su manejo requiere del
conocimiento previo del algoritmo y de mucha practica. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo
1) Calculemos 639 : 3.

Para encontrar el resultado de 639 dividido por 3, re-
presentamos el dividendo, en este caso, 639, y en cada
posicion agrupamos de acuerdo a la cantidad de ele-
mentos que indica el divisor, en este caso, 3.

L Sk
En la posicién de las centenas formamos dos grupos UM D U
de tres elementos cada uno y no queda ningun ele-
mento por canjear. En la columna de las decenas y unidades, se repite la misma
accion.

Para encontrar el cociente contamos el nimero de grupos formados en cada po-
sicién:

En las centenas, dos grupos.

En las decenas, un grupo, y en las unidades, tres grupos.

El cociente corresponde a 213.

2) Calculemos 314 : 2.

Para encontrar el resultado de 314 dividido por 2, re-
presentamos primero el dividendo, en este caso, 314, y
formamos grupos de acuerdo a las cifras que indica el
divisor, en este caso 2. i (g

Partimos por las centenas. Formo un grupo de dosele- || d =
mentos y queda una centena, la cual debemos canjear U ME D U
por diez decenas. '

l
El paso siguiente consiste en formar grupos de dos en -l
la posicién de las decenas. &
Formamos cinco grupos de dos y queda una decena que & 1L
[« D

debemos canjear por diez unidades.

Ahora, formamos grupos de dos en la posicién de las
unidades, y resultan siete grupos de dos elementos.

Para identificar el cociente, contamos el nimero de gru-
pos formados en cada posicion, es decir, 147.
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3) Calculemos 252 : 12,

Para encontrar el resultado de 252 dividido por 12,
debemos observar que el divisor tiene dos cifras,
por lo tanto, consideramos dos varillas en el ébaco,
de izquierda a derecha, en forma sucesiva.

Agrupamos de a uno en la posicion de las centenas
y de a dos en la posicién de las decenas, y obtene-
mos dos grupos en la posicion de las centenas y
dos en la posicion de las decenas.

Luego, consideramos la posicion de las decenas y las unidades. Como quedé un
elemento en la posicién de las decenas, repetimos la accién agrupando de a uno
en la posicién de las decenas y de a dos en la de las unidades.

Al observar las agrupaciones, identificamos que en el primer paso logramos formar
dos grupos y en el segundo, uno. Entonces, el cociente es 21.

Bloques base 10

Podemos utilizar los bloques base 10 para efectuar divisiones por reparto.

Ejemplo

Numeros - REFIP

Encontremos el resultado de 456 : 2.

Representamos 456 con 4 bloques de 100, 5 barras de 10y 6 cubitos de 1.
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CAPITULO

3

La multiplicacion y la division

Ahora repartimos equitativamente los bloques:

nlml el sumnnsnnEn

inlmlm

Nos queda por repartir una barra de 10. La canjeamos por 10 cubitos, y repartimos 5

en cada recuadro.
O
O
[/

Contando los bloques en cada recuadro, tenemos que 456 : 2 = 228.

Ejercicios de la seccion

1. Plantee un problema de divisién con la siguiente informacién:

\nlulull sunnnnEnEn
\nlulnlelall sunsnnsnnn)

\nlulnlelall sunsnnsnnn)

a. 200 metros de tela, 10 trozos de tela del mismo tamario.
D. 84 14minas, 4 nifios.
C. 80 nifios, 10 nifios por fila.

d. 640 litros, 20 litros por envase.
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2. Plantee un problema que se pueda representar con los siguientes diagramas.

80 pelotas
a.
[ 2]
250 hojas de papel
b 50 hojas ‘ 50 hojas 50 hojas
- v
—~—
¢;Cantidad de paquetes?
600 melones
? ?
C.
- v
—~—
12 cajas

3. Resuelva los siguientes problemas. Interprete el resto de la division, en caso de que se pro-

duzca.

a. Fernanda debe pagar $35.000 en 7 cuotas iguales sin interés. ;Cudl es el valor de cada cuota?

D. Se tienen 25 litros de jugo para repartir en botellas de 2 litros. ;Cudntas botellas se podran

llenar?

C. Juan compra una lavadora en $330.000 y la tienda le ofrece pagar en cuotas mensuales, sin

interés, del mismo valor, $15.000. ;Cudntos meses demorard en pagar la lavadora?

(. 4 personas ganaron un premio de $350.000, si se lo reparten en partes iguales ;Cudnto dine-
ro le toca a cada una?

4. Observe la siguiente tabla y formule un problema con los datos de cada fila. Considere que

x representa la incégnita del problema.

Cantidad total de Cantidad de elementos Cantidad de paquetes
elementos por paquete

300 cuadernos X 6
850 folletos 50 folletos X
288 lapices 12 lapices X

X 30 yogures 82

X 24 discos 320
90 rosas X 6
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5. Complete los espacios en blanco e indique la propiedad de la multiplicacion o de la division
que utiliza.

a. 562 =562

h.1.. =0
C.34-(20+__ )=680+1.360
d. 78-54=54-

€.5400: _— =10.800:6

6. Indique en qué casos la igualdad es verdadera. Justifique su respuesta usando las propieda-
des de la multiplicacién y la division.

a.45:1=45-1
h. 435 (827 + 256 ) = (435 - 827) + 256
C. 2.340:(12-3)=(2.340:12) -3
/. Resuelva mentalmente cada division, luego escriba el procedimiento que aplicé.

a. 2.500: 25
D. 35.000: 700
C. 85.000: 850

8. Observe el siguiente procedimiento:

:7=700+40+7

|
ING)
N OO N
2OPWO W

ENSEN N

Ol

/

a. Expliquelo.
D. ;Qué relacidn hay entre el procedimiento anterior y el algoritmo usual de la divisién?

C. Calcule 9.362 : 6 usando el procedimiento anterior.

9. Encuentre el valor de a en cada una de las siguientes divisiones:

15a3%:9=175 58a:7=6a a073:22=2a
6g 2a 12;

15) 2 173

%/ / 1%/
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10. Observe el procedimiento que se utilizé para calcular 2.451 : 82.

2451-5620=163"1 10
1631-8620= &11 10
511-410= 401 5
401-240= 155 o
155- &2-= 73 +1

29

Cociente:29.Resto 7 3.

a. Explique el procedimiento anterior.

b. ;Qué relacion tiene con el algoritmo usual de la divisién?

11. Calcule las siguientes divisiones usando el procedimiento anterior.

d. 453:6
h. 6.352:12
C. 52.632:350

12. Describa el error en cada procedimiento de division:

40 4=12 2502 :12=256 56 :22=44
00 102

5 :
&) O/

Y Y
13. En una prueba de Matematica una profesora incluye la siguiente division:
5.602:7 =

a. Anticipe qué error podrian cometer los estudiantes al resolverla.

b. Explique cdmo calcularla mentalmente.

14. Para calcular la division 783 : 2, un estudiante procede partiendo de las unidades, como en
el algoritmo de la multiplicacién. Observe el procedimiento:

’

P

NN,

8%.2=350
81
0

X

a. 4Cudl es el error en el procedimiento anterior? Explique su respuesta.

b. ;Qué resguardo tendria que tener el estudiante para que el procedimiento anterior lo llevara
al resultado correcto?
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3. Situaciones multiplicativas

Las situaciones multiplicativas son tipos de problemas simples cuya resolucién involucra
multiplicaciones y divisiones. Estos problemas permiten contextualizar las distintas interpreta-
ciones que hemos estudiado para estas operaciones, tales como: repetir un grupo de elementos,
reparto o agrupacion de elementos, combinaciones, etc. Al igual que en las situaciones aditivas,
el uso de diagramas de barra permite hacer la transicién del problema con contexto a su formu-
lacién matematica y, con ello, determinar las operaciones que permiten resolverlo.

Existen varias formas de clasificar las situaciones multiplicativas, a partir de las cuales se
pueden formular distintos problemas. No es conveniente traspasar estas categorias a los nifios y
las nifias, pues son una herramienta para el docente. En esta seccién abordaremos cuatro tipos
de situaciones multiplicativas:

« Agrupacién y reparto equitativo.
« Proporcionalidad directa.
» Comparacion multiplicativa.

e Combinaciones.

Agrupacion y reparto equitativo

Corresponde a aquellos problemas en que interviene una cantidad total de elementos que
estdn repartidos o agrupados en grupos con la misma cantidad. Cuando se desconoce la canti-
dad total de elementos, estos problemas se resuelven con una multiplicacion, mientras que si la
cantidad desconocida es el numero de grupos o la cantidad de elementos que hay en cada grupo,
se resuelven con una division.

Problema 1

El curso de Victor recibe 8 cajas de ldpices y en cada caja vienen 6 ldpices. ;Cudntos
ldpices recibe el curso de Victor?

En este problema se conoce el nimero de grupos y la cantidad de elementos por grupo, y se
desconoce la cantidad total de elementos. La operacién que resuelve el problema es una multi-
plicacién. Un diagrama que permite representarlo es el siguiente:

;Total?
6 | 6 | 6 | 6| 6] 6| 6|6

Figura II1.39.

A partir del problema anterior, se pueden formular los dos problemas, de agrupacién y repar-
to, que se resuelven con una division.
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Problema 2

El curso de Victor recibe 48 ldpices. Los ldpices vienen en cajas de 6 lapices cada una. ;Cudntas
cajas recibe el curso de Victor?

A diferencia del problema anterior, en este se conoce el total de los elementos y el niimero
que tiene cada grupo. La cantidad desconocida corresponde al numero de grupos. Este tipo de
problemas corresponde a la interpretacion de la divisién como agrupacién de objetos. Un diagra-
ma de barras que lo representa es el siguiente:

48
6 6 6
- —— v
Cantidad de cajas
Figura II1.40.

Problema 3

El curso de Victor recibe 48 ldpices. Los ldpices vienen en 8 cajas con igual nimero de ldpices
cada una. ;Cudntos ldpices tiene cada caja?

La cantidad desconocida en este problema es la cantidad de elementos por grupo, y los
datos son el total de elementos y la cantidad de grupos. Este tipo de problemas corresponde a la
interpretacion de la divisién como reparto equitativo. Un diagrama de barras que representa el
problema es:

e 222 2] 2] 2]

Figura Il 41.

En los problemas de divisién es indispensable sefialar que el reparto o la agrupacion se hard
en partes iguales o en forma equitativa. En el ejemplo sefialamos que en cada caja hay el mismo
numero de ldpices. Si no se entregara esta informacion, podrian presentarse diferentes respuestas,
una de ellas puede ser: 4 cajas con 10 lapices y 4 cajas con 2 lapices.

Otro tipo de diagrama que permite representar las situaciones de agrupamiento y reparto
equitativo es el de conjuntos:

Figura II1.42.
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A continuacién, mostramos algunos ejemplos de situaciones que permiten plantear proble-
mas de agrupamiento y reparto equitativo:

o Paquetes de 4 velas cada uno.

« Floreros con 12 flores cada uno.

« Paneras con 6 panes cada una.

« Bandejas con 10 empanadas cada una.

« Sobres con 5 ldminas cada uno.

o Cajas con 3 pafiuelos cada una.

o Cuadrados de un tablero de juego.

« Botellas de bebida en una caja.

 Butacas en un cine.

» Huevos en una bandeja.

¢ Ventanas de un edificio.

Proporcionalidad directa

En estos problemas se establece una correspondencia entre dos cantidades variables x e
¥, a través de una multiplicacion por un niimero constante k, lo que se expresa como: y = k - x.
Veremos, a continuacion, algunos ejemplos. En el Capitulo IX estos problemas seran abordados
en mayor profundidad.

Problema 1

En una pasteleria un pastel cuesta $300. ;Cudnto se debe pagar si se compran 6
pasteles?

En este problema, una cantidad es el numero de pasteles y la otra es el costo. Con esta
informacién se puede construir la siguiente tabla:

Ntmero de pasteles Costo
1 pastel $300

2 pasteles $600

3 pasteles $900

4 pasteles $1.200

5 pasteles $1.500

6 pasteles $1.800

Tabla ITL7.

Se establece una correspondencia, de 1 a 300, entre la cantidad de pasteles y la can-
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tidad de dinero que se debe pagar por la compra. El valor a pagar varia proporcional-
mente respecto del nimero de pasteles que se compran. Una forma de presentar esta
relacion es la siguiente:

1 pastel — $300

6 pasteles —» $

Figura II148.

Este problema se resuelve con la multiplicacién 300 - 6.

A partir del problema anterior, se pueden formular dos variantes:

Problema 2

En una pasteleria un pastel cuesta $300. ;Cudntos pasteles se pueden comprar con
$1.800?

En este caso, la cantidad desconocida es el nimero de pasteles que corresponden a
una cantidad de dinero dada. El problema se resuelve con la divisién 1.800 : 300.

1 pastel —  $300

pasteles —>»  $1.800

Figura II1.49.
Problema 3
En una pasteleria, por 6 pasteles se pagan $1.800. ;Cudl es el precio de un pastel?

La cantidad desconocida es el precio de un pastel. El problema se resuelve con la
division 1.800 : 6.

1 pastel — $

6 pasteles —»  $1.800

Figura IIL50.

Para pensar

Hasta el momento, hemos revisado situaciones de agrupamiento y distribucién
equitativa, y las situaciones de proporcionalidad directa. ;Qué relacién se podria
establecer entre ambos tipos de situaciones?, ;se puede decir que las de proporcionalidad
directa son de agrupamiento o distribucién equitativa o viceversa?
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Algunas situaciones que permiten plantear problemas de proporcionalidad directa son:
 Una campaila de salud, en la que cada participante visita 6 familias.

« La confeccién de delantales con 5 botones.

« Una fabrica donde se producen 50 vasos cada 4 horas.

 Un enfermo que debe tomar 3 pastillas, 3 veces al dia.

« Una estufa a parafina que consume 2 litros de parafina cada 6 horas.

« Un intercambio de objetos de diferente valor. Por ejemplo: una estampilla extranjera por
4 dolares o 1 lamina escasa por 10 laminas faciles de encontrar.

« Un dibujo cuyas medidas se duplican o se triplican para agrandarlo.
« Unareceta con ingredientes son para 6 personas que se quiere preparar para 3 personas.
« Una convivencia donde se parte cada queque en 20 tajadas.

Las situaciones de proporcionalidad directa son numerosas en la vida diaria, pero debemos
estar alerta para delimitar en cada una de ellas el rango en que la variacién proporcional es valida.
Asi, por ejemplo:

« Un atleta que corre un circuito en 3 minutos, después de un tiempo se fatigard y aumen-
tard el tiempo que emplee en hacer este recorrido.

o Un enfermo que toma un remedio puede experimentar mejoria y requerir una dosis dife-
rente después de unos dias.

o El precio de un articulo puede disminuir, si se compra al por mayor.

Comparacion multiplicativa

En este tipo de problemas se comparan dos cantidades a través de un cociente. En el enun-
ciado intervienen las cantidades que se estan comparando (una como referente y la otra como
cantidad comparada) y un niimero que cuantifica la relacién de comparacion. Estos problemas
se tratardn en mas detalle en el Capitulo IX.

Se pueden encontrar dos tipos de problemas de comparacién multiplicativa.

Problema 1

Eugenio tiene 30 ldminas y Marcelo tiene 3 veces la cantidad de ldminas que tiene
Eugenio. ;Cudntas ldminas tiene Marcelo?

En este problema se conoce una de las cantidades que se estd comparando y el ntime-
ro correspondiente a la relacion de comparacién. En este caso, el problema se resuelve
mediante la multiplicacion 3 - 30. El planteamiento puede variar considerando como
cantidad desconocida la mayor.
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Problema 2

Eugenio tiene 30 laminas y Marcelo tiene 90 ldminas. ;Cudntas veces la cantidad de
laminas que tiene Marcelo tiene Eugenio?

La cantidad desconocida, en este caso, es el nimero correspondiente a la relacién de
comparacion. El problema se resuelve con la divisién 90 : 30.

Algunas situaciones que permiten plantear problemas de comparacién multiplicativa son:
« Dos personas que recorren una distancia.

« Dos envases que se llenan con algtn liquido.

o Dos amigos que ganan premios.

« Dos candidatos que compiten en una eleccion.

« Dos equipos de jugadores que marcan puntos.

« Dos personas que reciben un sueldo mensual.

« Dos peliculas en cartelera y el nimero de personas que las ve en un dfa.

« Dos tipos de refrescos que se venden en un restaurante.

Combhinaciones

Este tipo de situaciones corresponde al significado de la multiplicacién como combinacién
de objetos. En los problemas intervienen dos categorias de elementos que se combinan. De esta
forma, con los elementos se pueden formar pares ordenados que representan todas las posibles
combinaciones.

Se pueden formular dos tipos de problemas de combinaciones.

Problema 1

En una heladeria hay 4 sabores de helado para vender: frutilla, vainilla, chocolate y
pistacho. Ademds, hay dos tipos de agregado: chispitas y perlitas. Si se puede elegir un
sabor y un agregado, ;cudntas combinaciones diferentes se pueden hacer?

En este problema, la cantidad desconocida es el niimero de combinaciones que se
pueden formar con las cantidades de elementos disponibles en ambas categorias, es
decir, el nimero de pares ordenados que representan las combinaciones posibles. En
este caso, el problema se resuelve con la multiplicacién 4 - 2.
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Problema 2

En un almacén, eligiendo un sabor y un agregado, hay 8 combinaciones diferentes de
helados. Si los sabores son: frutilla, vainilla, chocolate y pistacho, ;cudntos tipos de
agregados tienen en el almacén?

La cantidad desconocida es el numero de elementos correspondiente a una de las
categorias con las que se forman las combinaciones. En este caso, el problema se re-
suelve con la divisién 8 : 4. Una variacion de este tipo de problemas se puede plantear
considerando como cantidad desconocida la otra categoria; en el ejemplo anterior,
la cantidad de sabores.

Algunas situaciones que permiten plantear problemas de combinaciones son:

« Sandwiches con 3 tipos de pan (hallulla, molde y marraqueta) y 4 tipos de relleno (manjar,
mermelada, queso y paté).

« Globos que resultan de combinar 3 formas (salchicha, conejo y redondo) y 5 colores (azul,
verde, rojo, amarillo y morado).

» Nombres de personas que se pueden formar con 5 nombres y 4 apellidos distintos.
o Menti con 3 entradas, 3 platos de fondo y 2 postres.
« Helados de 3 sabores que se pueden armar eligiendo de una variedad de 6 sabores.

« Helados de 3 sabores que se pueden armar eligiendo de una variedad de 6 sabores, sin
repetir un sabor.

En resumen

Las situaciones multiplicativas, que incluyen tanto problemas de multiplicacion como
de division, tienen como propdsito favorecer que los niflos y las niflas conceptualicen
diferentes interpretaciones de estas operaciones. Entre las situaciones multiplicativas
podemos mencionar:

 Agrupaciones y reparto equitativo.

« Proporcionalidad directa.
o Comparacion multiplicativa.

« Combinaciones.

Capitulo Ill: La multiplicacion y la division 189



190

Ejercicios

Resuelva los siguientes problemas e indique a qué tipo de situacion multiplicativa corres-
ponden.

a. En una fabrica producen 20 camisas cada hora. Si trabajan 8 horas diarias, ;cudntas camisas
pueden fabricar en un dia?

D. En un evento escolar participaron 340 nifios. Para sentarlos se organizaron en filas con el
mismo nimero de nifios en cada una. ;Cuédntos nifios hay en cada fila si se formaron 20?

C. En una caja de chocolates se disponen 5 filas con 10 chocolates en cada una. ;Cudntos cho-
colates hay en la caja?

(. Eugenio lee, aproximadamente, 15 palabras por segundo. ;Cudntas palabras lee, aproxima-
damente, por minuto? ;Y si leyera una hora?

€. En una pasteleria quieren exhibir los alfajores que elaboraron en 6 bandejas. Si tienen 120
alfajores, ;cuantos deben poner en cada bandeja para que todas queden con la misma can-
tidad?

f. Enun colegio organizaron una rifa, donde cada curso debia vender 20 listas con 20 niimeros
cada una. En el colegio hay 18 cursos y el valor de cada niimero es de $150. ; Cudnto dinero
recolectaran si se venden todos los niimeros?

Problemas que combinan situaciones multiplicativas y/o aditivas

La resolucion de problemas es un elemento central del curriculum escolar, el cual sefiala que
es tanto un medio como un fin para lograr una buena educacion matematica. Resolver proble-
mas matemadticos permite darle sentido al trabajo con operaciones y desarrollar la capacidad de
abstraer y la capacidad de modelar matematicamente una situacién de contexto. Por lo anterior,
un profesor debe ser capaz de resolver y plantear problemas que resulten interesantes para los
estudiantes, que vayan mas alld de un simple célculo con contexto y que permitan conectar las
cuatro operaciones aritméticas.

A continuacion, se discutirdn algunos problemas que requieren mds de una operacion para
encontrar su solucion. Este tipo de problemas permite desafiar a los estudiantes, desarrollar ha-
bilidades matematicas y verificar que pueden usar mas de una forma para resolverlos. Para apo-
yar su resolucion se utilizaran diagramas de barra que, al igual que en las situaciones aditivas o
multiplicativas, utilizan barras de ancho fijo que se yuxtaponen para representar los datos del
problema y las relaciones entre ellos. Es importante mencionar que se pueden usar distintos tipos
de diagramas para representar la informacién que proporciona un problema, pero, en este caso,
hemos usado los diagramas de barra.
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Problema 1

Jorge compra una caja de ldpices que cuesta $785 y un cuaderno que cuesta $650. Al
pagar con $2.000, ;cudnto recibe de vuelto?

En este problema se combinan dos situaciones aditivas. Un diagrama que permite
representar el problema es el siguiente:

2.000
785 650 ;Vuelto?

Figura IIL.46.

En el diagrama se han dibujado una barra que corresponde al dinero con que se paga la
compra y tres barras mas pequefias que representan el precio del cuaderno, el precio de la caja de
lapices y el vuelto. Una forma de resolver el problema es sumar el precio de los productos y luego
restar dicha cantidad al dinero con que se paga la compra. De esta forma, se tiene:

Vuelto recibido = 2.000 — (785 + 650)

Calculando la suma, encontramos el total de la compra: 785 + 650 = 1.435. Y restando esta
cantidad al dinero con que se paga, se tiene: 2.000 — 1.435 = 565, que corresponde al vuelto.

Otra forma de resolver el problema es a través de dos sustracciones, esto es quitamos a la
cantidad de dinero que tiene Jorge el precio de la caja de lapices, 2.000 — 785 = 1.215, y luego, a lo
que queda de dinero restamos el precio del cuaderno, 1.215 — 650 = 565. El resultado corresponde
al vuelto recibido. La ecuacion que permite expresar el procedimiento anterior es la siguiente.

Vuelto recibido = (2.000 - 785) — 650

Ejercicios

Resuelva los siguientes problemas usando un diagrama.

a. El dia viernes, en una panaderia vendieron 145 kilos de pan. El sdbado vendieron 23 kilos
mas que el viernes y el domingo vendieron 5 kilos menos que el sabado. ;Cudntos kilos de
pan vendieron en total en los tres dias?

0. En una biblioteca hay 123 libros de Matematica, de los cuales 32 son de geometria, 56 de
estadistica y el resto de aritmética. ;Cudntos libros de aritmética hay?

C. En un supermercado hay 62 trabajadores. Hay 14 hombres menos que las mujeres. Si de las
mujeres 22 son cajeras, ;cuantas mujeres no trabajan como cajeras?

(. En una sala de cine hay 138 personas. Si en la sala hay 44 nifios, ;cudntos adultos més que
los nifios hay?
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Problema 2

A una sede social llegaron 46 cajas con 20 cuadernos cada una. En el sector hay 115
estudiantes. Si los cuadernos se reparten en forma equitativa entre los estudiantes,
Jeudntos recibe cada uno?

Este problema combina dos situaciones multiplicativas. Un diagrama que permite
representarlo es el siguiente:

Total
~ — —~
20 | 20 | 20 | 20 | ...46 cajas | 20 | 20
2[2]2]2] l15estudiantes [2 ]2 ]2 ]2]2]2]?
Figura II1.52.

Una forma de resolver el problema es calculando primero el total de cuadernos que se recibie-
ron en la sede, esto es: 46 - 20 = 920. Luego, como se debe encontrar la cantidad de cuadernos que
recibe cada estudiante, se calcula la division: 920 : 115 = 8. La ecuacion que permite representar
el procedimiento anterior es la siguiente:

Cuadernos por estudiante = (46 - 20) : 115

Ejercicios

Resuelva los siguientes problemas usando un diagrama.

a. Tenemos 3 cajas rojas y 3 azules. En cada caja roja hay el triple de fichas que en cada caja
azul. Si las cajas rojas tienen en total 672 fichas, ;cudntas fichas hay en cada caja azul?

D. La longitud de un poste es de 144 centimetros. Si se corta el poste en cuatro secciones de
igual longitud, ;cuanto mide cada seccién?, ;cudl es lalongitud total si juntamos 6 secciones
como las anteriores?

C. Carlos ha reunido 18 botellas de vidrio para reciclar y Pedro, 5 veces la cantidad que reunio
Carlos. jCuantas cajas con 6 botellas puede armar Pedro?

d. Los buses salen del terminal cada 10 minutos. ;Cudntos buses habran salido en 60 minutos?
Discuta.
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La multiplicacion y la division

Problema 3

Paula tiene ahorrados $1.600, el doble de dinero que tiene ahorrado su hermano.
;Cudnto dinero tienen entre los dos?

Este problema combina una situacion aditiva y una multiplicativa. Observemos que
al sefialar que Paula tiene el doble de dinero que su hermano, se tiene una situacion
de comparacion (multiplicativa), mientras que al preguntar por el dinero que tienen
entre los dos, se tiene una situacion de juntar (aditiva). Un diagrama que permite
representar el problema es el siguiente:

Hermano
Paula

;Total dinero?

Figura II148.

En el diagrama se dibujaron tres barras del mismo tamafio, una representa la cantidad
de dinero que tiene el hermano de Paula y las otras dos el dinero que tiene ella. Otro
diagrama que permite representar el problema es el siguiente:

Paula

sTotal de dinero?
Hermano

Figura II149.

Para resolver el problema, se puede calcular primero el dinero que tiene el hermano, a
través de la division 1.600 : 2 = 800, y a ese resultado se le agrega la cantidad que tiene
Paula, calculando la suma: 800 + 1.600 = 2.400. La ecuacion que permite representar
el procedimiento anterior es la siguiente:

Dinero total = (1.600: 2) + 1.600
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Problema 4

La estatura de Pedro es 186 centimetros. Se sabe que su estatura es 3 veces la estatura
de su hija. Encuentre la diferencia entre ambas estaturas.

En este problema también se combina una situacion aditiva, que corresponde a la
diferencia de estatura entre Pedro y su hija, y una multiplicativa, que corresponde a
la comparacién por cociente de las estaturas. Como la estatura de Pedro es el triple
de la estatura de su hija, para representar esta relacion con un diagrama, se pueden
dibujar cuatro barras de la siguiente manera:

186 cm
A
Pedro
Hij
ja ; Diferencia?
Figura II1.50.

Una forma de resolver el problema es dividiendo por 3 la estatura de Pedro,
186:3 =61,y con ello obtener la estatura de la hija, para luego calcular la diferencia,
186 - 61 = 135, que es la solucion.

Ejercicios

1. Resuelva los siguientes problemas usando un diagrama.

a. Juana, Alejandro y Marta se pesan. Juana pesa 41 kilos y Alejandro pesa el doble. Marta pesa
11 kilos menos que Alejandro. ;Cuél es el peso de Marta?

D. Dos personas retinen dinero mensualmente durante 6 meses, ahorrando la misma canti-
dad mes a mes. Una de ellas ahorra $1.500 mas que la otra cada mes. Si en total reunieron
$57.000, ;cuanto dinero ponfa cada una mensualmente?

C. Entre tres personas tienen $3.200. La primera tiene el doble de dinero que la segunda y, a su
vez, la segunda tiene $400 menos que la tercera. ; Cudnto dinero tiene cada persona?

2. Considere el siguiente problema:

En una tienda, al comprar una camisa y un pantalon se pagan en total $12.300. La camisa
cuesta $2.300 menos que el pantalon. ;Cudl es el precio del pantalon?

¢Cudl o cudles de los siguientes diagramas permiten representar el problema?

$12.300 $12.300
Camisa | Camisa | $2.300 Pantalén | Pantalén | $2.300
\ v J \ v J
Pantalén Camisa
‘ Camisa ‘ ‘ Pantalén ‘
$12.300 $12.300
| Pantalén | $2.300 | | Camisa | $2.300 |
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Ejercicios de la seccion

1.

La multiplicacion y la division

Resuelva los siguientes problemas dibujando un diagrama e indique a qué tipo de situacion
multiplicativa corresponde.

a.

La sefiora Marfa comprd un televisor en 6 cuotas de $17.550 sin interés. ;Cudl es el costo del
televisor?

. Una forestal planté eucaliptus en un predio. Los eucaliptus se plantaron en 25 filas y en cada

una se pusieron 50 eucaliptus. ;Cudntos eucaliptus se plantaron en total?

. Luis tiene 4 camisas y 3 pantalones. ;Cudntas tenidas distintas puede formar Luis con las

camisas y los pantalones?

. El profesor de Educacion Fisica quiere distribuir a 72 estudiantes en filas de 8 estudiantes

cada una. ;Cudntas filas debe formar el profesor?

. Se quieren repartir equitativamente 56 kilogramos de arroz entre 8 familias. ; Cudntos kilos

de arroz le corresponden a cada familia?

En una biblioteca estan ordenando 56 libros de una coleccién. ;Cudntas repisas necesitan si
en cada una se quieren ubicar 8 libros?

. Se quieren distribuir 120 litros de aceite en 8 bidones, de manera que todos contengan la

misma cantidad de aceite. ;Cudntos litros de aceite se deben poner en cada bidén?

. Se tienen 126 lapices para almacenar en 3 cajas. ;Cudntos lapices se deben poner en cada

caja para que todas queden con la misma cantidad?

Resuelva los siguientes problemas usando un diagrama.

a.

Cristébal tiene el triple de la edad de Luis, y Camila tiene 8 aflos mas que Cristdbal. ;Qué
edades tienen Cristdbal, Luis y Camila, si la suma de sus edades es igual a 85 afios?

. En una caja hay 105 manzanas distribuidas en 4 bolsas. La primera bolsa tiene 5 manzanas

mas que la segunda, a su vez, la segunda tiene 20 manzanas mds que la tercera, y la tercera
tiene 4 manzanas mds que la cuarta. ;Cudntas manzanas hay en cada bolsa?

. Un estanque con agua acumuld 14 litros el dia lunes. El dia martes acumuld el doble de litros

que el lunes, y el miércoles, el triple de litros que el martes. Si el total de agua acumulada se
quiere vaciar en partes iguales en 4 tambores, jcudntos litros de agua hay que poner en cada
tambor?

. Tres gatas tienen cada una tres gatitas y estas gatas tienen tres gatas mds cada una. ; Cudn-

tas gatas hay en total?

. Un tren de metro demora 2 minutos en ir de una estacién a otra y se queda 1 minuto en cada

estacion antes de partir. ;Cudntos minutos le lleva ir de la primera estacién hasta la quinta?

Un nifio forma un tridngulo usando monedas. En cada vértice del tridngulo hay una moneda
y en cada lado hay, en total, 5 monedas. ; Cudntas monedas hay en total?
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Ejercicios del capitulo

1. Realice los siguientes ejercicios:

a. Calcule 735 -19 usando dos estrategias distintas.
D. Elija una de ellas y explique por qué es una manera correcta de calcular ese producto.

C. Diga qué ideas o conceptos refuerza cada una de estas estrategias.

2. Cuentalaleyenda que Beremis Samir® entr6 a una tienda que tenia por nombre Los Cuatro
Cuatros. Interesado en este nombre, le comenté a su acompafante:

-Observo que la tienda de este mercader se llama Los Cuatro Cuatros. Hay en ello una gran
coincidencia, digna de mi atencion.

- ¢Coincidencia? ;Por qué?

- La leyenda que figura en ese letrero me recuerda una de las maravillas del cdlculo. Po-
demos formar un numero cualquiera, empleando solamente cuatro cuatros, ligados por
signos matemdticos.

Y antes de que su acompaifiante lo interrogara sobre aquel enigma, Beremis explico, dibujan-
do en la fina arena que cubria el piso:

— Quiero formar el niimero 0. Nada hay mds simple. Basta escribir:
0=44-44
Estén asi los cuatro cuatros formando una expresién igual a cero.
— Pasamos ahora al nimero 1. Esta es la forma mds comoda:
1=44:44
— ;Quiere ver ahora el niimero 2? Facilmente, se usan los cuatro cuatros escribiendo:
2=(4:4)+(4:4)

Usando cuatro niimeros cuatro y los signos de operacion +, -, - y : (nota: solo se aceptan divi-
siones exactas, por ejemplo 4 : 44 no es aceptable), mas paréntesis, de ser necesarios, realice
las siguientes actividades:

. Encuentre otra forma de escribir el nimero 1y otra forma de escribir el nimero 2.
. Encuentre al menos dos formas distintas de escribir el nimero 3.

. Encuentre una forma de escribir el niimero 4.

. Encuentre una forma de escribir el niimero 10.

. Encuentre formas de escribir otros niimeros.

-~ D O O T

¢No serd una exageracién decir que: "Podemos formar un niimero cualquiera empleando
solamente cuatro cuatros, ligados por signos matematicos™? Comente.

3Tomado de Malba Tahan, £l hombre que calculaba, Centro Grafico, 2003.
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10.

La multiplicacion y la division

Diremos que un numero es “descendente” si sus digitos disminuyen de uno en uno. Por
ejemplo, 432 y 87.654 son nimeros descendentes.

Encuentre el menor nimero descendente de cuatro cifras que se puede dividir en forma
exacta por 4y por 3.

No basta con adivinar un niimero, debe explicar como llegé al resultado.

Explique por qué no es posible realizar la division 3 : 0, pero, sin embargo, 0 : 0 se dice que
es indeterminado. Utilice quea:b=q,siysolosia=q-b.

Utilice una representacion grafica que permita visualizar simultdneamente:
a. 3-8

D. 24:3

c. 83

d.24:8

En la clase de Educacion Fisica hay 15 estudiantes. Al final de cada clase se eligen dos para
que actiien como 4rbitros en un juego de fiitbol. ; Cudntas parejas diferentes de drbitros se
pueden formar?

Un alumno realiza la divisién 3.297 : 32 y obtiene como resultado 13 con resto 1. Explique
una probable causa del error.

Considere el siguiente problema: Si en 100 metros podemos plantar seis drboles, ;cudntos

drboles podemos plantar en un tramo de 500 metros?

a. Muestre dos interpretaciones posibles para este enunciado.

b. Modifique el enunciado para convertirlo en un problema apropiado para introducir la mul-
tiplicacion.

Muestre una solucién adecuada para presentar el siguiente problema a alumnos de 2° Ba-
sico: Si hoy es jueves, ;qué dia de la semana serd en 70 dias mds?

Presente una solucion detallada y apropiada para ser presentada a los alumnos para el
siguiente problema: Ana tiene 11 arios y su mamd, 33. ;En cudntos arios la edad de la mamd
serd el doble que la edad de Ana?

Capitulo IlI: La multiplicacion y la division
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11. Un Paseo por Fantasilandia

El colegio cordillera esta de aniversario y el equipo directivo ha decidido organizar una visita a
Fantasilandia. Para un total de 500 alumnos. Entonces hicieron una encuesta y las preguntas
y algunas de las respuestas fueron:

Las preguntas y algunas de las respuestas fueron

e ;Quieren ir al Tsunami? 410 alumnos contestaron que si.

e ;Quieren ir al Boomerang? 430 alumnos contestaron que si.

« 10 alumnos contestaron que no querfan ir ni al Tsunami ni al Boomerang.
« 350 alumnos dijeron que querian ir al Tsunami y al Boomerang.

Con los datos anteriores, responda las siguientes preguntas:

« ;Cuéntos alumnos quieren ir al Tsunami, pero no quieren ir al Boomerang?

« ;Cudntos alumnos quieren ir al Boomerang, pero no quieren ir al Tsunami?

12. Para cada uno de los siguientes problemas, indique a qué tipo de situacién multiplicativa
corresponde y resuelva.

a. Un equipo de fuitbol tiene camisetas de 3 colores diferentes y shorts de otros 5 colores.
;Cuantas combinaciones distintas puede formar?

D. Una caja de lapices cuesta $1.500. ; Cudntas cajas se pueden comprar con $9.000.

C. Lucia camind 30 cuadras y Marcelo caminé la tercera parte de lo que caminé Lucia. ;Cudn-
tas cuadras caminé Marcelo?

d. Juanita, profesora de primer afio, debe repartir en forma equitativa a sus 30 alumnos
150 fichas. ;Cudntas fichas le corresponden a cada nifio?

e. En la presentacion de Educacién Fisica participaron 36 nifios. El profesor los organizé en 4
filas con la misma cantidad de nifios. ;Cudntos nifios habia en cada fila?

f. Soffa gast $5.000 en el paseo , en cambio Luis gasté 2 veces lo que gastd Soffa. ;Cudnto gast6
Luis?

0. La siguiente receta es para preparar arroz graneado para 4 personas.

=s o)

2 tazas de arroz
3 tazas de agua (hirviendo)
5 cucharadas de aceite
1/2 cebolla (picada fina)
1/4 de piment6n
1 diente de ajo (picado)
o 1/2 cucharada de sal =y

¢Cuales serfan los ingredientes necesarios para 2 personas?

13. Elcurso de Lucia juntd $25.000 para la fiesta de fin de aflo, en cambio el curso de Alejandro
junté $100.000. ;Cuéntas veces la cantidad de dinero que junté Alejandro tiene Lucia?
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Capitulo

IV Estimacion

Introduccion

Desde el punto de vista matemadtico, estimar es dar un valor cercano o
aproximado de una cantidad desconocida. Se pueden distinguir dos tipos de si-
tuaciones asociadas a la estimacién. Una de ellas corresponde a la estimacion de
una cantidad o medida y la otra, a la estimacion del resultado de una operacion.

Estimamos una cantidad o una medida cuando decimos, por ejemplo, “ha-
bia cerca de 10.000 personas en el estadio” 0 “me tomara aproximadamente una
hora y media llegar a mi casa’. Esta estimacion estd basada en experiencias pre-
vias y también en informacion disponible al momento de estimar. En la primera
situacion, para tener una idea de cudnta gente hay en el estadio, podemos contar
cuanta gente hay en una fila de asientos que consideremos representativa y luego
multiplicar por el niimero aproximado de filas. También podemos usar nuestra
experiencia y comparar con situaciones anteriores en las cuales si sabemos cudn-
tas personas habia en el estadio.

El segundo tipo de situacién en la cual se requiere estimar corresponde a
encontrar una respuesta aproximada a una operacion aritmética, usualmente
de manera rapida. Por ejemplo, como vimos en el capitulo anterior, se requiere
estimar al aplicar el algoritmo de la division.

En este capitulo estudiaremos las diversas situaciones en que se requiere
realizar estimaciones y veremos algunas estrategias para su uso en la resolucion
de problemas.
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Estimacion

1. Consideraciones en el uso de la estimacion

La estimacion permite dar respuesta a problemas en los cuales no es necesario o posible
determinar una solucion exacta, o resulta dificil y requiere mucho tiempo encontrarla.

A continuacién, veremos algunas razones que hacen necesario el uso de estimaciones.

Restricciones que fuerzan a realizar estimaciones:

o Cantidad desconocida: si la cantidad a considerar no es conocida, es necesario dar una
estimacion de ella. En general, esta estimacion se basa en experiencias y conocimientos
previos de quien la realiza. Por ejemplo, la distancia en metros entre dos puntos, la edad
de una persona, el peso de un animal, etc.

e Fluctuaciones en una cantidad: a causa de distintos factores, una cantidad puede variar
cuando es medida en momentos distintos. Para referirse a dicha cantidad en un momento
determinado, es necesario hacer una estimacion basada en mediciones anteriores o en
la propia experiencia. Por ejemplo, la polucién del aire, la poblacién de Chile, la tasa de
desempleo, etc.

o Limitaciones al efectuar una medicidn: las mediciones fisicas no son exactas en la mayoria
de los casos. Por ejemplo, medir exactamente la longitud de un objeto es imposible, entre
otras razones, porque los instrumentos de medicién tienen imperfecciones. Cuando ha-
blamos de una medida, nos estamos refiriendo a una estimacién de ella.

o Estimaciones a partir de estimaciones: la medida de una cantidad puede ser una estima-
cién. El resultado de cualquier célculo que la involucra es otra estimacién. Por ejemplo, el
area de un rectdngulo, calculada a partir de la medicion de sus lados, es una estimacion.

Verificar la razonabilidad de los resultados

Actualmente, el uso de calculadoras y de computadores da una sensacién de exactitud en
los resultados. Sin embargo, el resultado obtenido puede no ser razonable, simplemente, porque
se oprimio la tecla incorrecta. Es importante que los estudiantes desarrollen el habito de estimar
la magnitud de la respuesta y “ver” si el resultado obtenido con la calculadora es razonable. Por
ejemplo, si un célculo hecho con una calculadora nos dice que 30 millones de personas asistieron
a un concierto de rock en el Estadio Nacional, debemos darnos cuenta de que algo debe estar mal
en el calculo.
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Algunas consideraciones en el uso de la estimacion

Algunos nifios y nifias se sienten incémodos estimando cantidades, sobre todo considerando
que en la mayoria de los ejercicios que han hecho se requiere que entreguen una respuesta exacta.
El profesor debe ayudar a los estudiantes a desarrollar la capacidad de estimar. La estimacion
ayuda al desarrollo del concepto de ntimero y se espera que los estudiantes estén alerta a su usoy
sean capaces de aplicar estrategias simples de estimacion y verificar si las respuestas son razona-
bles. Los nifios y las nifias necesitan ser convencidos de que algunas veces las estimaciones son
necesarias o convenientes. Se sugiere usar ejemplos simples al comienzo y evitar una alta preci-
sion en las estimaciones. También es importante introducir el lenguaje adecuado, por ejemplo:

o Aproximadamente 35.

o Cercade 35.

o Un poco menos que 35.

o Entre 30y 35, pero probablemente un poco mds cerca de 35.
o En algtin lugar entre 30y 35.

Para lograr que la estimacién forme parte de la experiencia cotidiana de los nifios y las nifias,
el profesor debe usar ejemplos del mundo real tanto como sea posible. La habilidad de estimar
se desarrolla y mejora con el tiempo, ya que requiere de motivacion ademas de un conjunto de
habilidades. Debe ser enfatizada regularmente, a través de todos los temas matemdticos. Esto
puede hacerse por medio de ejercicios o tareas, y en el desarrollo de la clase, preguntando a los es-
tudiantes por una estimacion de las cantidades involucradas. Los nifios y las nifias deben percibir
cuando es apropiado estimar, y reconocer cudnta precision es necesaria en una situacién dada.

Como lo hicimos ver en su momento, el uso de la estimacion es esencial en la divisién por
dos o mas cifras, por lo que es conveniente desarrollar esta habilidad antes de la introduccién
del algoritmo. Por otra parte, el profesor debe ser capaz de estimar el resultado de operaciones y
problemas, y asi reconocer rdpidamente las respuestas incorrectas.
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Estimacion

2. Estimar una cantidad o una medida

Existen situaciones en las que contar una cantidad de objetos resulta engorroso o inviable en
un tiempo razonable y, por tanto, realizar una estimacion de dicha cantidad puede ser la forma
mads apropiada de dar una respuesta. Por ejemplo, para saber la cantidad de dulces que hay en
el plato de la Figura IV.1, se requerirfa sacar los dulces y contarlos uno por uno, lo que llevarfa
mucho tiempo.

Figura IV.1.

Una forma de estimar la cantidad de dulces que hay en el plato es dividirlo mentalmente en
octavos y estimar la cantidad de dulces que hay en cada parte. En este caso, diremos que hay alre-
dedor de 15 dulces en la superficie de cada parte y, como la imagen muestra que son alrededor de
dos capas, cada parte tiene alrededor de 30 dulces. Luego, como son ocho partes, una estimacion
de la cantidad de dulces es 240. Otra forma de estimar la cantidad de dulces es usando la férmula
del rea del circulo. Como el radio tiene una longitud de alrededor de 6 dulces, el drea de la su-
perficie circular es 7 6°~ 3 - 6* = 108. Luego, como hemos considerado alrededor de dos capas, la
cantidad estimada de dulces es 216.

Una variacion de este tipo de situaciones son aquellas donde la coleccion no se encuentra
disponible y solo se conoce una parte de ella, que denominaremos referente. La Figura IV.2 pre-
senta una ldmina en la que se han dibujado circulos, uno al lado del otro, pero se ha tapado una
parte de ella. Queremos estimar la cantidad de circulos de la ldmina completa.

O (#)
\OOO
090 o

Figura IV.2.

Para estimar la cantidad total de circulos, debemos estimar la cantidad de veces que esta
contenido el referente en la parte que no podemos ver. Asi, el procedimiento que permite estimar
el numero de circulos, suponiendo que se distribuyen en forma homogénea, es el mismo que en
la actividad anterior.

Otros ejemplos que requieren estimar una cantidad de objetos, pues no es posible contar, es
cuando preguntamos por la cantidad de pelos que tenemos en la cabeza, la cantidad de hojas de
césped que hay en un metro cuadrado de jardin, etc.

Veamos ahora un ejemplo en que la estimacién se puede realizar basdndonos en nuestra
propia experiencia.
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Ejemplo
,Cuantos habitantes tiene el edificio?

Primero, estimamos la cantidad de departamentos que hay en
cada piso. Supongamos que hay 4 departamentos, considerando
la superficie de un piso. Luego, si en cada departamento viven
en promedio 4 personas, en cada piso hay 16 personas. Final-
mente, como el edificio tiene 8 pisos, una buena estimacién de
la cantidad de personas es 128.

También podemos estimar medidas que puede basarse en un referente de medida conocida
o0 en nuestra propia experiencia. Por ejemplo, consideremos la cinta de papel de la Figura IV.3

Figura IV.3.

Sila medida de la cinta es 3 centimetros, ;cdmo se puede estimar la longitud de la cuerda
en la Figura IV.4?

‘:;——X_

Figura IV:4

_\‘:‘\\b

Al conocer una longitud referencial, se puede estimar la cantidad de veces que la misma estd
contenida en la longitud que se quiere estimar. En este caso, “alrededor de 5 veces”. Luego, como
lalongitud del referente es 3 centimetros, una estimacion del largo de la cuerda es 15 centimetros.

En ocasiones, no es posible tener un referente determinado, y debemos recurrir a nuestros
conocimientos y experiencias relacionados con la medicién de longitudes. Por ejemplo, si se quiere
estimar el largo de una mesa en metros, debemos recurrir a una estimacion de la longitud del
metro. Esta claro que si no se ha tenido la experiencia de conocer concretamente un metro, se
debe buscar otra estrategia de estimacion.

Para pensar

¢;De qué depende que una estimacion sea “una buena estimacién” de la cantidad o de
la medida real?

Otro tipo de situaciones que requieren realizar una estimacion son aquellas relacionadas con
la medicién del volumen o capacidad de un objeto. Por ejemplo, estimar la capacidad de un bidén
antes de verter un liquido en él, el espacio que ocupard un mueble en nuestra casa, la cantidad
de tazas de leche necesarias para llenar una botella, etc. Al igual que en el caso de la longitud, la
estimacion del volumen o capacidad de un objeto puede efectuarse basandonos en un referente
conocido o en nuestra propia experiencia. Por ejemplo, ;es posible estimar la capacidad del jarro

1
en la Figura IV.5, si sabemos que el vaso tiene una capacidad de " de litro?
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Figura IV.5.

Consideremos ambos recipientes como si fueran cilindricos. El radio del vaso es aproximada-
mente la mitad del radio del jarro, y la altura del vaso es la mitad de la altura del jarro. Podemos
ver que caben aproximadamente 8 vasos dentro del jarro, por lo tanto, el jarro tiene una capacidad
de alrededor de 2 litros, como se muestra en la Figura IV. 6.

Figura IV6.

Ejemplo

Una piscina rectangular mide 5 metros de largo y 3 de ancho. Sabemos que la parte
menos profunda mide 1 metro, mientras que la mas profunda mide 3 metros. ;Cudl
es el volumen estimado de la piscina?

Podemos calcular el area de la superficie
de la piscina, que en este caso es 15 me-
‘ tros cuadrados. Luego, podemos estimar
‘ que la piscina tiene una profundidad pro-
medio de 2 metros, ya que se sabe que la
menor profundidad es 1 metro y la mayor,
3 metros. El volumen de la piscina es de
aproximadamente 30 metros ctibicos.

Cuando la magnitud que se quiere estimar es el peso de un objeto, el procedimiento puede
variar y se necesita manipular dicho objeto. Es decir, si se quiere estimar el peso de una silla serd
necesario levantar la silla y recurrir a experiencias previas en que se manipuld el peso de un objeto
conocido, por ejemplo, 1 kilogramo de azticar. Un tipo de tarea que se relaciona con este tipo de
estimacion del peso es la comparacion del peso de dos o mds objetos.
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Ejemplo
Se desea estimar el peso de una gota de agua. Como para pesar una gota se necesita
un instrumento que no estd a nuestra disposicion, podriamos juntar 100 gotas de
agua en un recipiente. Al aislar el peso de las gotas del peso del recipiente y dividir
por 100, obtenemos una estimacién del peso de una gota de agua.

El tiempo es otra magnitud que requiere de experiencias previas para realizar estimaciones.
Por ejemplo, cuando queremos estimar el tiempo que nos llevard ir de un lugar a otro, se puede
recurrir a experiencias anteriores en que hemos recorrido un tramo de longitud similar.

Ejemplo
Se desea estimar cudntos ceros se pueden dibujar en 10 minutos. Para esto, podemos
realizar la experiencia en 1 minuto. Supongamos que se pueden dibujar 120 ceros, dos
por segundo, por lo tanto, en 10 minutos podriamos dibujar 1.200 ceros. Sin embargo,
como es probable que nos cansemos durante el ejercicio y disminuyamos la velocidad,
una estimacion de la cantidad de ceros que se pueden dibujar es 1.000.

Finalmente, detengdmonos a analizar cudndo nuestras estimaciones son pertinentes o son
buenas estimaciones de la medida real. De manera informal, se dice que tenemos una buena
estimacion cuando, de acuerdo al contexto, es aceptable el valor estimado en el lugar del valor
real. Por ejemplo, si estamos estimando kilos de papas, una diferencia de 200 gramos no tendra
gran efecto en las decisiones que se puedan tomar, mientras que si esta diferencia corresponde a
la estimacion de una cantidad de oro, una pequeia variacién puede resultar inaceptable.

En resumen

Estimar permite resolver problemas de la vida cotidiana donde no es necesario o posible
determinar una cantidad o medida exacta. Estimamos el cardinal de una coleccidn, la
longitud, masa o volumen de un objeto o la duracién de un evento, entre otras magnitudes.
Para estimar, en general, se requiere contar con un referente y una estrategia para
comparar este referente con la magnitud a cuantificar.
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2.1 Algunos ejemplos para estimar una cantidad de objetos

Es muy importante tener en cuenta que para que el alumno aprenda a estimar se le deben
enseiar estrategias de como hacerlo. Ademds, las experiencias también se deben secuenciar de
lo mas simple a lo mds complejo.

Antes de desarrollar la habilidad de estimacion, el alumno debe experimentar diversas ac-
ciones de conteo, por ejemplo:

« Conteo de objetos de 1 en 1, de 10 en 10 y de 100 en 100.
« Reconocer agrupaciones de 10 en 10 y de 100 en 100.

Las actividades anteriores le permiten al nifio o nifia familiarizarse con el sentido de cantidad
y adquirir experiencia en el conteo. Esto crea un referente para estimar el cardinal de una colec-
cién. Algunos aspectos a tener en cuenta al seleccionar colecciones de objetos son: la disposicién
espacial de los objetos, la forma de presentarlos, si se tiene material concreto o son representa-
ciones pictdricas, entre otros.

Algunos ejemplos de actividades son:

a. Reciben un canasto con objetos y estiman su cardinal diciendo si hay: “Més de 107, “mds de
100", “mas de 1.000”, etc. Luego comentan y comprueban sus estimaciones contando. Esta
actividad se puede realizar varias veces colocando diferentes cantidades de elementos en el
canasto.

D. Reciben dos canastos iguales, con distinto niimero de elementos u objetos en cada uno. Esti-
man en cudl hay mds objetos y luego estiman cudntos objetos hay en cada canasto. Después
comprueban, contando los objetos de cada canasto. Esta actividad se puede realizar varias
veces variando los recipientes y las cantidades de objetos.

C. Observan dos hileras de objetos ( fichas, monedas, clips, etc.) una tiene mds que la otra.
Por ejemplo: 7'y 14; 18 y 23; 30 y 35; 30 y 40, etc. Estiman cuantos elementos hay en una fila
sabiendo el total de objetos de la otra fila. Esta actividad se puede realizar varias veces cam-
biando el niimero de objetos de las hileras.

(. Reciben 2 montones de cartas y estiman cudntas hay en cada uno, expresando su estimacion

como: “Hay mds de 307, “hay menos de 307, “hay cerca de 15°, “hay mds de 10 y menos de 207,
etc. Comprueban contando las cartas y verifican los resultados de la estimacién.
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Ejercicios de la seccion

1. Observe las siguientes imagenes y sefiale la estrategia que podria usar un nifio o nifia para
estimar la cantidad de esferas y ovejas.

oy E -~
N I s K

2. Sobre un recuadro de 5 cm de ancho y 7 cm de largo hay un trozo de hilo. Describa una
estrategia que permita estimar su longitud.

3. Proponga situaciones en que niflos y nifias estimen:

. Lalongitud de un objeto.

. El drea de una superficie irregular.

. La cantidad de objetos de una coleccién, donde solo se ve una parte de ella.
. La capacidad de un recipiente.

. La cantidad de objetos que puede contener un recipiente.

/D O O T

El tiempo de duracion de un evento.

4. Describa una estrategia que permita estimar el peso de un clip.
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3. Estimar el resultado de una operacion

La estimacion se usa también para obtener un valor aproximado del resultado de una ope-
racion aritmética. Con ello es posible, por ejemplo, tener en forma rdpida informacién sobre una
situacion que involucre una operacion o verificar la razonabilidad de una respuesta a un célculo o
problema. Antes de analizar las formas de estimar el resultado de una operacion, nos detendremos
a explicar como se puede aproximar un numero.

3.1 Aproximaciones

La aproximacion de un nimero se pueden hacer siguiendo alguna convencién. Los procedi-
mientos mds conocidos, aunque no los tinicos, son el redondeo y el truncamiento.

Redondeo

Para redondear un niimero, primero debemos saber o decidir a qué orden queremos aproxi-
mar: unidades, decenas, centenas, décimos, centésimos, milésimos, etc. Si la cifra a la derecha de
la posicién elegida es menor que 5, la cifra elegida se deja igual y todas las cifras a su derecha se
cambian por 0. Sila cifra a la derecha de la posicién elegida es mayor o igual que 5, a la cifra elegida
se le suma 1y todas las cifras a su derecha se cambian por 0.

Ejemplo
1.438 = 1.440 cuando redondeamos a las decenas.

1.438 = 1.400 cuando redondeamos a las centenas.
1.438 = 1.000 cuando redondeamos a las unidades de mil.
4.963 ~ 4.960 cuando redondeamos a las decenas.

4.963 = 5.000 cuando redondeamos a las centenas.

4.963 = 5.000 cuando redondeamos a las unidades de mil.

Notemos la siguiente particularidad: si, por ejemplo, redondeamos 448 primero a las decenas,
obtenemos 450. Luego, si este resultado lo redondeamos a las centenas, obtenemos 500, lo cual
es distinto al resultado que obtendriamos al redondear el niimero original 448 directamente a las
centenas, que es 400.

Una forma de interpretar o visualizar el redondeo es en la recta numérica. Si estamos aproxi-
mando a las decenas, buscamos la decena que estd mds cerca de nuestro niimero, siguiendo la
convencion de que si nuestro nimero estd justo al medio de dos decenas, elegimos la mayor.

Ejemplo

v

I I I I I I
444 450
Figura IV.7.

Con esta interpretacion es razonable que la aproximacion de 444 a las decenas sea
440 y no 450. Si el nimero marcado fuera 445, estaria justo en el punto medio y se
elegiria 450 como aproximacion.
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Truncamiento

Este procedimiento consiste en reemplazar todas las cifras a la derecha de la escogida, para
efectuar la aproximacién, por ceros.

Ejemplo
3.578 = 3.570 cuando es truncado a las decenas.

3.578 = 3.500 cuando es truncado a las centenas.

3.578 = 3.000 cuando es truncado a las unidades de mil.

En la recta numérica, truncar a las decenas corresponde a tomar la decena exacta menor o
igual a la decena del nimero dado.

— | R I R R R
1.237 1.240

Figura IV

Cuando se requiere estimar el resultado de una operacion aritmética, se debe elegir el tipo de
aproximacion adecuada a la situacion.

Aproximaciones por exceso y por defecto

Como su nombre lo indica, aproximar por exceso significa tomar como aproximacién un
nimero mayor que el dado, y aproximar por defecto, tomar un nimero menor. Por ejemplo, el ni-
mero 3.452 aproximado por exceso a las decenas es 3.460. Aproximar por defecto a las potencias
de 10 corresponde a lo que ya definimos como truncar. En muchas situaciones donde aplicamos
la estimacién, podemos necesitar prestar atencion a si la estimacion es mayor o menor que el
resultado exacto de las operaciones.

Ejemplos

1) Un conductor necesita hacer un viaje en auto entre dos ciudades que estdn a una
distancia de 442 kilémetros y entre las cuales no es posible cargar combustible. Su
auto rinde 13 kilémetros por litro y el tanque de combustible del auto tiene una
capacidad de 41 litros, ;serd posible hacer el viaje?

En este caso, queremos saber si el auto puede recorrer, sin cargar combustible, por
lo menos 442 kilémetros. Nos conviene aproximar por defecto, para estar seguros
de llegar. Tenemos 13 - 41 > 12 - 40 = 480. Por lo tanto, lo mds probable es que pueda
llegar al destino.

2) Cristina tiene $2.000 y desea comprar un cuaderno que cuesta $880, un lapiz que
cuesta $270, una goma de $245 y un sacapuntas de $490, ;tendra suficiente dinero?

En este caso, queremos estar seguros de poder pagar, por lo tanto, nos conviene
aproximar por exceso. Tenemos 880 + 270 + 245 + 490 < 900 + 300 + 300 + 500 = 2.0
00. Por lo tanto, Cristina tiene suficiente dinero para pagar.

Como hemos mencionado en pdrrafos anteriores, la estimacion nos puede ayudar a deter-
minar si una respuesta dada es razonable. Esto, es muy titil cuando estamos trabajando con una
calculadora y queremos evitar errores.
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Ejercicio

Analice las siguientes situaciones pensando en que estd estimando el tiempo que le tomara
llegar a almorzar a su casa, dado que dispone de una hora de colacién y quiere saber si el
tiempo le alcanza para ir.

Situacion 1): estima que demorard mas de media hora de ida y mds de media hora de vuelta,
y sabe que en menos de media hora almuerza.

Situacion 2): estima que demorard menos de 15 minutos en llegar a su casa y también en
volver, y sabe que en menos de media hora almuerza.

Situacion 3): estima que demorara 25 minutos o menos en ir y lo mismo en volver, y sabe que
en menos de media hora almuerza.

oEn cudles de las situaciones previas sus estimaciones le sirven, en cudles no y por qué?
Conecte esto con estimar por exceso y por defecto. Piense en otras situaciones donde uno de
estos tipos de estimaciones es ttil y el otro no.

3.2 Estrategias para estimar el resultado de operaciones

Una forma de estimar el resultado de operaciones es estimando cada uno de los niimeros involu-
crados. Por ejemplo, podemos truncar, redondear o elegir alguna otra estrategia dependiendo de
la operacion y de los nimeros involucrados.

Estimar por truncamiento

Esta estrategia consiste en estimar el resultado de una operacién truncando los niimeros
involucrados. Es la mas simple de aplicar y permite, de manera rapida, tener una idea del resulta-
do. Sin embargo, es la que, en general, entrega estimaciones més alejadas del valor exacto. En el
caso de la suma y la resta, conviene truncar todos los nimeros al mismo orden. En el caso de la
multiplicacién y la divisién, podemos truncar cada factor a un orden distinto.

Ejemplo
5.876 + 3.192 = 5.000 + 3.000 = 8.000

8.940 - 4.112 = 8.000 - 4.000 = 4.000
285 -29 = 200 - 30 = 6.000
354:64=300:60=5

Para pensar

Si estimamos por truncamiento a la decena una suma de dos sumandos, ;cudl es la
maxima diferencia posible entre la estimacién y el valor exacto?
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Estimar por redondeo
Esta estrategia consiste en redondear cada niimero y luego operar. En el caso de la suma y de

la resta, es importante que ambos redondeos se hagan al mismo orden.

Ejemplo
5.876 + 3.192 = 6.000 + 3.000 = 9.000

8.940 - 4.112 = 9.000 - 4.000 = 5.000

En el caso de las multiplicaciones y las divisiones, cada nimero se puede redondear a un
orden diferente. Mds atin, dependiendo de los nimeros involucrados, puede resultar conveniente
redondear solo uno de ellos.

Ejemplo
285 - 29 = 300 - 30 = 9.000
354:64~360:60=06
886 - 7~ 900 - 7 = 6.300
Para pensar

En el caso de la resta, ;qué estimacion es mas cercana al resultado exacto, el redondeo
o el truncamiento?

Estimar compensando

En capitulos anteriores, vimos que para calcular mentalmente sumas o restas se podia com-
pensar para facilitar el calculo. Podemos usar la misma idea para estimar una suma o una resta.
Asi, cuando sumamos o multiplicamos puede ser conveniente aproximar un sumando por exceso
y el otro por defecto, de esta forma, la diferencia entre el valor real y el estimado decrece. En la
resta y en la division, en cambio, puede ser conveniente aproximar ambos por exceso 0 ambos
por defecto.

Ejemplo
2476 + 3.583 ~ 2.500 + 3.500 = 6.000

5.287 - 3.974 = 5.300 - 4.000 = 1.300
6.137 - 3.075 = 6.000 - 3.000 = 3.000
315-27 =300 - 30 =9.000
457:28 = 480:30=48:3 =16
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Para pensar

Para estimar la suma de dos niimeros podemos aproximar uno de ellos por exceso y otro
por defecto, para tratar de acercarnos al resultado exacto. En la resta, aproximamos
ambos niimeros en la misma direccién. jPor qué cree usted que estas estrategias dan
una mejor aproximacién?

Ejercicio

Estime, de dos formas diferentes, los resultados de 485: 38 y 886: 9.

Otra forma de estimar el resultado de una operacién, consiste en realizar descomposiciones
y agrupaciones con los nimeros involucrados, tratando de simplificar los célculos.

Estimar agrupando
En esta estrategia, formamos grupos de niimeros cuya suma sea facil de efectuar. Por ejemplo:

38+70+60 +23 +20 +45=(38+70 )+ (60 + 23 + 20) + 45 ~ 100 + 100 + 45 = 245
Una mejora para esta estrategia consiste en descomponer antes de agrupar. Por ejemplo:
429 + 548 + 354 = (400 + 500 + 300) + (29 + (48 + 54)) ~ 1.200 + (30 + 100) = 1.330

En el caso de la multiplicacién, podemos usar la propiedad distributiva para facilitar la esti-
macion. Por ejemplo, estimemos 605 - 379. Tenemos:

605 - 379 =~ 600 - 380 = 600 - (300 + 80) = 600 - 300 + 600 - 80 = 180.000 + 48.000 = 228.000

Estimar por promedio

Esta estrategia se puede utilizar cuando los sumandos corresponden a nimeros que son
préximos entre si. Por ejemplo, estimemos 7.837 + 8.208 + 8.099 + 7.879 + 8.053.

Observemos que los nimeros son cercanos a 8.000 y, por lo tanto, estimamos que el prome-
dio es 8.000. Tenemos 5 sumandos, entonces:

7.837 + 8.208 + 8.099 + 7.879 + 8.053 = 8.000 - 5 = 40.000

Para pensar

Reflexione acerca de cudn buena es la aproximacion del resultado de una operacidn, si
se aproximan los nimeros antes de operar con ellos. Por ejemplo, si resta dos numeros
aproximando cada uno de ellos a la decena mds cercana, el resultado de esta resta ;serd
necesariamente la aproximacion a la decena mas cercana de la resta de los niimeros
originales? Busque ejemplos.
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Estimar un rango para una operacion aritmética

Muchas veces se requiere determinar entre qué nimeros puede encontrarse el resultado de
una operacion. A este tipo de intervalo lo llamaremos un rango del resultado. En el caso de la suma,
un valor mayor que esta se obtiene aproximando por exceso los sumandos y luego calculando la
suma. Un valor menor que la suma se obtiene aproximando por defecto los sumandos y luego
calculando la suma.

Ejemplo
Encontremos un rango para el resultado de 394 + 710.

Aproximando por defecto tenemos:
394 + 710 = 300 + 700 = 1.000
Aproximando por exceso tenemos:

394 + 710 = 400 + 800 = 1.200

Por lo tanto, el resultado de la suma 394 + 710 se encuentra entre 1.000 y 1.200.

Para pensar

,Cémo encontrarfa un rango para el resultado de una resta de dos nimeros?, ;y para
la multiplicacion y la division?

En la divisién, en algunos casos es posible ajustar dividendo y divisor para facilitar el célculo
del cociente.

Estimar para que el dividendo sea multiplo del divisor

Esta estrategia consiste en aproximar el dividendo a un multiplo conocido del divisor, de
manera que la divisién no tenga resto y se pueda calcular mentalmente.

Ejemplo
| 475:7~490:7 =70
Para pensar
Dos alumnos presentan las siguientes aproximaciones para estimar el resultado de la
multiplicacién:
567 .17 = 600 - 15 = 9.000 567 - 17 = 565 - 50 = 28.250

En ambos casos sumaron 33 a un factor, mientras que al otro le restaron 2. ;A qué se
debe la enorme diferencia?, ;qué resguardos hay que tener para usar la compensacién
al estimar un producto?, ;ocurre algo similar con la division?
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Ejercicios de la seccion

1. Estime el resultado de las siguientes sumas y restas, sefialando la o las estrategias usadas.

d. 647 + 878 + 324 + 555 C. 8.759 - 4.677
D. 1.526 +8.799 + 12.768 + 5.211 + 1.011 d. 6.798 - 1.202

2. Una profesora plante la siguiente suma y le pidi6 a nifios y nifias que estimaran su resultado.
3.548 + 28 =
Un nifio estimé de la siguiente forma:

3.548 + 28 = 3.500 + 30 = 3.530

¢Es esta una buena estimacion? Justifique su respuesta.

3. Estime el resultado de las siguientes multiplicaciones y divisiones, sefialando la o las estra-
tegias usadas.
a. 76418 C. 4.398-309
D. 3.652:521 d. 4.802: 146

4. Para estimar el resultado de 7.198 : 598, una persona sefiala lo siguiente:
“Calculo primero 6.000 : 600 = 10, y luego 1.200 : 600 = 2. La estimacion es: 10 + 2 = 12".

a. ;Es esta una buena estimacion? Explique su respuesta.
D. Utilice una expresién matematica para representar el procedimiento. ;Qué propiedad de la
division estd utilizando?
C. Usela misma estrategia para estimar las siguientes divisiones:
95.789 : 7.995 2.571:82

3.3 Algunos ejemplos de estimacion del resultado de una operacion

Cuando se estima el resultado de una operacidn, en general, se utilizan las combinaciones adi-
tivas y multiplicativas basicas y sus extensiones a las decenas, centenas, unidades de mil, etc., y
se aplican algunas de las estrategias de calculo mental.

a. Se presenta un afiche con productos de un supermercado y sus respectivos precios, como
en la Figura IV.9.

[$1.125] [$658 | [$747] [$1.198] [$929] [$1.425]

[$1.039] [$1.225] [$3.987] [$719] [$829] [$4.539]

Figura IV.9.
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Luego se pueden plantear problemas que requieran estimar el costo de una compra, por
ejemplo:

o Se compra un lavalozas a $747, un paquete de detergente a $3.987 y una botella de cera
liquida que vale $1.198. Estime el costo de la compra.

« Siuna persona lleva un producto de cada tipo, ;cudl es el costo estimado de la compra? Si
paga con un billete de $20.000, ;le alcanza para llevar todos los productos?

D. Se presenta un ment como el siguiente:

Almuerzo 1:  Sopa y plato principal $ 2.268

Almuerzo 2:  Sopa, plato principal y postre $ 2.468

Vaso de bebida cola $ 390
Botella de agua mineral $ 490
Taza de té o café $ 320

Luego, se pueden plantear actividades tales como:

I. Diez personas fueron a almorzar y el mozo registro la siguiente orden:

- 6 Almuerzo 1. - 3 agua mineral.
-4 Almuerzo 2. -8 café o té.
- 7 bebidas cola.

ii. Estime la cuenta total.

Gasto estimado por la comida

Gasto estimado por bebestibles
Gasto estimado total $

lil. Si el grupo decide compartir la cuenta en partes iguales, estime la cantidad de dinero
que debe pagar cada uno.

En resumen

La estimacion es una habilidad que se desarrolla paulatinamente a través de actividades
donde no es posible realizar un célculo exacto o no es necesario hacerlo. Para que un
alumno o alumna aprenda a estimar, es importante orientarlo en el uso de estrategias que
le permitan realizar una estimacién adecuada y pertinente a la situacién planteada. Las
situaciones que se propician para efectuar estimaciones provienen de la vida cotidiana
y es posible utilizar diversos contextos para desarrollar esta habilidad en nifios y nifias.
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4. Dificultades y posibles errores al realizar estimaciones

Estimar es una habilidad que se desarrolla y se potencia en los distintos niveles de Educa-
cion Basica. Como vimos en secciones anteriores, existen numerosos tipos de situaciones donde
se requiere estimar una cantidad, una medida o el resultado de una operacién. Sin embargo, no
siempre los estudiantes estiman al enfrentarse a este tipo de situaciones y utilizan directamente la
cuantificacion o el desarrollo de un célculo para encontrar la solucion, y presentan una dificultad
en la enseflanza y aprendizaje de este tema.

En el caso de la cuantificacién, la forma de presentaciéon de una actividad es clave para hacer
surgir la necesidad de estimar y construir estrategias. Cuando las situaciones se presentan de ma-
nera tal que es posible contar o medir en forma eficiente, no es necesario estimar y, en consecuen-
cia, los nifios y nifias aproximan el resultado obtenido por conteo o medicién. Para desarrollar la
habilidad de estimar una medida o una cantidad, es necesario plantear ejemplos donde sea muy
dificil o imposible contar o medir los objetos.

Es natural presentar situaciones para estimar el cardinal de una coleccion poniendo a dis-
posicién de los estudiantes los objetos en forma pictérica. Por ejemplo, estimar la cantidad de
estrellas de la Figura IV.10:

Figura IV.10.

Es probable que frente a esta forma de presentacidn, nifios y nifias cuenten la cantidad de
estrellas de la lamina y eviten la estimacion.

En el caso de estimar el resultado de una operacion matematica, la relacion entre los nu-
meros involucrados debe ser tal que dificulte el calculo mental del resultado. Por ejemplo, si se
solicita estimar el resultado de 1.400 + 560, es probable que los nifios sumen ambos niimeros y
no estimen. También se debe estar atento a que los estudiantes no efectiien primero la operacién
y luego escojan una estimacion apropiada, ya que de esta manera se pierde el sentido original de
desarrollar la habilidad de estimar. Para trabajar la estimacion de operaciones matematicas, se
sugiere presentar cdlculos en que la relacién entre los niimeros presente canje o no corresponda
auna combinacién aditiva o multiplicativa bésica.

Otra dificultad al estimar el resultado de una adicién o sustraccién se produce cuando los
numeros a sumar o restar son de diferente orden de magnitud y el redondeo de ambos sumandos
se realiza considerando distinto valor posicional. Por ejemplo, al estimar el resultado de 5.347 + 38
yredondear a la centena el primer sumando y a la decena el segundo, se tiene: 5.300 + 40 = 5.340,
resultado que es menor que el primer sumando y que no tiene sentido en el contexto del célculo.
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Ejercicios del capitulo

1. Observe las imdgenes y describa una estrategia que permita estimar:

a. La cantidad de aves que hay en la playa.
D. La cantidad de clavos que hay en la bolsa.

C. Lacantidad de estrellas que hay en el papel que envuelve el regalo.

2. Estime la capacidad de pasajeros sentados que puede llevar este tren con 5 vagones.
4 1

& J

3. Describa una estrategia que permita estimar el peso de un clavo.

4. Proponga situaciones en que nifios y nifias deban estimar:

a. Lalongitud de un objeto.
D. El volumen de un objeto.
C. Lacantidad de objetos que puede contener un recipiente.

d. El tiempo de duracién de un evento.

5. Estime lalongitud de la cinta.
4 1
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Estimacion

Una piscina rectangular mide 4 metros de largo y 2 metros de ancho. Si se sabe que la parte
menos profunda mide 1 metro y la mds profunda mide 3 metros, ;cudl es el volumen esti-
mado de la piscina?

Estime el resultado de las siguientes sumas y restas, identificando la o las estrategias usadas.

d. 876 + 458 + 624 + 998

D. 3.526 +4.779 + 10.988 + 5.311 + 1.911
C. 5.659 — 3.487

d. 7.878 - 1.312

Estime el resultado de las siguientes multiplicaciones y divisiones, identificando la o las
estrategias usadas.

a. 534-17

h. 4.752:61

C. 3.598 - 209

d. 7.202:81

Considere las siguientes estimaciones:

a. 515-328 = 500 - 300 = 150.000

D. 43.531:621 = 42.000: 600 = 420 : 6 = 70
C. 316 - 78 = 300 - 80 = 24.000

d. 378 + 192 = 400 + 200 = 600

€. 5.721 - 845 = 6.000 - 1.000 = 5.000

Responda las preguntas para cada una de las estimaciones:
1. ;Cudl es la diferencia entre el resultado exacto y la estimacion?
2. ;Qué estrategia o estrategias se usaron?

3. ;Con qué otra estrategia podria haber obtenido una estimacién mds cercana al resultado
¢
exacto?
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Capitulo

-\/ Numeros naturales

Introduccion

Como vimos en los capitulos anteriores, los numeros se han usado desde
hace mucho tiempo para contar y medir. A partir de nuestras intuiciones bdsicas
de juntar, separar, repetir y repartir, le dimos a estos niimeros las operaciones
de suma, resta, multiplicacion y divisién, y de acuerdo a estas intuiciones, justi-
ficamos algunas de sus propiedades elementales. Estas operaciones le dan una
estructura particular a los niimeros, relacionando grupos de niimeros de acuerdo
a alguna caracteristica, por ejemplo, los multiplos de un numero dado. En este
capitulo estudiaremos algunos aspectos mas complejos de la estructura de los
numeros, principalmente, aquellos relacionados con la division.

Un aspecto importante de este capitulo es que comenzaremos con el desa-
rrollo de razonamiento deductivo mas sofisticado que el usado en los capitulos
anteriores. Debido a esto, haremos uso de letras para representar niimeros arbi-
trarios y se requerird de expresiones que las contienen. El tratamiento de estas
expresiones se aborda en profundidad en el Capitulo I del texto de Algebra de
esta coleccion.

Los temas tratados en este capitulo, especialmente la divisibilidad, ofrecen
muchas oportunidades para que, basados en el desarrollo de ejemplos concre-
tos, los nifios y las nifias formulen conjeturas sobre los niimeros, y luego las
demuestren a partir de resultados ya aceptados, promoviendo el desarrollo de
habilidades de argumentacion.

Cabe mencionar que, si bien para la lectura de este capitulo no se requieren
conocimientos mas alld de los tratados anteriormente, su naturaleza hace que
necesite de un mayor esfuerzo de abstraccion. Es posible omitir su lectura en este
punto y retomarla cuando se hayan adquirido destrezas algebraicas. Sin embargo,
es importante remarcar que la mayoria de los resultados de este capitulo son
parte del curriculo escolar de Educacion Basica.
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Nimeros naturales

1. Los numeros naturales

En los tres capitulos anteriores hemos estudiado los niimeros desde una perspectiva intuitiva,
explorando cdmo pudo haberse generado la idea de ntimero y sus operaciones y propiedades. A
la coleccion de estos nimeros la llamaremos nzmeros naturales y los denotaremos con la letra
N, es decir:

N={0,1,2,3,4---}

Por motivos histéricos, muchos textos no incluyen al 0 entre los niumeros naturales. En este
texto si lo hemos incluido, pues, de esta forma, muchas definiciones y teoremas resultan un poco
mads sencillos de enunciar y demostrar. Notamos que no es relevante, para nuestro propdsito, si el
0 es 0 no un numero natural. Lo que si es relevante es que en cada definicién, propiedad o teorema
quede claro si incluimos o excluimos al 0.

Recordemos aqui las propiedades principales de las operaciones suma y multiplicacion de
numeros naturales:

Dados cualesquiera niimeros naturales 7z, n y p, se verifican las siguientes propiedades:

o Asociatividad de la suma: (m + n) + p=m + (n + p).

e Conmutatividad de la suma: m + n=n + m.

o E10 esneutro de la suma: m + 0 = m.

o Asociatividad de la multiplicacién: (m-n)-p=m-(n-p).
e Conmutatividad de la multiplicacion: m-n=n- m.

o El1 es neutro multiplicativo: m - 1 = m.

o Distributividad del producto sobre la suma: p-(m+n)=p-m+p-n.

Todas estas propiedades, y otras, fueron justificadas intuitivamente en los capitulos ante-
riores. Se omitird en este texto un tratamiento axiomatico formal de los niimeros naturales y sus
operaciones, por ejemplo via los Axiomas de Peano.

En el Capitulo 111, a partir de estas propiedades, demostramos:

o E1 0 es elemento absorbente de la multiplicacién: mz- 0 = 0.

Recordemos que si m y n son niimeros naturales cualesquiera, entonces su resta se puede
definir como:

m-n=d,siysolosim=n+d.
Es decir, m — n es lo que le falta a n para alcanzar a m.
Demostramos anteriormente que la distributividad puede extenderse a la resta:

o Distributividad del producto sobre laresta: p-(m-n)=p-m-p-n.
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Tenemos también que si m + p = n + p, entonces (m + p) — p = (n + p) — p, y por la Propiedad
5 de la Seccidn 2.1, Capitulo II, tenemos que m + (p — p) = n + (p — p). Por lo tanto, m + 0 = n +
0,y como 0 es neutro de la suma, obtenemos m = n. Hemos demostrado la siguiente propiedad:

e Propiedad de cancelacion de la suma:
Sim+ p=n+ p, entonces m = n.

Recordemos ahora la definicion de divisién entre dos niimeros. Si 72 y 7 son niimeros natu-
rales, decimos que:

m:n=gq,siysolosim=q-n.

Por la Propiedad VI) de la division, del Seccién 6.5, Capitulo III, tenemos que sim-p=n-p
para algiin niimero natural p = 0, entonces (m - p): p = (n- p) : p, y entonces m = n. Hemos demos-
trado la siguiente propiedad:

« Propiedad de cancelacion del producto:
Sipz0ym-p=n-p,entonces m=n.

A partir de estas propiedades, deduciremos otras mas sofisticadas sobre la estructura de los
numeros naturales. Veamos primero qué entendemos por demostracion.

Teoremas y demostraciones

El conocimiento matematico se basa en el método deductivo, este consiste en sacar conclu-
siones, usando el razonamiento légico, a partir de ciertos principios fundamentales o propiedades
que sabemos o suponemos ciertas. En nuestro caso, las propiedades listadas anteriormente. Las
conclusiones que realizamos a partir de dichos principios o propiedades son afirmaciones que
constituyen un nuevo conocimiento y se llaman zeoremas. Los teoremas, entonces, son deduccio-
nes a partir de los principios béasicos obtenidas mediante una demostracion. Una demostracion es
un argumento que busca convencer a quien lo escribe y a quien lo lee, de la verdad de lo afirmado
por el teorema. Una demostracion consiste en pequefios pasos, cada uno de los cuales se basa en
algiin conocimiento previamente aceptado, ya sea porque es un principio o propiedad, o porque es
un dato del problema. De ese conocimiento previo, ayudados por un razonamiento légico, se saca
una conclusién. Una buena demostracién debe ser una sucesién de pequefios pasos que conducen
anuevos conocimientos, cada uno de los cuales no debe dejar dudas de su validez.

La demostracion de cada afirmacion estd en la esencia de la matematica, en la que todo nue-
vo conocimiento debe ser justificado. Parte importante de los beneficios de estudiar y aprender
matematica estd en la practica de la deduccién: estimula nuestra capacidad de razonar légica-
mente. El arte de demostrar afirmaciones se aprende practicando, luego de ver muchas demostra-
ciones, nuestro cerebro, gran buscador y analista de patrones, aprende a imitar demostracionesy
llegamos a adquirir destrezas argumentativas.
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Nimeros naturales

1.1 La division inexacta o con resto: el algoritmo de la division

El siguiente teorema se llama algoritmo de la divisién. Sin embargo, no se trata de un algorit-
mo. Su nombre se debe a que su demostracién consiste en aplicar un algoritmo.

Este teorema, de alguna forma, ya fue tratado en el Capitulo Il y nos dice que si dividimos
un nimero por otro, entonces hay un cociente y un resto. El resto debe ser més pequefio que el
divisor, porque si no, el divisor cabria al menos una vez mas en el dividendo.

Teorema V.1: el algoritmo de la division
Sean m y n dos nimeros naturales, n = 0. Entonces existen dos nimeros naturales, g y r,
tales que:

sm=n-q+r
« O<sr<nm
« Los numeros ¢y r son los tinicos con estas dos condiciones.

El niimero g se llama cociente y el nimero r se llama resto de la division.

Damos, a continuacién, una demostracion del teorema, la cual posteriormente es ilustrada
con un ejemplo.

Demostracion

Recordemos la discusion que hicimos al desarrollar el algoritmo para dividir dos nimeros,
en el Capitulo III. Tomemos dos nimeros, 342 y 25. Si restamos 25 de 342 una y otra vez,
obtenemos:

342 > 317 > 292 > 267 > 242 > 217 > 192 > 167 > 142 > 117 > 92 > 67 > 42 > 17
Vemos que no podemos seguir restando 25. De esta manera, obtenemos:
342=25-13+17

Es decir, 13 es el cociente y 17 es el resto. Restando sucesivamente 25 de 342, eventualmente
llegamos al nimero mds pequefio que se puede obtener de esa manera. Este es un proce-
dimiento totalmente general para cualesquiera dos niimeros m y n en el lugar de 342 y de
25, respectivamente. Siempre podremos encontrar el nimero més pequefio que se obtiene
restandole a m sucesivamente 7 sin pasar el 0:

m>m-n>m-2n>m-3n>m-4n>...20

La idea, entonces, es que ese numero mas pequeiio que se obtiene por restas sucesivas es el
resto buscado, r=m - g - n.

También podemos pensar que g es el mayor nimero tal que g - n < m. Es decir, podemos
acercarnos a m sumando z sucesivamente a partir de 0.

En el ejemplo de la division 342 : 25, tenemos:
0<25<50<75<100<125<150< 175 <200 < 225 < 250 < 275 < 300 < 325

Vemos que no podemos seguir sumando 25 sin pasarnos de 342. Entonces, 25 cabe 13 veces
en 342 y sobran 17 = 342 — (13 - 25).
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Figura V1.

En la figura anterior, la barra grande representa al dividendo m y las barras pequenas al
divisor n. Vemos que la barra pequefia cabe un cierto numero de veces en la barra blanca
(concretamente 13 veces). Esto corresponde a aproximarse con multiplos de z menores o
iguales que m. Vemos también que lo que sobra es menor que la barra pequefia, es decir,
esta no cabe otra vez mas; lo que sobrd es el resto. En el caso de las restas sucesivas, coloca-
mos las barras pequefias desde el extremo derecho de la barra grande.

Figura V.2.

Podemos notar que ambos procesos llegan al mismo resultado.

De lo anterior, también podemos decir que:

g-n<m<(qg+1)-n

| | |
I
q-n m (g+1)-n
Figura V3.

Recordamos que el algoritmo que usamos para dividir, y que discutimos en el Capitulo III, usa
alternadamente ambas estrategias en cada uno de sus pasos, primero aproximando el dividendo
con un multiplo del divisor y luego restando ese multiplo.

Ejemplos
En la divisién 26 : 13, el cociente es g = 2 y el resto r = 0. Escribimos: 26 = 13 - 2 + 0.

En la division 47 : 3, el cociente es g = 15 y el resto es r = 2. Escribimos: 47 = 15 - 3 + 2.
En la division 34 : 44, el cociente es g = 0 con resto r = 34. Escribimos: 34 =44 - 0 + 34.
Una afirmacion importante que se hace en el teorema es la unicidad, es decir, existe una

Unica forma de expresar el niimero m como m=n- g + r,con 0 < r < n. Por lo tanto, tenemos que
sim=n-q+r,con0<r<n,entonces en la division m : n, el cociente es g y el resto r.

Ejemplos
1) Tenemos que 45 = 8 - 5 + 5, por lo tanto, el cociente de la division 45: 8 es g=5y

el resto, r = 5. Sin embargo, no podemos afirmar que 45 : 5 tenga cociente g = 8 y
resto r = 5, pues r debe ser menor que el divisor, 5 en este caso.

2) Si Nes un niimero tal que N =3 - g + 2, para algtin g, tendremos que el resto de la
divisibn N:3esr=2.
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Nimeros naturales

Para pensar

¢Por qué se excluye el caso n = 0 en el Algoritmo de la Divisién?

Una de las consecuencias del Algoritmo de la Division, y que se usa a menudo, es que si
fijamos un nimero #, entonces todo nimero m se puede escribir de manera tinica en una de las
formas:

n-k,n-k+1,n-k+2,n-k+3,..n-k+(n-1)

En otras palabras, al dividir 72 : n podemos obtener restor=0,r=1,r=2,...,or=n-1.

Por ejemplo, si n = 2, dado cualquier niimero m, o bien m = 2k, en cuyo caso decimos que m
es par, o bien m = 2k + 1, en cuyo caso decimos que 7 es impar.

Sin =3, entonces todo nimero es de una de las formas 3-&,3-k+ 103k + 2, por ejemplo,
17=3-5+2,211=3-70 + 1.

Ejemplo
Siay b son impares, entonces a* + b* es par, pero no es divisible por 4.

Demostracion: como a es impar, a = 2k +1 e igualmente b = 2j +1, para ciertos ntime-
ros k 'y j. Entonces:

A+ =2k+10+(2j+1)’=4-F+4k+1+4-+4j+1
Es decir:
A+ =4+ +k+j)+2

Vemos que a” + b* es par, ya que es suma de multiplos de 2. Sin embargo, al dividirlo
por 4 deja resto 2. Luego, no es divisible por 4.

En resumen

» Dado un niimero natural n = 0, cualquier otro numero natural m puede expresarse de
manera tinica como un multiplo de 7 mas un resto menor que 7. Es decir, existen tinicos
gyr.talquem=n-qg+r,con0<r<0.
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Ejercicios

1.

Si se hace unaresta sucesiva de 4 en 4 a partir de 115, se obtiene una serie como la siguien-
te: 115,111, 107, 103...

a. ;En qué numero termina la serie? Explique su respuesta.

D. Sila serie parte en 1.223, ;en qué niimero termina? Explique su respuesta.

C. ¢Cuéntos términos tiene la secuencia en a)?, ;y en b)?

Considere la siguiente relacién: D = g - d + r; donde D es el dividendo de una division, g el
cociente, d el divisor y r el resto. Si se sabe que D < 1000, que g = 45y r = 13, determine
todos los pares de niimeros naturales, Dy d, que cumplen con la relacién anterior para los
valores de g y r dados.

Sin calcular, sefiale cudl es el resto de las siguientes divisiones:
d. 6.362.381.296.356 : 10

D. 5.730.213790.009.043 : 5
C. 75.963.000.002.423.400 : 2

Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justifique su respuesta.
a. El producto de dos niimeros impares es impar.

D. La suma de niimeros impares es impar.

Si hoy es jueves, ;qué dia de la semana serd dentro de 50 dias? ;Qué dia de la semana serd
en 18 dias?, ;y en 105 dias? Disefle un método que le permita determinar qué dia de la se-
mana serd dentro de 7 dias.

Demuestre que el cuadrado de cualquier niimero entero puede tener la forma 3%, o bien
3k + 1, pero no puede tener la forma 3k + 2.
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Nimeros naturales

1.2 Divisibilidad

En esta seccion profundizaremos las propiedades caracteristicas de la multiplicacién y de la
divisiéon de numeros naturales.

Definicion V.1: ~ Sean m y n dos nimeros naturales, z = 0. Decimos que m es divisible
por n, si existe un nimero natural ktal que m=n- k.

La siguientes expresiones son equivalentes y son usadas indistintamente:
« m es divisible por 7.
o ndivide a m.
« nesun divisor de m.
o n divide exactamente a m, es decir, el resto de dividir 72 por n es 0.
« nesun factor de m.
o m es un multiplo de 7.
Ejemplos
1) 2dividea 6,yaque 6=2-3.
2) 5dividea3-4-5-6.

3) 2 no divide a 3, porque no existe un nimero natural tal que multiplicado por 2 dé
3 como resultado.

4)30=2-3-5esmultiplode 1,2,3,5,6,10, 15y 30.

Observamos que:

« Para cualquier nimero natural z = 0, tenemos que z divide a 7, ya que n = n - 1. Es decir,
todo nimero es multiplo de si mismo.

« Dado cualquier numero natural z, tenemos que 1 divide a 7, ya que n = 1. n. Es decir, todo
numero es multiplo de 1.

« Dado cualquier nimero natural 7 # 0, tenemos que 7 divide a 0, ya que 0 = 7 - 0. En otras
palabras, 0 es multiplo de cualquier nimero natural distinto de 0.

Para pensar

Tenemos que 0 =0 - 0, sin embargo, de acuerdo a la definicién dada, no decimos que
0 es un divisor de 0. ;Qué diferencia tiene este caso con, por ejemplo, el caso 3 divide a 6?

'En muchos libros se escribe 72 | 72 para abreviar “m divide a 72", nosotros no usaremos esta notacién.
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La relacién de divisibilidad tiene tres propiedades elementales, las cuales demostramos en
el siguiente teorema:

Teorema l/.2

Si A, By Cson nimeros naturales cualesquiera, entonces:
1. Adividea A
2. SiAdivide a By B divide a C, entonces A divide a C.

3. SiAdivide a By Bdivide a 4, entonces A = B.

Demostracion

1. Esto ya fue demostrado.

2. Como A divide a B, existe un m tal que B= A - my como B divide a C, existe un 7 tal que
C = B - n. Tenemos entonces que:

C=B-n=(A-m)-n=A-(m-n)
Es decir, A divide a C.

3. SiAdivide a B, tenemos que existe un m tal que B = A - m. Notamos que m puede ser 1,
2,3, etc. Por lo tanto, B < A. Por otro lado, B divide a A y de manera similar tendremos
que A <B.

Ambas condiciones pueden verificarse simultdneamente solo cuando 4 = B.

Graficamente podemos ver que un niimero 7 es multiplo de otro niimero 7, si podemos ubi-
car m cuadraditos en una cuadricula de 7 filas, cada una con la misma cantidad de cuadraditos.
Por ejemplo, 42 es multiplo de 7, pues 42 cuadraditos pueden ser colocados exactamente en una
cuadricula de 7 filas.

A NPT a

Figura V4.
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Nimeros naturales

Sin embargo, 45 no es multiplo de 7, pues si tratamos de colocar 45 cuadraditos en 7 filas con
igual cantidad de cuadraditos cada una, podremos formar 7 filas con 6 cuadraditos y sobrardn
3 cuadraditos.

Figura V5.

Por lo tanto, 45 = 7 - 6 + 3. Obviamente, esta forma de ver si un nimero es divisible por otro
no es muy practica para ntimeros mayores.

Para averiguar si un nimero es divisible por otro, tal vez lo primero que se nos ocurre es
aplicar el algoritmo de la divisién visto en el Capitulo III. Por ejemplo, para ver si 7.892 es divisible
por 7, hacemos:

7892:7 = 1127
8
19
52
3

Obtuvimos que 7.892 dividido por 7 es 1.127 con resto 3. Escribimos 7.892 = 7 - 1.127 + 3.
Decimos entonces que 7.892 no es divisible por 7, que no es multiplo de 7, que 7 no divide a 7.892,
0 que 7 no es un factor o divisor de 7.892.

Veamos ahora si 8.765.232 es divisible por 3.

8765232 : 3 = 2921744
27
06
05
22
13
12
0

El resto de la divisién es 0y, por lo tanto, 8.765.232 es divisible por 3.

Existen, sin embargo, formas mds eficientes para averiguar si un niimero es multiplo de otro.
Previamente, necesitaremos algunos resultados.
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Supongamos que queremos ver si 72 es multiplo de 3. Podriamos escribir 72 = 60 + 12 y res-
ponder que s, pues 60 + 12 = 3 - (20 + 4) es un mltiplo de 3. En otras palabras, al descomponer
72 en una suma de multiplos de 3, concluimos inmediatamente que también debe ser multiplo
de 3. De manera similar, 72 = 30 + 42 y como sabemos ahora que 72 es multiplo de 3 y 30 también
lo es, tenemos que:

42=72-30=3-24-3-10=3-(24-10)=3-14
Es también multiplo de 3.

En general, tendremos que si un nimero divide a otros dos, también divide a su sumayy,
por otro lado, si un nimero divide a una suma y a uno de los sumandos, también divide al otro
sumando. Enunciamos esto en el siguiente teorema:

Teorema I3

Sean R, Sy T'numeros naturales tal que R divide a S. Entonces se tiene que:

Rdivide a § + T, siy solo si R divide a T.

Observacion:
La suposicion inicial del teorema es que R divide a S. Luego, se hacen dos afirmaciones
distintas:

La primera afirmacion dice que: R divide a § + T, si R divide a S. Agregando la suposicién
inicial, lo que se estd diciendo es: si R divide a Sy R divide a T, entonces R divide a § + T.

La segunda afirmacion dice que: R divide a § + T, solo si R divide a T. Agregando la afir-
macion inicial, lo que estd diciendo es: si R divide a Sy R divide a § + T, entonces R debe
dividira 7.

Demostracion

Demostraremos por separado ambas afirmaciones:

Afirmacion 1: si R divide a Sy a T, entonces divide a § + T.

Como supusimos que R divide a S, tenemos que existe un K'tal que S=R- K.

K

Figura V6.
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Y como supusimos que R divide a T, tenemos que existe un D tal que T=R - D.

D

Figura V.7.
Porlotanto: S+ T'=R-K+R-D =R (K + D) por distributividad. Entonces, S + T es mltiplo

de R.
K D

Figura V8.

Afirmacién 2: si R divide a Sy a § + T, entonces divide a T.

Nuevamente, tenemos que existe un Ktal que S=R- K.

K

Figura V9.

Y como ahora R divide a § + T, tenemos que existe un Etalque S+ T'=R - E.

E

Figura V.10.

Porlotanto, T=(S+ T)-S=R-E-R-K=R-(E- K) por distributividad. Entonces, T'es multiplo
deR.
K ?

'
E

Figura V11.
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Para pensar

En algunos textos se puede encontrar el siguiente teorema respecto de la divisibilidad:

Si 8, Ry T son numeros naturales, entonces si R divide a dos de los nimeros S, Ty §+T,
también divide al tercero.

Explique por qué este teorema es equivalente al Teorema V.1, es decir, expresan la
misma propiedad.

Observamos que podria suceder que § + T fuera multiplo de R, pero Sy T no lo fueran.
Por ejemplo, 72 = 35 + 37 es multiplo de 3, pero 35y 37 no lo son.

Ejercicios

1. Enuna fila de cuadrados de colores se repite el siguiente patrdn: rojo, azul, amarillo, verde,
morado y blanco. Determine de qué color es el cuadrado que ocupa el lugar 50 y en qué
lugar estd ubicado el tltimo cuadrado de color morado antes de este. Explique los procedi-
mientos aplicados y fundamente su seleccion.

2. Sidos numeros naturales son multiplos de otro niimero, lo son también su suma y la dife-
rencia entre el nimero mayor y el menor.

Compruebe si esta afirmacion se cumple en los siguientes pares de numeros y fundamente
su respuesta.

a.10y45

b. 12y18

c. 16y50

1.3 Criterios de divisibilidad

Una aplicacién importante de este teorema es en el estudio de las condiciones de divisibi-
lidad de niimeros grandes por nimeros pequeiios. Es probable que el lector o la lectora ya haya
aprendido que si la suma de las cifras de un nimero es divisible por 3, entonces el nimero mismo
es divisible por 3.

Se llama criterios de divisibilidad a reglas simples que permiten saber rdpidamente si un nd-
mero natural es multiplo de otro. Los criterios més conocidos y los que generalmente aparecen
en los libros de texto son los de divisibilidad por 2, 3,4, 5,7,9, 11 y 13.

El criterio de divisibilidad mds simple es por 10y sus potencias. En efecto, un niimero es di-
visible por 10 si su cifra de las unidades es 0. Esto no es mds que una consecuencia de la notacién
posicional en base 10. El criterio se extiende a potencias de 10.
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Ejemplos
1.000 es multiplo de 10, de 100y de 1.000.
100 es multiplo de 10 y de 100.
3.450 es multiplo de 10.
1.800 es multiplo de 10 y de 100.

Veamos ahora la divisibilidad por 2. Por ejemplo, comprobemos si el nimero 3.548 es multi-
plo de 2. Podemos escribir:

3.548 =3.540 + 8 Descomponiendo en decenas y unidades.
=10-354+8 Pues 3.540 es multiplo de 10.
=2-(5-354) +8 Pues 10 es multiplo de 2.

En esta ultima expresion, vemos que el primer ntimero, 2 - (5 - 354), es explicitamente un
multiplo de 2, y como 8 también lo es, por el Teorema V.3, la suma debe ser también un multiplo
de 2.

Este mismo procedimiento puede realizarse con cualquier niimero y vemos que el hecho de
que un numero sea divisible por 2 es equivalente a que la cifra de las unidades sea divisible por 2.

Antes de proseguir, nos detendremos para explicar una notacion muy usada en Matematica.
En dlgebra usamos letras para denotar objetos matemadticos, numeros, conjuntos, funciones, etc.
Frecuentemente, necesitamos muchas letras y nuestro alfabeto solo tiene unas pocas. Solemos
recurrir a letras griegas u otros simbolos, sin embargo, estos también son pocos, ;cdmo seguimos
si se nos acaban?

Hay una manera muy sencilla, la de los subindices. Si necesitamos, digamos, 100 variables
para denotar niimeros, entonces usando una sola letra, por ejemplo la a, podemos denotarlos
todos con un simbolo distinto: a,, a,, 4, ...a,,, Como podemos imaginarnos, no importa cuantas
variables necesitemos, siempre tendremos suficientes subindices. De esta manera, decir “sean x,
y x, dos nimeros naturales’, es equivalente a decir “sean Ry § dos niimeros naturales’.

En particular, usaremos esta notacién con subindices para referirnos a los digitos de un
numero cualquiera. Escribiremos a, para el digito que ocupa el lugar de las unidades, a, para el
digito de las decenas, a, para el de las centenas, etc. Tendremos entonces que un nimero de n+1
cifras se puede expresar como:

— 1 n-1 2
aa, ~aa,=a,10"+a,  -10"" + . +a,-10°+a,- 10 + q,

Usaremos esta notacién para demostrar en forma general algunos de los criterios de divisi-
bilidad. Veamos un ejemplo para ilustrar su uso en el caso de la divisibilidad por 2.

Tenemos que el ntimero 78.924 = a,a.a,a,a,con a,=4,a,=2,a,=9,a,=8,a,="7.

Para ver si es multiplo de 2, procedemos como antes. En paralelo, usamos la notacién
con subindices:
78.924 =78.920 + 4 =a,a,a,a,0 +a,
=10-7.892+4 =10-a,a,a,a, +a,
=2-5.7.892+4 =2-5-q,a,a,a, +a,
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El nimero, 2 - 5 - 7.892, es multiplo de 2 y el 4 también lo es, por lo tanto, su suma debe ser
un multiplo de 2. Con subindices, dirfamos que 2 - 5 - a,a,a,a, es multiplo de 2 y a,= 4 también
lo es, por lo tanto, la suma 2 - 5 - a,a.a,a, + a, también es multiplo de 2.

Estamos listos para escribir la demostracion general de la divisibilidad por 2.

Teorema V.4

Un nuimero natural es divisible por 2 si y solo si la cifra de las unidades es 0, 2,4, 6 u 8.

Demostracion

Un numero natural puede escribirse en notaciéon decimal como:

aa

— 7 n-1 2
A, aa,=a,-10"+a, - 10"+ +a,-10°+a, - 10 + q,
Donde a, es la cifra de las unidades, a, es la cifra de las decenas, etc. En particular, podemos

escribir:

aa, ..aa,=10-aa ,-a +a,

=2-5-a.a, ~a +a,

Como2-5-a,a,, - a, es miltiplo de 2, por el Teorema V.3, tenemos que a,a, , - a,a, s

multiplo de 2, si y solo si g, es multiplo de 2.

Para concluir, notamos que como a, es un digito, serd multiplo de 2 si y solo si es igual a 0,
2,4,6u8.

Hemos demostrado que a,a, , - a,a, es divisible por 2 si y solo sia, es 0,2,4,6 u8.

Teorema /5

Un nuimero natural es divisible por 5 si y solo si la cifra de las unidades es 0 0 5.

Ejercicio

1. Demuestre el teorema de divisibilidad por 5 siguiendo el modelo de la divisibilidad por 2.

Ejemplos

1.234.562.345 es multiplo de 5, pues el digito de las unidades es 5, pero no es multiplo
de 2, pues el digito de las unidades noes 0,2, 4,6 u 8.

32.184 es multiplo de 2, pero no de 5.

5.689.340 es multiplo de 2 y de 5.

34.789 no es muiltiplo de 2 ni de 5.
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Si queremos averiguar si 3.548 es multiplo de 4, podemos escribir:

3.548 = 3.500 + 48 Descomponiendo el nimero.
=100-35+48  Expresdndolo como suma de centenas y unidades.
=4.(25-35) + 48 Escribiendo 100 como 4 - 25.

Como 4 - 25 - 35 es multiplo de 4, por el Teorema V. se tiene que 3.548 es divisible por 4 siy
solo si 48 lo es. Se verifica directamente, es decir, mediante una division, que 48 es mtltiplo de 4.
Podemos observar, entonces, que la divisibilidad por 4 depende solo de los dos primeros digitos
del nimero.

Teorema l.6

Un numero natural es divisible por 4 si y solo si el nimero formado por sus dos tltimas
cifras es multiplo de 4.

Demostracion

Escribimos, como antes, un ndmero natural como:

aa

nn-1"** alao
Tenemos:

aa, —aa,=100-aa, - a,+aa,
=(4-25)-aa, -a,+aa,
=4-(25-aa,  -a,)+aa,

Por el Teorema V.1 tenemos que a,a,_, - a,a, es multiplo de 4 si y solo si a,a, es multiplo de 4.

Ejercicios

1. Demuestre que un niimero a,a, _, - a,4, es divisible por 4 siy solo si 2 a, + a, lo es. Sugeren-
cia: considere primero un niimero concreto y luego realice la demostracion formal.

2. Encuentre un criterio que permita determinar la divisibilidad por 8.

Sugerencia: considere primero un niimero concreto e intente un argumento similar a la
divisibilidad por 4. Luego realice la demostracion formal.
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Teorema \.7

Un nuimero natural es divisible por 9 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 9.

Demostracion
Consideremos un nimero a,a, _, - a,a,y veamos su descomposicién como suma de poten-
cias de 10, es decir:

aa

n"n-1

—~aa,=a,-10"+a, 10"+ +a,-10*+qa,-10 + q,
Observamos que para cada n:

10"=99-99+1=9-11-11+1=9-k,+1
Para el nimero k,, el cual tiene 7 cifras todas iguales a 1. Por lo tanto:

a,  aa=a 9k +1)+a, 9k, +1)+-+a,(99+1)+a, (9+1)+aq,
=9(a,-k,+a, -k,  +-+a, 11+a-l+a)+(a,+a, +~+a,+a +a,)

aa

Por el Teorema V.3 tenemos que a,a, , - a,a, es un multiplo de 9 si y solamente sia, + a, ,
+ -+ a,+ a, + a, es un multiplo de 9.

La demostracién del siguiente teorema es muy similar a la del teorema anterior.

Teorema l.8

Un nuimero natural es divisible por 3 si y solo la suma de sus cifras es multiplo de 3.

En resumen

SeaN=a,a, - a,a,un nimero natural. Entonces tenemos que N es:

« Multiplo de 2, si a, es multiplo de 2.

 Multiplo de 3,sia,+ a, , + - + a, + a, es multiplo de 3.
« Multiplo de 4, si a,a, es multiplo de 4.

« Multiplo de 5,sia,es 00 5.

 Multiplode 9,sia, +a, , + -+ a, + a, es multiplo de 9.
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Ejercicios de la seccion

1.

2.

Nimeros naturales

Demuestre el Teorema V.8.

Sean a, by c tres nimeros naturales (o cero) cualesquiera. Demuestre o dé un contraejemplo
para:

Si a divide a a+b, entonces a divide a b.

. Siadivide a b, entonces a divide a a* + bc.

Siadivide a by b divide a ¢, entonces a divide a b + .

. Sianodivide a b + ¢, entonces a no divide a  y a no divide a c.

Si a? divide a b% entonces a divide a b.

< S o T S I <V

Si a divide a b% entonces a? divide a b2

Demuestre los siguientes criterios de divisibilidad. Recordemos que todo niimero natural
se escribe en notacién decimal como:

— 7 -1 2
aa, ~aa,=a,10"+a, 10"+ +a,-10°+a,-10 + a,

a, es su digito de las unidades, a, es su digito de las decenas, etc.
a. Un numero es divisible por 8, si 8 divide a,a,a,.
b. Un numero es divisible por 8, si 8 divide 4a, + 2a, + a,
C. Un nimero es divisible por 7, si a, a, g, - a, a, a, + a, a, a, — - es divisible por 7. Haga la
demostracion para un nimero de 6 cifras. Note que 1.001 y 999.999 son multiplos de 7.

(. Un nimero es divisible por 7 si ysolosia,a, , - a, - 2 a, es multiplo de 7. Para la demostra-
cion, observe que a,= 21 a, - 20 a,). Explique cdmo se puede usar esta propiedad para ver
si un niimero es multiplo de 7.

€. Un numero es divisible por 11 si a, a, g, - a a, a, + a, a, a, - - es divisible por 11. Haga la
demostracién para un numero de 6 cifras. Note que 1.001 y 999.999 son muiltiplos de 11.

f. Un ntimero es divisible por 11 si la suma de las cifras de lugar par, menos la suma de las
cifras de lugar impar es multiplo de 11. Es decir, si (--a, + a, + a, + a,) - (--a, a; a,a,). Haga
la demostracion para un niimero de 5 cifras. Note que 10.000 = 9.999 + 1, 1.000 = 1.001 - 1,
100=99+1y10=11-1.

. Un ntimero es divisible por 13 siy solosia,a, , - a, - 9 a, es multiplo de 13. Para la demos-
tracion, observe que a,=91 a, - 90 a,,.

Explique cdmo se puede usar esta propiedad para ver si un niimero es multiplo de 13.

Invente un criterio de divisibilidad por 17, observando que a,=51a, - 50 a,,

Invente un criterio de divisibilidad por 19, observando que a,= 171 a, -170 a,.
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Sefiale, para cada uno de los siguientes niimeros, si son divisibles por 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10,
11y13.

a. 32.568

D. 6.475

C. 216.495

d. 4.213.220

Escribimos My leemos “N factorial” para expresar de manera compacta el producto de los
N primeros nimeros naturales. Por ejemplo:

=1
2N=1-2
3=1-2-3
41=1-2-3-4

a. Escriba la factorizacion en primos de 10!
D. ;Es 30! divisible por 2.400.000?
C. ¢Cudntos ceros hay al final de la expresion decimal de 10!, de 40! y de 1.000!?

El ntimero 5! es divisible por 2, 3, 4y 5.

a. Pruebe que los numeros 5! + 2, 5! + 3, 5! + 4, 5! + 5 son compuestos.
D. Encuentre un factor de 50! + 35.

C. Encuentre 1.000 nimeros consecutivos que sean compuestos.
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2. Maximo comun divisor y minimo comun multiplo

En esta seccién veremos los conceptos de minimo comun multiplo y maximo comun divisor
y cdmo se relacionan. Desarrollaremos el Algoritmo de Euclides para calcular el méximo comtn
divisor de dos numeros. Los conceptos de primo y de primo relativo serdn usados a lo largo de la
seccién y por esta razon de definen tempranamente. Se demostrard el Lema de Euclides y se usard
para obtener resultados sobre la factorizacién de niimeros naturales.

2.1 Numeros primos

Definiciéon V2:  Un ndmero natural p se dice primo sip # 1y sus tnicos divisores son
1y p. Los niimeros que no son primos se llaman compuestos.

Por ejemplo, 2, 3, 5, son los primeros nimeros primos, en cambio 4 =2-2,6 =2 - 3 son com-
puestos, porque tienen otros divisores distintos de ellos mismos y el 1.

Para pensar

¢Por qué cree usted que el nimero 1 se excluye de la definicién de niimero primo?

Los niimeros primos juegan un papel muy importante en la teoria de niimeros, ya que, como
veremos, son bloques basicos con los que se forman todos los niimeros. De esta manera, los nu-
meros primos son mas simples que los otros, ya que solo se pueden descomponer como producto
de 1 por el propio niimero.

Determinar si un nimero es primo o no puede ser muy dificil. De hecho, en las tiltimas décadas
la investigacion en torno a la bisqueda de niimeros primos muy grandes ha tenido mucha actividad
debido a su aplicacion en los cddigos secretos que se emplean para transferir informacién compu-
tacional. La manera mds sencilla para encontrar los niimeros primos pequefios es la llamada Criba
de Eratdstenes'. Esta consiste en una tabla en la que se escriben todos los niimeros a partir del 1,
hasta donde nos interese conocer, 100, 500, 1.000, etc. Enseguida, se van borrando los niimeros como
sigue. El 2 es primo, lo dejamos. Luego borramos todos los multiplos de 2, o sea, 4, 6, 8, etc. Una
vez que hemos terminado, buscamos el primer niimero que no ha sido borrado. Este es el 3, primo
también, y procedemos como con el 2, dejamos el 3 y borramos todos sus multiplos. Volvemos a
empezar, vemos que el 4 ya fue borrado en una etapa anterior, luego sigue el 5,1a proxima vez serd el
7y la siguiente el 11, ya que 8, 9y 10 fueron eliminados en las primeras rondas. El proceso termina
cuando ya no quedan niimeros por borrar y los que han sobrevivido son todos los primos menores
que la cantidad elegida.

+ 2 3 45 6 7 8 9 1

11 2 13 # 15 16 17 18 19 26

21 22 23 24 25 26 27 28 29 360

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 560

5t 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 H4 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 99 rigua Vi2 LaCribade

91t 92 93 94 95 96 97 98 99100 Eratdstenes hasta el niimero 100.

'La palabra “criba” significa cedazo o harnero.
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Asi, obtenemos que los numeros primos menores que 100 son:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 y 97.

2.2 Maximo comun divisor

[Deﬁnici(')n V.3:  Sean my n dos numeros naturales no nulos. El mayor nimero natural
que divide tanto a m como a 7 se llama el mdximo comun divisor de m
y n. El méximo comun divisor de m y n se denota MCD{m, n}*.

Dos niimeros naturales se dicen primos relativos si su maximo comun
divisor es 1.

Notamos que, por definicién, MCD{m, n}= MCD{n, m}.

El méaximo comun divisor de dos niimeros pequefios se puede calcular facilmente haciendo
una lista de los divisores de cada nimero y constatando cudl es el mayor nimero que se repite en
ambos. Por ejemplo, para calcular MCD{24,32}, vemos.

Divisores de24:1,2,3,4,6, 8,12y 24.
Divisores de 32: 1,2, 4,8, 16 y 32.

Donde hemos subrayado los divisores comunes y 8 es el mayor. Por lo tanto, MCD{24,32}
= 8. Notamos también que todos los divisores comunes dividen al maximo comun divisor. Esto
no es una casualidad, es un resultado general que serd demostrado cuando tengamos algunas
herramientas més.

Esta estrategia de listar los divisores no es muy eficiente para nimeros mayores. Por ejemplo,
MCD{454,136} ya requiere de bastante trabajo. Mds adelante veremos un método mas eficiente.

Ejercicios

1. Calcule MCD{454,136} haciendo una lista de todos los posibles divisores de cada uno de los
ndimeros.

2. Determine si los pares de nimeros son primos relativos.

2.27y18 h.72y35 C.28y63 d.100y 99

*En muchos libros el maximo comtn divisor se denota (n,m), pero esa notacién es algo confusa porque
también es usada para otros fines.
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Observamos que:
o Sindivide a m, entonces MCD{n, m} = n.

Esta claro que 7 es un divisor comun, también estd claro que no puede haber un divisor de
n que sea mas grande que 7.

o Sip es un numero primo, entonces o bien MCD{n, p} = 1, 0o MCD{n, p} = p.

Como p es primo, sus tnicos divisores son 1y p, por lo tanto, si p no divide a n, entonces
MCD{n, p} = 1. Por otra parte, si p divide a n, entonces MCD{n, p} = p.

Supongamos que queremos encontrar el maximo comun divisor de 44 y 12. Dividamos 44
por 12. Entonces, obtenemos 44 = 12- 3 + 8.

Si estudiamos los divisores de dividendo, divisor y resto, tenemos:

Divisores de 44: 1,2, 4,11, 22 y 44.
Divisoresde 12:1,2,3,4,6y 12.
Divisores de 8:1,2,4y8.

Observamos que los divisores comunes de los tres nimeros son los mismos: 1, 2 y 4. Natural-
mente, MCD{44,12} = 4, pero también MCD{12,8} = 4, ;serd esta una casualidad?

Ejercicio

Haga lo mismo que hicimos en el ejemplo anterior con los nimeros 70 y 28. Inténtelo con cualquier

par de niimeros.

El siguiente teorema nos muestra que lo ilustrado en los ejemplos anteriores ocurre para
cualquier par de niimeros.

Teorema l.9

Sim=n-q+r entonces MCD{m, n} = MCD{n, r}.

Demostracion

Usando el Teorema V.3, esta claro que si un nimero divide tanto a 7z como a r, entonces
ese numero dividird a m. Por lo tanto, los divisores comunes de 7 y r son también divisores
comunes de m y n.

Por el mismo teorema, si un nimero divide a m y a n, entonces también divide a r. Por lo
tanto, los divisores comunes de m y n son también divisores comunes de 'y de r.

En resumen, ambas parejas de ntimeros, {m, n} y {n, r}, tienen los mismos divisores co-
munes. Por lo tanto, el mayor de ellos debe ser el mismo. En otras palabras, MCD{m, n} =
MCD{n, r}.
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La utilidad del teorema anterior es que nos puede ayudar a calcular el maximo comun divisor
de dos niimeros. Si m > n, vemos que los niimeros m y n son mds grandes que ny r, de modo que
calcular MCD{n, r} deberia ser mas facil que calcular MCD{m, n}. A continuacién analizamos un
dlgoritmo que, basado en esta observacion, permite calcular de manera muy eficiente el maximo
comun divisor de dos numeros.

2.3 El algoritmo de Euclides

Sean m y n dos numeros naturales distintos de 0. Entonces, por el Algoritmo de la Division,
existen ntimeros gy rtalesque m=n-q+r,con0<r<n.

Sir=0, entonces n divide a m, y como ya fue discutido, MCD{m, n} = n'y hemos terminado.
Sir> 0, comenzamos una segunda ronda del algoritmo, dividiendo 7 por r.

Entonces, existen ¢, y r, talesquen=r-q, + r,,con0<r, <r.Sir, =0, entonces MCD{n, r} = r
y por el Teorema V.9, MCD{m, n} = r y hemos terminado.

Sir, >0, comenzamos una tercera ronda del algoritmo. Entonces, existen g, y r, tales que
r=r,-q,+r,y0sr,<r,.

Sir, =0, entonces MCD{r, r,} = r, y por el Teorema V.9, MCD{m, n} = r, y hemos terminado.

Vemos que en este proceso se puede ejecutar ronda tras ronda. En cada una, si el resto obte-

nido en la division es 0, el resto anterior es el maximo comun divisor buscado. Si el resto obtenido
no es 0, ejecutamos otra ronda.

La observacion importante ahora es que el proceso no puede continuar indefinidamente. En
efecto, en cada aplicacion del procedimiento el resto obtenido es estrictamente menor que el de
la aplicacion precedente, vale decir, si r es el resto obtenido en la primera ronda, tenemos:

r>r>r,>-->r,>0

Pero hay solo  — 1 niimeros entre 0y 7, de modo que antes de r pasos, el procedimiento tiene
que arrojar resto 0.

Sir,=0,entoncesr,  dividear, ,, en cuyo caso MCD{r, ,,1, ,} =r, , yaplicando el Teorema
V.9 varias veces, MCD{m, n} = r,_,, es decir, el resto inmediatamente anterior al resto que se anula.

Ejemplos
Calculemos el méximo comun divisor de 454 y 136.
454 = 136 -3 + 46
136 = 46-2 + 44
46 =44-1+2
44 =2.22+0

Es decir, el méximo comun divisor de 454 y 136 es 2, ya que es el ultimo resto que es
distinto de 0.
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El procedimiento anterior se suele sintetizar con el siguiente diagrama:

3 2 1 22

454 | 136 | 46 | 44 2
46 | 4 2 0

Tabla V 1.

Donde hemos puesto los cocientes en la primera fila y los restos en la tercera. El tltimo resto
distinto de 0, correspondiente al méximo comun divisor, estd marcado.

Para pensar

Para aplicar el Algoritmo de Euclides para calcular el médximo comun divisor entre dos
numeros, conviene comenzar con el cociente del mayor por el menor. Explique por qué
el algoritmo también funciona si comenzamos con el cociente del menor por el mayor.

A partir de los calculos realizados, podemos desandar el camino para relacionar directamente

454, 136 y su méaximo comun divisor. Mds concretamente:
2=46-1-4 Pues46=44-1+2.
2=46-1-(136-2-46) Pues 136 =46 - 2 + 44.
2=(454-3-136) - 1-(136 - 2- (454 — 3. 136)) Pues 454 = 136 - 3 + 46.

Si bien podemos evitar el uso de operaciones entre niimeros negativos, las expresiones que
se obtienen pierden de vista el objetivo de los calculos. Preferimos, en este tinico caso, simplificar
la expresion operando con las reglas conocidas para la operatoria de niimeros enteros y que seran
tratadas en el Capitulo X. Tenemos:
2=454-3-136-1-136+2-(454-3-136) - Usando distributividad y la regla de los signos.
2=454-3-136-1-136+2-454-2-3-136 > Propiedad distributiva.
2=3.454-10-136 - Factorizando (propiedad distributiva).

Veamos otro ejemplo. Calculemos el maximo comtn divisor de los nimeros 3.468 y 486:

3.468 = 486 -7 + 66
486 = 66-7+24

66 = 24-2+18
24 =18-1+6
18 =6-3+0,

Por lo tanto, MCD{3.468,486} = 6.
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De aqui podemos obtener la descomposicion del méximo comun divisor en términos de los
numeros originales. Tenemos:

6=24-18 Pues 24 =1-18 +6.
6=24-(66-2-24) Pues 66 = 24 - 2 + 18.
6=(486-7-66) - (66 - 2- (486 — 7 - 66)) Pues 486 = 66 -7 + 24.

6= (486 -7 (3468 — 7-486)) - (3468 — 7-486) — 2 (486 — 7 - (3468 — 7-486))) Pues3468=486-7 + 66.
6=486-7-3468+7-7-486 - 3468 +7-486 +2-486-2-7-3.468 + 2-7-7-486
6=-22-3.468 + 157 - 486

De esta manera, MCD{3.468,486} = 6 = 157- (486) — 22 - (3.468).
Se ve que podemos hacer lo mismo con cualquier par de niimeros.

Los dos ejemplos anteriores son casos particulares del siguiente teorema:

Teorema V. 10: Teorema de Bezout

Dados dos nimeros naturales m y n distintos de 0, su maximo comun divisor MCD{m, n}
es el menor numero natural positivo que se puede escribir como resta de multiplos de m y
multiplos de 7.

Omitiremos la demostracion formal de este teorema, la cual puede realizarse siguiendo
el razonamiento ilustrado en los ejemplos anteriores. Este teorema serd usado en lo que sigue
del capitulo.

Si d = MCD(m, n), notamos que el Teorema de Bezout dice que:
d=am-bn,od=bn-am

Para algiin par de niimeros naturales a y b. Estas dos alternativas son necesarias, pues no sabemos
de antemano cudl de los multiplos va primero.

Podriamos condensar estas dos alternativas en una sola, d = am + bn, si permitimos que a y
b sean niimeros enteros.

A partir del Teorema de Bezout, se deduce el siguiente Teorema.

Teorema V.11

Los numeros m y n son relativamente primos si y solo si existen a y b nimeros naturales
talesquel=a-m-b-n,obienl=b-n-a-m.
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Ejemplos

1) Consideremos los niimeros 24 y 32. Como vimos antes:
MCD{24,32}=8=1-32-1-24

2) Como acabamos de ver, MCD{454,136} =2 =3 - 454 — 10 - 136.

3) Observemos que:
8=1-32-1-24=4-32-5-24=3-24-2-32
Y podriamos encontrar muchas otras descomposiciones, de hecho, hay infinitas

maneras de escribir 8 como restas de multiplos de 24 y 32. ;Serd esta una relacién
que se da solo entre los niimeros 8, 24 y 327

Ejercicio

Demuestre que si un nimero N se puede escribir en la forma N = am - bn, entonces también es
posible escribirlo en la forma N = pn — gm. De hecho, cada ntimero se puede escribir infinitas veces
de estas formas.

Consideremos ahora dos niimeros naturales m y n. Sea d = MCD{m, n}. Entonces m=d - ky
n=d-k,para ciertos nimeros k y k" Demostremos que & y £ son primos relativos. Por el Teorema
de Bezout, tenemos alguno de los dos casos:

d=a-m-b-n o d=b-n-a-m
Para ciertos numeros a y b. Supongamos que tenemos d = a - m — b - n, entonces:

d=a-(d-k)-b-(d-k) Reemplazandoay b.
d=d-(a-k-b-k) Factorizando.
l=a-k-b-k Dividiendo por d (cancelacién del producto).

En el otro caso la conclusién es similar.

Ahora, como MCD{k, k} es el ntimero mas pequefio que se puede escribir de esa manera, no
puede haber uno mas chico que 1, por lo tanto, MCD{k, k} = 1.

Hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema V.12

Si d = MCD{m, n}, entonces MCD{m : d, n: d} = 1.
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Probaremos ahora un resultado que mencionamos al comienzo.

Teorema V13

Si d’es un divisor comuin de m y de n, entonces d’divide a d = MCD{m, n}.

Demostracion

Por el Teorema de Bezout, tenemos que existen nimeros naturales a y b tales que:
d=am-bnod=bn-am

Supongamos que d = am - bn.

Como d’divide a m, tenemos que d’divide a am.

Como d’divide a n, tenemos que d’divide a bn.

Entonces d’divide a la resta am - bn = d.

La demostracion en el otro caso es similar y se deja a cargo del lector.

Ejercicio

Demuestre que si d’es un divisor comtn de m y n, y d = MCD(m, n), se tiene que:

d:d'=MCD{m:d’,n:d}.

Consideremos ahora tres nimeros naturales, a, by c. Queremos encontrar el maximo comun
divisor de estos tres niimeros, el cual anotamos como MCD{a, b, c}. El siguiente teorema indica
una forma de hacerlo:

Teorema \.14

MCD{a, b, ¢} = MCD{MCDAa, b}, c}

Demostracion

Si d divide a a, by c entonces, por el teorema anterior, d divide a MCD{a, b} y a c.
Por otro lado, si d divide a MCD{a, b} y a c, entonces divide a a, by c.

Tenemos entonces que los divisores comunes de MCD{a, b} y ¢ son los mismos que los
divisores comunes de a, by c.

Por lo tanto, el méaximo de los divisores comunes de MCD{a, b} y ¢ coincide con el méximo
de los divisores comunes de a, by c. Es decir:

MCD{a, b, c} = MCD{MCDa, b}, c}
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Ejercicio

Demuestre que MCD{MCD{a, b}, ¢} = MCD{a, MCD{b, c}}.

El teorema anterior nos da una forma de calcular el maximo comun divisor de tres nimeros.
No es dificil adaptar este teorema para calcular el maximo comun divisor de una cantidad arbi-
traria de niimeros: podemos ir calculdandolo de a dos.

El célculo del méximo comtn divisor aparece naturalmente en diversos problemas de con-
texto. Veamos un ejemplo.

A una distribuidora se le hace un pedido de sandwiches de tres tipos diferentes:
Tipo A: 18
Tipo B: 45
Tipo C: 135

Si la distribuidora debe enviar los sdndwiches en cajas, todas de igual tamario y con un mismo
tipo de sandwich, ;cudntos sandwiches debe contener cada caja para que el niimero de cajas sea el
menor posible?

Debemos encontrar un nimero que divida a 18, 45y 135 a la vez. Ademds, ese ntimero debe
ser el mayor posible para que quepan mas sdndwiches por caja y usemos la menor cantidad
posible de cajas.

Una forma para encontrar el maximo comun divisor es listar los divisores de los tres ntimeros:

18:1,2,3,6,9,18
45:1,3,9,15, ...
135:1,3,9,15, ...

Notamos que no completamos las listas de 45 y 135, pues el divisor comtin no puede exceder
al menor de los niimeros, en este caso, 18.

Tenemos entonces que MCD{18, 45, 135} =9.
De esta forma, las cajas deben contener 9 sindwiches cada una.

Otra forma de proceder para calcular el maximo comtn divisor en el problema anterior es
usar que:

MCD{18, 45, 135} = MCD{MCD{18, 45}, 135} = MCD{9, 135} =9
También podriamos haber notado que:

MCD{18, 45, 135} = MCD{18, MCD{45, 135}} = MCD{18, 45} =9
Pues 45 divide a 135.

Maés adelante veremos cémo calcular el maximo comun divisor usando la descomposicion
en factores primos.
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Veamos una interpretacion grafica del maximo comun divisor. Calculemos MCD{16,6}.
Si pensamos en una cuadricula de 16 - 6, encontrar el méximo comun divisor corresponde a en-
contrar el cuadrado de lado médximo con el cual podemos embaldosar la cuadricula.

6
A

16<
> 6

2
4
2
\
——
4 2
Figura V13.

Tenemos que:
16 =6 -2 + 4, entonces caben 2 cuadrados de largo 6 y sobra una cuadricula de 4 - 6.

6=4-1+2, entonces en la cuadricula de 4 - 6 cabe un cuadrado de largo 4 y sobra una cua-
driculade4- 2.

4=2.2+0, entonces en la cuadricula de 4 - 2 caben exactamente dos cuadrados de lado 2.

Ya vimos que el maximo comun divisor es el tltimo resto distinto de 0 en este proceso. Por
lo tanto, tenemos que el cuadrado de lado méaximo con el que se puede embaldosar la cuadricula
de 16 - 6 es un cuadrado de 2 - 2. Necesitaremos 3 cuadrados a lo ancho (6 : 2) y 8 cuadrados a lo
alto (16 : 2). En total, necesitamos 3 - 8 = 24 cuadrados para embaldosar la cuadricula (jsin partir
ningtin cuadrado!).

2.4 El lema de Euclides

El siguiente resultado es conocido como Lema de Euclides. Responde parcialmente la pre-
gunta: ;si un nimero divide a un producto, debe dividir a alguno de sus factores? En general, la
respuesta es no, por ejemplo, 6 divide a 12 = 3 - 4, sin embargo, 6 no divide a 3 y 6 no divide a 4.
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Teorema V. 15: Lema de Euclides

Si p es un numero primo y p divide a m - n, entonces p divide a m o p divide a n.

Este teorema es un caso particular del préximo teorema, el cual responde la pregunta ante-
rior en forma mds general.

Teorema V.16

Si MCD{q, m} = 1y q divide a m - n, entonces g divide a n.

Demostracion

Sigdivideam-n, entoncesm-n=q-k paraalgink.Sil=a-m - b-q multiplicando am-
bos miembros por 7 y usando distributividad, asociatividad y conmutatividad:

n=(a-m)-n-(b-q)-n=a-(q-k)-n-(b-q)=q-(q-k-n-b)

Es decir, 7 es un multiplo de ¢. Si1 = b - ¢ - a - m, procedemos de forma similar.

Una pregunta estrechamente relacionada con el teorema anterior es la siguiente: suponga-
mos que un numero es divisible por 2 y por 3, ;serd también divisible por 67 Y si otro niimero es
divisible por 4 y por 6, ;serd divisible por el producto 6 - 4 = 24?. La respuesta a la segunda pregunta
es facil, no, 4 divide a 12, 6 también divide a 12, pero 24 no divide a 12. La respuesta a la primera
pregunta es afirmativa, pero no es tan facil de explicar.

Veamos que si un nimero 7 es divisible por 2 y por 3, entonces también es divisible por 6.
En efecto, nos dicen que n=2 - kyn =3 -k’ para ciertos nimeros k y k’. Pero esto implica que 2
divide a 3 - &~ Como 2 no divide a 3, por el Lema de Euclides, 2 divide a £’ es decir, k=2 - k", para
cierto numero k”. Reemplazando adecuadamente, tenemos que

n=3-k=3-(2-k)=6-k"
Es decir, 6 divide a n.

La demostracion de este hecho se basa en que 2 divide a un producto y, como 2 es primo y
no divide al 3, debe dividir al otro factor &" La demostracion del siguiente teorema queda a cargo
del lector.

Teorema 17

Si un ntmero 7 es divisible por dos nimeros primos distintos, p y g, entonces 7 es divisible
por el producto p - g.

Més aun, si un nimero z es divisible por dos ntimeros cualesquiera distintos a y b, que son
primos relativos, entonces 7 es divisible por el producto a - b.
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2.5 Minimo comun multiplo

Definiciéon V4:  El minimo comtin multiplo de dos niimeros naturales a y b es el me-
nor nimero natural que es multiplo de a y de 4. Se le denotard por
mcmia, b},

Como en el caso del méximo comun divisor, el minimo comun multiplo de dos niimeros
siempre existe. En efecto, como el producto a - b siempre es un multiplo comun, el minimo comtn
multiplo serd menor o igualaa - b.

Podemos calcular el minimo comun multiplo de dos niimeros pequefios listando los multi-
plos de ambos niimeros hasta que se repita un niimero en ambas listas. Por ejemplo, para calcular
mem{24,32}:

Multiplos de 24: 24, 48, 72, 96, ...
Multiplos de 32: 32, 64, 96, ...

Por lo tanto, mcm{24,32} = 96. No necesitamos seguir las listas, pues cualquier otro multiplo
serd mayor.

Nuevamente, esta estrategia no es muy eficiente para niimeros mayores. Veremos un método
mads eficiente mas adelante.

Observamos que si a divide a b, entonces mcmi{a, b} = b, pues b es un multiplo comun y no
puede haber un multiplo de & que sea menor que b.

Teorema l.18

Si m es un multiplo comun de a y de b, entonces mcm{a, b} divide a m.

Demostracion

Por el Algoritmo de la Divisién, m = mem{a, b} q + r, con 0 < r < memf{a, b}. Pero a divide a
my a divide a mem{a, b}, luego a divide a r.

Similarmente, & divide a r.
Por lo tanto, r es un multiplo comun de a y de b.

Sir > 0, entonces mcmia, b} no serfa el minimo comin mdltiplo de a y de . Por lo tanto,
r=0y mcm{a, b} divide a m.

* Algunos libros usan la notacién [a, b].
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El siguiente teorema relaciona al maximo comun divisor y con el minimo comun multiplo.

Teorema V.19

Si ay b son niimeros naturales, mcm{a, b} - MCD{a, b} = a - b.

La demostracién de este teorema se hard en la préxima seccion.
Veamos un problema de contexto que involucra el cdlculo del minimo comun multiplo.

En un estadio hay entre 600 y 700 personas. Si se agrupan de 2 en 2, una persona queda Sin
grupo; si se agrupan de 3 en 3, quedan 2 personas sin grupo; al agruparlas de 5 en 5 hay cuatro per-
sonas que quedan sin grupo; y de 7 en 7, hay 6 que quedan sin agrupar. ;Cudntas personas hay en
el estadio?

Una forma de resolver el problema es determinar los numeros que cumplen lo anterior, que
estan entre 600 y 700 y son multiplos de 7 mds 6:

608, 615, 622, ....699
Luego descartamos usando el resto de las condiciones.
Otra forma mas elegante de resolverlo es notar que el nimero buscado es:
« Multiplo de 7 més 6 o, lo que es lo mismo, multiplo de 7 menos 1.
« Multiplo de 5 mas 4 o, lo que es lo mismo, multiplo de 5 menos 1.
« Multiplo de 3 mas 2 o, lo que es lo mismo, multiplo de 3 menos 1.
« Multiplo de 2 més 1 o, lo que es lo mismo, multiplo de 2 menos 1.

Por lo tanto, podemos encontrar un multiplo comun de 2, 3, 5y 7 que esté entre 600 y 700,
y luego restarle 1.

Tenemos mem{2, 3, 5, 7} = 210. Por lo tanto, cualquier mdltiplo comtin serd multiplo de 210.
Tenemos que 600 < 3 - 210 < 700 es el tinico multiplo de 210 que se encuentra entre 600y 700. En-
tonces, el nimero buscado es 3-210 - 1 =630 - 1 = 629, es decir, habia 629 personas en el estadio.

En resumen

» Podemos encontrar el maximo comun divisor entre dos niimeros: haciendo una lista de
los divisores de ambos niimeros, usando el Algoritmo de Euclides o usando la factoriza-
cién en primos que veremos en la siguiente seccion.

 Podemos encontrar el minimo comun divisor entre dos niimeros: listando los multiplos
de cada nimero hasta encontrar uno que coincida; calculado primero el maximo comun
divisor y usando la relacion memf{a, b} -MCD{a,b} = a - b, o usando la factorizacién en
primos.

o Siun numero divide a otros dos, entonces divide a su maximo comun divisor.

 El minimo comtin multiplo de dos niimeros divide a cualquier otro mdltiplo.

 Lema de Euclides: si p es un numero primo y p divide a m - n, entonces p divide am o p
divide a .
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Ejercicios de la seccion

1. Considere los nimeros 220 y 284 y encuentre la lista de divisores de cada uno. Calcule la

suma de los divisores de 220 (sin considerar el 220) y luego haga lo mismo para el 284. ;Qué
ocurre con estas sumas? Averigiie si hay mas pares de nimeros que cumplen con esta con-
dicién y si tienen un nombre especial.

. Se cuenta con dos jarros, uno de 3 litros y otro de 5 litros, y una fuente de agua.

a. (i) ¢Serd posible medir exactamente 2 litros pasando el agua de un jarro a otro?
(ii) ¢Serd posible dejar 4 litros en el jarro grande?
(iii) 4 Serd posible dejar 1 litro en uno de los jarros?
Supongamos ahora que contamos con un recipiente grande, una tina, por ejemplo, en la
que podemos agregar o sacar agua, siempre usando los jarros llenos.
(iv) 4Serd posible dejar exactamente 17 litros en la tina?

(v) ¢Qué cantidades de agua podemos poner en la tina usando estos dos jarros?

h. Cambiemos levemente el problema. Supongamos ahora que los jarros son de 6 y de 8
litros, respectivamente. Repita todas las preguntas del caso anterior.

C. Repita todo lo anterior con jarros de distintas capacidades.

(i) ¢Cudl es su conclusién?

(ii) 4Qué relacién tiene esto con el teorema anterior y el maximo comun divisor de dos
numeros (las capacidades de los jarros?

. Utilice el Algoritmo de Euclides para calcular el mdximo comun divisor y expréselo como

suma o resta de multiplos de los niimeros originales.
a. MCD{234,48}

h. MCD{72,25}

C. MCD{344,254}

. El contorno de un predio corresponde a un cuadrildtero, cuyas medidas son 90, 120, 270

y 210. Se colocaron estacas en cada uno de los vértices y ademds en el contorno, conside-
rando que entre dos estacas siempre hay la misma distancia. Ademds, la distancia entre
dos estacas es la mdxima posible. ;A qué distancia quedd una estaca de otra? ;Cudntas
estacas se colocaron?

. A un colegio asisten a votar 1.200 hombres y 1.380 mujeres. Si las mesas de votacién se

deben formar con la misma cantidad de personas y solo con hombres o solo con mujeres,
y ademds se debe considerar la mayor cantidad de personas en cada mesa, ;cudntas per-
sonas deben votar en cada mesa?
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6. En el frontis de una municipalidad hay tres arboles, cada uno con una guirnalda con luces
de Navidad. Las luces del primer arbol se encienden cada 8 segundos, las del segundo se en-
cienden cada 5 segundos y las del tercero, cada 12 segundos. Si en determinado instante las
tres guirnaldas se encienden simultdneamente, ;en cudnto tiempo se repetird esta situacion?

/. Eugenio le cuenta a su hermano José lo que hicieron en una clase de Matematica.

“Hoy trabajamos con monedas de varios paises. Cuando junté mis monedas de a dos, me
sobré una. Cuando las agrupé de a tres, también me sobrd una. Al final, las agrupé de a
cuatro y también me sobré una’.

;Cudntas monedas tenfa Eugenio?

José opina que el problema no tiene solucion. ;De qué manera le podriamos explicar a José
cdmo se soluciona el problema? Fundamenta tu respuesta.
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3. El teorema fundamental de la aritmética

En esta seccion estudiaremos un resultado que por su importancia es llamado el Teorema
Fundamental de la Aritmética. Este teorema establece que los niimeros se forman como producto
de numeros primos. Més atin, hay una tinica forma, salvo por el orden de los factores, de escribir
un niimero como producto de primos.

Teorema V.20: Teorema fundamental de la aritmética

Todo nimero natural mayor que 1 es, o bien un nimero primo, o bien se puede factorizar como
producto de niimeros primos. Mas atin, tal factorizacion es tinica, salvo por el orden de los factores.

Demostracion

Consideremos un numero natural 7. Si n es primo, entonces se cumple lo pedido. Si no lo
es, entonces n es compuesto, es decir, existen ciertos nimeros p y g, ambos menores que 7,
talesquen=p-q.

Si tanto p como ¢ son primos, entonces 7 es un producto de nimeros primos, tal como
queremos. Si alguno de estos factores no es primo, entonces se pueden descomponer como
producto de factores mas pequefios. Si alguno de estos nuevos factores no es primo, lo des-
componemos como primos o como producto de dos niimeros mas pequerios.

Observemos que todos los factores son mds pequefios que n 'y, de hecho, se van haciendo
mads y mds chicos. Es claro que este proceso no puede seguir indefinidamente, porque hay
solo n numeros menores o iguales que n, de modo que tarde o temprano, todos los nuevos
factores deben ser primos.

Para demostrar la unicidad de la descomposicion, supongamos que hay un niimero natural
n que se descompone de dos maneras como producto de nimeros primos, digamos:
n=py-pPy D=9 9 4y
Donde p,, p,. = p, Y 4> 45 - q,, s0n todos niimeros primos. Entonces:
Y2 divide a 49y Gy

Y por el Teorema V.16, p, divide a alguno de los nimeros g, Pero como ambos son primos,
p, debe ser igual a alguno de los nimeros g, Podemos suponer (reordenando) que j = 1.
Tenemos entonces:

DDy D=0 Gy
Y podemos cancelar p,, y nos queda:
p2.““pk:q2..".qm'

Procedemos ahora de la misma manera con p,. De esta forma vamos cancelando uno a uno
los nimeros primos p, de modo que al cabo de, a lo mds, k£ pasos, deben cancelarse todos
los primos y, naturalmente, debe haber la misma cantidad en ambas descomposiciones.
Vemos que la unica diferencia que puede haber en estas dos descomposiciones es el orden
de los factores primos, por lo tanto, la descomposicién de  es tnica.
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Observemos que no todos los primos que aparecen en la descomposicién de un niimero
deben ser distintos.

Por ejemplo:
5.5

2500 =2.2-2-2.2.
=2.2.3.3-7- 19

5.:5.

234.612 7-7-
Para abreviar la escritura de estas descomposiciones, es usual utilizar la notaciéon de poten-
cias, la cual ya hemos usado para potencias de 10. Especificamente, para un ntimero p escribimos:

p=1
p=p
P=pp
p=ppp

Y asi sucesivamente. Es decir, el nimero pequeiio a la derecha y arriba de p, llamado expo-
nente, indica cudntas veces se multiplica p por si mismo. El tema de las potencias y sus propieda-
des seré tratado en el Capitulo I del texto Algebra de esta coleccién.

Con esta notacion, escribimos las factorizaciones del ejemplo de la siguiente manera:

2500 = 2°.5°
234612 = 2*-3*-7°-19

El ntimero k que aparece en p* suele llamarse la multiplicidad de p en la descomposicion.
Por ejemplo, 2 tiene multiplicidad 5 en la descomposicién de 2.500, y tiene multiplicidad 2 en la
descomposicion de 234.612.

El Teorema Fundamental tiene muchas aplicaciones, la mas elemental es, probablemente,
otro algoritmo para calcular el méximo comun divisor y el minimo comun multiplo de dos o més
numeros:

El méximo comun divisor de dos o mds ntimeros es el producto de los primos comunes, con
el menor exponente con que aparecen en la factorizacion de los niimeros dados.

El minimo comun muiltiplo de dos 0 més niimeros es el producto de todos los primos, co-
munes y no comunes, con el mayor exponente con que aparecen en la factorizaciones de los
numeros dados.

Ejemplos
Calculemos el maximo comun divisor y el minimo comuin multiplo de 48 y 180.

Tenemos que 48 =2*-3'y 180 = 2*. 3*. 5'

El méximo comun divisor de estos niimeros debe descomponerse como producto de
primos y como divide a ambos, los primos que aparecen en su descomposicién deben
ser los que se repiten en las descomposiciones de 48 y de 180.

Algo similar ocurre con el minimo comun multiplo. Los primos que aparecen en su
descomposicién deben ser todos los que estdn en las descomposiciones de 48 y de
180, con su potencia mdxima, y no puede haber més, porque ya no serfa el minimo
multiplo comun. De este modo:

MCD{48, 180} = 22 - 31 = 12 y mem{48, 180} = 2* - 3% - 51 = 720
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Es usual abreviar el calculo del maximo comun divisor y el minimo comun multiplo,
calculando simultdneamente los factores primos comunes y no comunes de los nu-
meros, tal como se muestra a continuacion.

Para calcular MCD{48, 180} y mcm{48, 180}, ponemos los niimeros en dos columnas
y en la tercera anotamos el primer primo que divide a alguno de los niimeros, o a
ambos, en este caso es 2.

| 48 | 180 | 2 |
Tabla V2.

Dividimos ambos niimeros por 2. Si uno de los niimeros no es divisible por 2, lo de-
jamos igual. En la linea siguiente volvemos a dividir por 2 y proseguimos, hasta que
ninguno de los dos niimeros sea divisible por 2.

48 | 180 | 2
24 9| 2
12 45| 2
6 45 | 2
3| 45
Tabla V3.

Repetimos ahora el procedimiento con el siguiente primo, o sea con el 3. Una vez
terminado el proceso con el 3, lo hacemos con 5, luego 7, etc., hasta que ambas
columnas queden en 1.

48 | 180 | 2 48 | 180 | 2
24 90 | 2 24 90| 2
12 45 | 2 12 45 | 2
6 45| 2 6 45| 2
3 45| 3 3 45| 3
1 15| 3 1 15| 3
1 5| 5 1 5| 5
1 1 1 1
Tabla V4. Tabla V5.

De la tabla obtenemos todos los primos que dividen a ambos nimeros, incluyendo
repeticiones (2 se repite cuatro veces, 3 se repite dos veces y 5 aparece solo una vez,).
Entonces, el minimo comun multiplo de 48 y 180 es el producto de todos esos primos.
Vemos que en la descomposicién del minimo comun multiplo cada primo aparece
elevado a la maxima potencia posible.
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En la segunda tabla, hemos borrado aquellos primos que no dividen a ambos nu-
meros. Entonces, el maximo comun divisor de 48 y 180 es el producto de los primos
marcados en negrita, es decir, aquellos que si dividen a ambos niimeros. Vemos que
en la descomposicion del minimo comun multiplo cada primo aparece elevado a la
minima potencia posible.

El algoritmo anterior no es muy eficiente porque no es facil encontrar los factores de
un numero grande. Sin embargo, es interesante porque permite entender la estructura
de los niimeros y facilita muchas demostraciones. Por ejemplo, la demostracién del
Teorema V.19.

Demostracion del Teorema V.19

Para esto, debemos observar que, dados dos numeros ry s, tenemos que sumar el maximo
con el minimo, que es lo mismo que sumar los dos niimeros. Concretamente:

maxir, s} + min{r,s}=r+s

Ahora, si p tiene exponente r en el mcm{m, n}, significa que r es la méaxima cantidad de
veces que p aparece en la factorizacion de m o de n.

Si p tiene exponente s en el MCD{m, n}, significa que s es la minima cantidad de veces que
p aparece en la factorizacién de m o de n (incluimos el caso s = 0).

Por lo tanto, al multiplicar m con z, uno de ellos aportara r veces a p como factor y el otro
aportard s veces a p como factor. Entonces, p aparece repetido r+s veces en la factorizacién
de m-n.

Haciendo este mismo razonamiento para cada primo que aparece en mem{m, n}, tenemos:

mem{m, n} - MCD{m,n} =m-n

Capitulo V: Numeros naturales 257



Terminamos esta seccidn con el siguiente teorema, uno de los mas famosos y hermosos
resultados de Euclides.

Teorema V.21

Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion

Supongamos que existe solamente una cantidad finita de primos p,, p,, ... p,. Consideremos
ahora el nimero

mzpl-pQ-...-pn+1

Obviamente, m es mayor que todos los primos, luego, no es primo. Por otra parte, m no
es divisible por p,, ni por p,, ..., ni por p,, 0 sea, m no es divisible por ningtin primo. Pero
por el Teorema V.21, m debe ser divisible por algin primo, lo cual es una contradiccién,
por lo tanto, debe haber otro primo que no estaba en la lista finita, por lo que esta debe
ser incompleta.

En resumen

o Teorema Fundamental de la Aritmética: todo niimero natural mayor que 1 es, o bien un
nlimero primo, o bien se puede factorizar como producto de nimeros primos. Mds atin,
tal factorizacion es tnica, salvo por el orden de los factores.

o El méaximo comtn divisor de dos o mas niimeros es el producto de los primos comunes,
con el menor exponente con que aparecen en la factorizacion de los nimeros dados.

o El minimo comun multiplo de dos o mds niimeros es el producto de todos los primos,
comunes y no comunes, con el mayor exponente con que aparecen en la factorizaciones
de los niimeros dados.

« Existen infinitos niimeros primos.

Ejercicios del capitulo

1. Determine el mcm y el MCD de los siguientes nimeros:

a. 30, 60,90y 450.
D. 7469y 2.387.
C. 116,248, 148y 152.

2. Utilice la descomposicion en factores primos para encontrar:

a. MCD{32, 1.024}
b. MCD{1.250, 1.056}
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3. Utilice el Algoritmo de Euclides para encontrar el MCD{57,23}. Use sus calculos para es-
cribir el MCD como la diferencia entre un multiplo de 57 y un multiplo de 23.

4. ;Es posible tener dos niimeros cuyo MCD es 15y su mcm es 657 Justifique.

5. Demuestre que no existen enteros a y b tales que MCD{a, b} =7y 2a + b = 50.
6. Demuestre que si MCD{a, m} = 1y MCD{b, m} = 1, entonces MCD{a - b, m} = 1.
7. Demuestre que si MCD{a, b} = 1, entonces MCD{a + b, a - b} = 1.

8. Use el Algoritmo de Euclides para calcular MCD{a, b}, donde:

4. a=484yb=888.
b. a=812yb=1.050.

c. Elija sus propios niimeros.

9. Calcule MCD{a, b} de los ejercicios anteriores usando el algoritmo escolar de los divisores
primos. Compare la eficiencia de ambos métodos para niimeros pequefios y para nime-
ros grandes.

10. Justifique las dos proposiciones siguientes:
a. Dado un niimero natural N, su menor factor p mayor que 1 es siempre primo.
D. El factor p de la parte anterior multiplicado por s mismo debe ser menor o igual a N.

Podemos resumir esto en el teorema que dice: “Para ver si un ntimero N es primo solo, debe-
mos chequear con los primos p=2,3,5,7, ... tales que p<+/N "

11. Un contraejemplo de una proposicién matematica es un caso donde se puede ver que la
proposicion no se cumple. Para probar que una proposicion es verdadera, es necesario
probar que se cumple para todos los casos posibles, pero para probar que una proposicién
es falsa, se necesita mostrar un solo contraejemplo. Esto puede resultar muy ttil en la
enseflanza. Utilice esta idea para responder las siguientes preguntas:

a. Un estudiante afirma que todos los impares son primos. ;Cémo lo convenceria de que
esto no es siempre cierto?

D. Un estudiante conjetura que para todo nimero natural #, la férmula 7+ r + 11 siempre
da como resultado un nimero primo, ;es esto cierto?
12. Formule una regla de divisibilidad para cada uno de los siguientes nimeros.

a. 12 .15 c. 18 d.22 .24 f. 33

13. Cuél(es) delas siguientes afirmaciones es (son) correctas, respecto a las reglas de divisibilidad?

a. 32.148 es divisible por dos porque su ultima cifra es par.
D. 94.513 es divisible por 9 porque la suma de sus cifras es un mdltiplo de 9.

C. 658.020 es divisible por 6 porque es par y la suma de sus cifras es multiplo de 3.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Dos engranajes de una maquina estan alineados por una marca en ambos engranajes.
Hay 192 dientes en el primer engranaje y 320 en el segundo. ;Cudntas vueltas del primer
engranaje son necesarias para volver a alinear las marcas?

En un acto escolar, la directora quiere formar a los estudiantes en columnas del mismo
largo. Cuando tratan de usar columnas de 2, 3,4, 5, 6, 7 u 8, siempre queda exactamente
un estudiante sin formar. Se sabe que hay menos de 1.000 alumnos para formar. ; Cudntos
hay exactamente?

Dos llaves arrojan agua en un estanque. Por una sale agua a razén de 5 litros por minuto
y por la otra, x litros por minuto. Si la primera llave llena el estanque en 360 minutos y
ambas juntas lo llenan en 200 minutos. ;Cual es el valor de x?

Tres aviones salen de una misma ciudad, el primero cada 10 dfas, el segundo cada 15 dias
y el tercero cada 20 dias. Si salen los tres el 2 de enero, ;cudles son las proximas fechas en
que volveran a salir el mismo dia?

Se tienen tres extensiones de terreno de 183.750 m? 78.750 m*y 113.750 m?, respectiva-
mente. Se las desea dividir en parcelas iguales. ;Cudl debe ser la superficie de cada parcela
para que el nimero total de parcelas sea el menor posible?

Se tienen tres llaves goteando con una rapidez de 6, 10 y 18 gotas por minuto, respectiva-
mente. Si en un instante las gotas caen al unisono, jcudntos minutos pasaran para que
esto suceda nuevamente?

Encuentre la factorizacion en primos de los siguientes numeros encontrando factores
grandes y construyendo un drbol de factores.

a. 500 D.1.560 c.510 d.70.840

La lista de factores de 40 puede escribirse en dos filas:

1 2 4 5
40 20 10 8

a. Escriba listas similares para 280, 175, 144 y 81.

b. Utilice lo anterior para mostrar que un niimero cualquiera N tiene un niimero par de
factores, a menos que sea el cuadrado de otro nimero.

Encuentre el MCD de los nimeros dados haciendo una lista de los factores de cada niimero:

a. MCD(28, 63)
h. MCD(104, 132)
c. MCD(24, 56, 180)

Numeros - REFIP



23.

24.

25.

26.

Nimeros naturales

Utilice el Algoritmo de Euclides para encontrar:

a. MCD(91, 52)
h. MCD(812, 336)
C. MCD(2.389.485, 59.675). Use una calculadora.

Sin es un numero natural cualquiera, ;cudl es el minimo comuin multiplo entre los niime-
ros que se obtienen de las siguientes expresiones?

(5n+1 4+6- 5n) y (5 . 22n + 22n+3)

Si n es un niimero natural, encuentre todos los divisores primos del ntimero dado con la expresion:

2n+4 . 25n + 2n+3 . 52n+2

Conjeturas sobre niimeros primos: una conjetura es un juicio probable que se forma
basado en ejemplos o situaciones estudiadas. Cuando una conjetura se logra demostrar
(o refutar) formalmente, se convierte en un teorema. El estudio de las propiedades de los
numeros primos ha sido un terreno fértil para la realizacion de conjeturas. Ademas, algu-
nas de las mas famosas requieren solo conocimientos elementales para poder plantearlas.
A continuacion, se mencionan algunas de estas conjeturas. Pruebe mds ejemplos de las
conjeturas dadas e investigue acerca de ellas.
a. Se puede ver directamente que:
1’+1=2 22+1=5 #+1=17 6°+1=37 10>+ 1 =101
Es decir, los primos 2, 5,17, 37 y 101 se pueden obtener suméandole la unidad a un cuadrado.

Conjetura: el conjunto de primos que se obtiene de esta manera es infinito.

D. Sabemos que:

Entre 17y 2® estan los primos 2 y 3.
Entre 2* y 3* estan los primos 5y 7.
Entre 3? y 4* estan los primos 11y 13.
Entre 4* y 5° estan los primos 17, 19y 23.

Conjetura: entre dos cuadrados consecutivos siempre hay, por lo menos, un niimero primo.

C. Observamos que:
6=3+3 8=5+3 10=5+5 12=5+7
En 1769, Goldbach, en una carta dirigida a Euler, propuso que todo niimero par mayor
que 4 es la suma de dos niimero primos. Esta es llamada Conjetura de Goldbach.
d. Sipesprimoy p +2también lo es, decimos que (p, p + 2) es un par de primos gemelos. Los
pares de nimeros (3, 5), (5, 7), (11, 13) y (17, 19) son primos gemelos.
Encuentre todos los primos gemelos en el rango 1 - 200.

Conjetura: existen infinitos pares de primos gemelos.
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Capitulo

Fracciones

Introduccion

En lavida cotidiana se utilizan las fracciones para expresar partes de un ob-
jeto, por ejemplo, hablamos de “medio pan”, “un cuarto de un pliego de cartulina’
y “tres cuartos de pizza’. También las usamos para expresar medidas de tiempo,
volumen, longitud, etc., por ejemplo, nos referimos a “un cuarto de hora’, “un li-
tro y medio de aceite” y “tres cuartos de kilémetro. Las fracciones constituyen un
tema importante en la Educacion Bésica y aparecen en el curriculo desde niveles
iniciales. Pruebas nacionales e internacionales sefialan que existen dificultades
en su comprension y uso. Este es un fenémeno mundial, lo que deberia indicar-

nos que hay aqui una dificultad intrinseca del concepto de fraccion.

Hay muchas maneras de interpretar las fracciones y usarlas en distintos
contextos. Por ejemplo, se usan para denotar partes de un todo o como un co-
ciente entre dos cantidades. Estos distintos usos e interpretaciones son muy
importantes en la ensefianza, nos ayudan a entender la idea de fraccion, a dar
sentido a sus propiedades y operaciones, y a aplicarlas en la resoluciéon de pro-
blemas. Esta manera de abordar el tema ayuda a dar sentido a reglas como, por
ejemplo: para comparar dos fracciones se multiplica cruzado, las cuales tradi-
cionalmente se ensefiaban sin mayor justificacion, promoviendo solo la memo-
rizacion y aportando poco a la comprension.

Sin embargo, hay que estar conscientes de que estas distintas interpre-
taciones pueden crear confusion en el trabajo con las fracciones, pues puede
parecer que en cada caso estuviéramos hablando de un objeto matematico dis-
tinto. Abordaremos estas distintas interpretaciones, sin perder de vista que son
manifestaciones de un mismo objeto matematico, un niimero.

En el presente capitulo abordaremos usos e interpretaciones de las fraccio-
nes y la representacion de estas en la recta numérica. También veremos cémo a
partir de la interpretacion de las fracciones como parte de un todo, podemos dar
sentido a las operaciones de suma y resta, y a los procedimientos para comparar
fracciones. Los aspectos referentes al uso de material concreto y la descripcion
de algunas dificultades y errores en el trabajo con las fracciones serdn abordados
al final del capitulo.
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Fracciones

1. Conceptos basicos

Una forma de interpretar una fraccién es como la relacién entre una parte y un todo que
. . . o1 :
se considera como unidad. Por ejemplo, la fraccién — puede representar la mitad de un vaso
2

de agua, la mitad de una docena de huevos, la mitad de dos metros. En todas las expresiones se

habla de la mitad de un todo. Asi, como el niimero dos representa la binaridad, es decir aquello

. . o1 ,
que comparten todas las colecciones que tienen dos elementos, la fraccién — es el niimero que
2
representa a todas las mitades de la unidad.

Es mas dificil abstraer el concepto de fraccién como ntimero, que en el caso de los niimeros
naturales. Si pensamos en tres elefantes, tres hormigas, tres pizzas o tres litros de agua, todas
colecciones considerablemente diferentes, reconocemos que en cada caso son tres unidades; sin

. : . 1
embargo, nos puede costar entender con la misma naturalidad el ntimero —.
2

Como veremos mas adelante, las fracciones se identifican con puntos en la recta numeérica.

. . |
Tal como se muestra en la figura, para ubicar el ntimero — dividimos el segmento entre 0y 1 en
1
dos segmentos de igual medida. El niimero 2 corresponde al punto que esta, a partir de 0, al final

del primer segmento.

v

(=)
2o~ —
—

Figura VI 1.

Entender las fracciones como niimeros nos ayuda a dar sentido a sus operaciones y a unificar
el estudio de sus propiedades, ya que estas no dependen de la interpretacion utilizada. Sin em-
bargo, en el trabajo con fracciones en la Educacién Bésica es muy importante dar sentido a esta
abstraccion interpretando las fracciones en distintas situaciones.

1.1 Las fracciones como parte de un todo

Los niimeros naturales permiten expresar 1,2, 3... barras de chocolate, pero cémo se expresa
la cantidad que corresponde a un trozo de barra, tal como muestra la Figura VI.2.

Figura VI.2.
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En lenguaje comun dirfamos que el trozo marcado corresponde a la mitad de la barra. Es asi
como aparece este nuevo tipo de numero, las fracciones, que permiten expresar partes de una
unidad o un todo. Esta concepcidon de las fracciones es una de las primeras y aparece en situacio-
nes donde se tiene una unidad que se ha dividido en 7 partes iguales y nos queremos referir a m

i m . Ny . , -y
de estas partes. Escribiremos — para sefialar la fraccion correspondiente. Asi, una fraccion se
n

anota de la siguiente manera":

Numerador (partes) —>» m
n  4— denominador (todo)

Donde m y n son niimeros naturales y 7 = 0.

Esta notacion para las fracciones fue introducida en Occidente por Leonardo de Pisa, conoci-
do como Fibonacci, en su libro Liber Abaci, escrito en 1202, aparentemente tomada de los chinos.
Esta notacidn (o con barra oblicua) no tuvo un uso generalizado sino hasta el siglo XVIL

En la interpretacion de las fracciones como parte de un todo, el denominador de la fraccion
nos indica en cudntas partes iguales se dividi6 el todo: dos, tres, cuatro, etc. El numerador, en

cambio, nos indica cudntas de esas partes estamos considerando. De esta forma, la fraccién "

permite representar una parte de una unidad que se ha dividido en 4 partes de igual tamario. Por
ejemplo, si partimos una hoja de papel lustre como lo muestra la Figura V1.3, la parte achurada

corresponde a 1 del papel.
4

Figura VI.3.

Del mismo modo, la fraccién = indica que se estan considerando tres partes de un todo
4

que se ha dividido en cuatro partes de igual tamaiio. Asi, en el papel lustre cada pedazo pequefio
representa un cuarto y el sector achurado representa los tres cuartos del papel, como lo muestra

la Figura V1.4.
y

XX
N

7

Figura VI4.

! También es usual la notacién con una barra oblicua, separando el numerador del denominador, de modo
que m .

—= ”%l . En este texto solo usaremos la barra horizontal.

n
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1 , g
Observemos que si — es el niimero que representa cada una de las partes en que se dividid
4

un todo, entonces, extendiendo a las fracciones el significado de que la suma corresponde a agre-
gar cantidades, se tiene que:

A=

e
+

N

3
4
3 .
Ya que, como dijimos, — es el nimero que corresponde a tomar tres cuartas partes del todo.
4

Las dos fracciones que hemos representado usando la interpretacion parte-todo son menores
que la unidad. Para representar una fraccion mayor que la unidad usando esta interpretacion, es

. . [ . 7
necesario considerar mas de un todo. Por ejemplo, para representar — de papel lustre, es necesa-
4

rio considerar mds de una hoja de papel, como lo muestra la Figura V1.5:

Figura VL5,

Hemos dividido cada hoja en 4 partes iguales y tomamos 4 partes de la primera y, 3 de la
segunda. Es decir, 4 cuartos de la primera y 3 cuartos de la segunda. Vemos que 1y % de papel
lustre, donde 1 corresponde a la hoja de papel completamente achurada y 1 corresponde a las
3 partes que se achuraron en la segunda, es igual a decir que se representaron % de papel lustre,

1
ya que se tiene 7 veces e
También podemos expresar la fraccién que corresponde a una subcoleccién de una colec-
cién de objetos, donde el todo estard dado por el niimero total de objetos y la parte a considerar

corresponde a la cantidad de objetos de la subcoleccién. Por ejemplo, consideremos la coleccién
de cajas blancas y grises mostrada en la Figura V1.6.

jgj jj

Figura VI1.6.

4
La fraccién que corresponde a las cajas grises es —, pues son 4 cajas grises (parte) de un total de
6 cajas (todo). 6
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Para representar fracciones con el modelo parte-todo, utilizaremos tanto “todos
continuos” como “todos discretos”. Esta clasificacién es compleja y tiene sus sutilezas, las cuales
no abordaremos en este texto. Intuitivamente, diremos que algo es continuo cuando se puede divi-
dir en un nimero arbitrario de partes sin cambiar su naturaleza, por ejemplo: una cierta cantidad
de agua, un rectangulo, un drea y una piza, y diremos que algo es discreto cuando estd constituido
por un niimero finito de elementos indivisibles, por ejemplo: ldminas, juguetes, pelotas. No podria-
mos dividir tres juguetes entre dos nifios partiendo un juguete por la mitad, ya que perderiamos
el sentido del reparto. Sin embargo, no habria inconveniente en compartir equitativamente tres
vasos de agua entre dos nifios.

La representacion parte-todo permite establecer que un todo, sea este de indole continua o
discreta, se fracciona en partes congruentes o equivalentes. Para su enseflanza, es necesario que
los alumnos tengan claros los conceptos de unidad, que se identifica con el todo, y fraccionamien-
to, que se relaciona con las partes.

Ejemplos

1) Eugenio necesitaba la mitad de un pliego de cartulina para hacer un trabajo. Divi-
di6 el pliego de cartulina (unidad o todo) por la mitad (fraccionamiento o parte).
En este caso, el tipo de representacion es continua.

1
2) Marfa canjeé " de sus 28 ldminas. Esto significa que las 28 ldminas (unidad o

todo) se repartieron en 4 subcolecciones con igual cantidad de elementos y se
canje una de estas partes, que corresponde a 7 laminas (fraccionamiento o parte).
En este caso, nos estamos refiriendo a una representacion discreta.
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CAPITULO

Fracciones

Habitualmente, representamos las fracciones usando graficas como las siguientes:

®
oOoo%
o
00 ©

Figura VI.7.

Estas representaciones no son comparables entre si, ya que los todos y las partes son parti-
culares de cada situacion.

En resumen

m
o Alinterpretar las fracciones con el modelo parte-todo, escribimos — para referirnos a
m partes de un todo que se ha dividido en 7 partes iguales. "

« Pararepresentar fracciones podemos utilizar tanto cantidades continuas como discretas.
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Ejercicios

1. Complete la siguiente tabla, marcando con una cruz si la unidad o unidades mencionadas
son continuas o discretas.

Todo o unidad Continuas Discretas

Una taza de café

Un ramo de 24 rosas

Un terreno con lechugas plantadas

Una hilera de 12 drboles

Un envase con bebida

Una coleccién de estampillas

2. Represente las siguientes fracciones como regién y como coleccién, teniendo como refe-
rente el significado de parte-todo.
10 14 10
. b, — c. —
15 13 10

En el trabajo con fracciones es usual usar la siguiente nomenclatura:

Fraccion Selee
3 Un medio
2
T Dos cuartos
5 .
3 Cinco octavos
3
% Tres sextos
L Un décimo
10
L Un centésimo
100
L Un milésimo
1000
25—0 Cinco veinteavos
6 .
30 Seis ochentavos

Tabla VI.1.

Observamos que las fracciones con denominador entre 2 y 9 tienen nombres especiales, medios,
tercios, cuartos, quintos, sextos, séptimos, octavos y novenos. Aquellas cuyo denominador es una
potencia de 10 se llaman décimos, centésimos, milésimos, etc., y aquellas con otro denominador
se leen usando el sufijo “avos”.
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Ejercicio

Complete la siguiente tabla:

Fraccion Se lee

2
25

Ocho milésimos

Veinticuatro, sesenta y cincoavos

320
10000

Treinta y cinco, diecisiete avos

1.2 Modelos para representar fracciones

En el estudio que hemos hecho de las fracciones, hemos usado distintos modelos para repre-

sentarlas. A continuacion, resumiremos tres de estos modelos, los cuales serdn de gran utilidad
en la resolucién de problemas.

Modelo de area

En esta categoria se encuentran los diagrama de torta y los cuadrados o rectangulos.

Figura VI8.
Modelo lineal de medida

En este caso, pensamos las fracciones como medidas de segmentos a partir de una unidad patrén.

Este modelo corresponde a identificar cada fraccion con un punto de la recta numérica, como se
muestra en la figura:

e

0

2 3 4 1
5 5 5

= +

Figura VI9.
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Si en lugar de un segmento usamos una barra, tenemos lo que se conoce como modelo de barras
o diagrama de barras:

—
4
5

Figura VI10.

Modelo de conjunto

Este modelo consiste en una coleccién o conjunto de objetos individuales que no se pueden
subdividir.

Figura VI11.

1.3 Suma y resta de fracciones de igual denominador

Llamaremos fracciones unitarias a las que tienen numerador 1, es decir, a aquellas de la

forma — . Obtenemos todas las fracciones con denominador 7 como iteracion de la fraccién
n

N | .
unitaria — . Por ejemplo:
n

1 Ly -
g es una fraccién unitaria

3 1
— es 3veces —
5 5

Figura VI12.
Podemos interpretar las fracciones unitarias como un nuevo objeto. La fraccién unita-

1 . . . .
ria — define aquella fraccién que repetida n veces da como resultado la unidad, es decir:
n

1 1 1
—++—=n-—=1
n

n veces
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.1 . : 1
Asi, 1 representa un cuarto de la unidad, por ejemplo, 1 de una manzana, y cumple que:

Il
o~

N
BN
e
N
S| =
Il
[a—

3 . .
Entonces, — representa tres de esos nuevos objetos, por ejemplo, tres cuartos de una man-
4

zana. Los cuartos pueden sumarse libremente:

23 11 111 5

—t+— + —+—
44 4 4 4 4 4 4
De manera andloga, podemos restar otras fracciones unitarias, por ejemplo, novenos:
5 2 11111 1 1 3
———= —4—t—t—+— - —+— =—
99 99 9 9 9 99 9
Es decir, cinco novenos menos dos novenos es igual a tres novenos. Vemos que las fracciones con
el mismo denominador se pueden sumar y restar de la misma manera que se suman y restan los
nimeros naturales, porque sus numeradores nos indican cudntas de estas fracciones unitarias
tenemos.

El procedimiento para sumar o restar fracciones de igual denominador consiste en sumar o
restar sus numeradores y conservar el denominador.

3
=3

En el caso de la resta, el primer numerador m debe ser mas grande que £, el segundo nume-
rador.

Notamos también que en el concepto mismo de fraccién estd implicita la idea de multiplicar
. s o , m . . .
una fraccién unitaria por un nimero natural: — es el niimero que designa una suma iterada del
, 1
nimero — , 0 sea:

n
m 1 1
n

De este modo, los conceptos bésicos de sumar y restar fracciones de igual denominador y
multiplicar una fraccién unitaria por un niimero natural extienden las intuiciones basicas de las
operaciones con niimeros naturales.

En el préximo capitulo, estudiaremos las operaciones con fracciones en general.
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1.4 Nimeros mixtos

Sien una fraccion la cantidad de partes consideradas es mayor o igual que la cantidad de partes
en que se dividid el todo, es decir, si el numerador es mayor o igual al denominador la fraccidn, se
denomina impropia.

1) Cada unidad estd dividida en octavos y se
10
representaron R El numerador es mayor
que el denominador, por lo tanto, es una frac-
cién impropia.

En caso contrario, es decir, si el numerador es menor que el denominador, se deno-
mina fraccion propia.

Ejemplos

1) ;Qué fraccion representa a los juguetes con ruedas?

Podemos ver que la unidad consiste en
ocho juguetes, de los cuales 4 tienen
ruedas. La fraccién que representa a

4
los juguetes con ruedas es 3 y corres-

ponde, entonces, a una fraccién propia.

Notemos que si el numerador es multiplo del denominador, la fraccién corresponde a un
multiplo de la unidad considerada. Por ejemplo, si tenemos 2 pizzas divididas en 4 partes iguales

. .8 .
cada unay consideramos 8 de estas partes, es decir —, corresponden exactamente a las 2 pizzas
4

iniciales. De esta forma, cualquier nimero natural se puede expresar como una fraccion. Asi, los
numeros naturales son un tipo particular de fraccion.

Vemos que si el numerador es igual al denominador, la fraccién es igual a 1:

1 2 3
1=-=2=2=
1 2 3

También observamos que un nimero natural se puede escribir como fraccién de varias
formas:

5 10
5:—:—
2

15
3

Esto se extiende al 0, interpretandolo como 0 partes de un todo, ast:

0_0_0_
1

2 3
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En algunas situaciones cotidianas, tales como comprar en la feria, seguir recetas de cocina,
lalectura de la hora y otras, es usual representar una fraccion impropia como suma de un nimero
natural con una fraccion propia. Por ejemplo:

o Al comprar en la feria, podemos decir que compramos un kilo y medio de frutillas, pero

rara vez diremos que compramos % kilos de frutillas.

1
 Enunareceta de cocina, podemos encontrar que se necesitan 2y 3 tazas de harina yno

7
— tazas de harina.
3
. . 13
o Al decir la hora, diremos que son las 3 y cuarto, y no las " horas.

o Podemos decir "comi dos empanadas y media’, pero no es usual decir “com{ — de empa-
. 2
nada’.

Veamos cdmo transformar una fracciéon impropia en la suma de un nimero natural y una

8
fraccion propia. Consideremos, por ejemplo, la fracciéon s Como vimos anteriormente, corres-

1
ponde a 8 veces g Si asociamos los cinco primeros quintos, tenemos:
8§ 1 1111 1 11 3
—= —+—+—+—+— + —+—+— =1l+—
5 55555 5 5 5 5
m
Dada una fraccién impropia — cualquiera, por el Algoritmo de la Divisién existen niimeros Qy r,
n

con 0<r<n,talesquem=Q-n+r.Entonces:

Es decir, toda fraccion impropia se puede representar como un natural mas una fraccién propia.
Se suele escribir:

Qx

Lo que se lee “Q enteros y r ene-avos” y se interpreta como Q enteros mas r ene-avos. A los niime-
ros escritos de esta forma se les llama nimeros mixtos.
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Elhecho de que los nimeros mixtos sean, encubiertamente, una suma de un entero mas una
fraccién puede producir algunas ambigiiedades al operar con fracciones. En efecto, Q< podria
interpretarse como el producto del nimero natural Q por la fraccién -, en circunstancias que
es una notacion que significa la suma de esos numeros. Es comtin, entonces, encontrar calculos
como el siguiente:

Pero de acuerdo con nuestra notacion:
) 10
Ya que dos enteros es igual a IR

Ejercicios

1. Exprese las siguientes fracciones impropias como niimeros mixtos.

43 15 75
a. — b, — Cc. —
7 4 12
2. Exprese los siguientes niimeros mixtos como fracciones impropias.
a 125 b. 104 c. 322
3. En cada caso, represente el niimero utilizando diagramas de regiones.
12
a 23 b, =
5
4. Para cada niimero mixto, proponga una situacién de contexto que permita comprender su
significado.
2 33 b, 24 ¢ 123

5. Un estudiante representé el nimero 4+ usando diagramas de regiones de la siguiente
forma:

¢Es correcta la representacion del estudiante? Fundamente su respuesta.
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En resumen

De acuerdo a la relacién entre numerador y denominador, podemos clasificar las
fracciones en:
o Fracciones unitarias: son las que se pueden expresar con numerador 1.

« Fracciones propias: son menores que la unidad, es decir, tienen un denominador
mayor que el numerador.

« Fracciones impropias: son mayores o iguales a la unidad, es decir, tienen un deno-
minador menor o igual que el numerador.

Las fracciones se pueden expresar de forma tinica como un niimero mixto, es decir,
como una suma de un niimero natural y una fraccién propia.

1.5 Posibles dificultades y limitaciones del modelo parte-todo

Si bien la representacion parte-todo nos ayuda a dar significado a las fracciones, su uso puede
presentar algunas dificultades y limitaciones:

» Ambigiiedad de un patrén de medida, ya que la medida siempre se expresa en relacion
. o 1 o 1 . .
al todo. Por ejemplo, si se tiene — de una pizza individual y — de una pizza familiar,
4 4
no podemos sefialar que las fracciones estén representando la misma cantidad, porque

corresponden a un todo distinto. Esta es una de las razones por las cuales es importante
abstraer el concepto de fraccion como ntimero, sobre todo en la operatoria.

» Ambigiiedad para establecer la unidad cuando esta no se entrega de manera explicita. Por
ejemplo, al expresar la fraccién que corresponde a las partes pintadas en la Figura VI.13,

alguien podria seflalar que corresponde a —, si se considera que el todo es la unién de

6 . .
los dos cuadrados grandes, o que es —, si consideramos que el todo es un cuadrado grande.
4

Figura VI13.

« Dificultad para reconocer una fraccion obtenida mediante un procedimiento que no sea
fraccionar en partes congruentes. Por ejemplo, no es evidente a qué fraccion del area
del cuadrado corresponde la parte achurada que se muestra en la Figura V1.14, donde la
diagonal del cuadrado estd dividida en tres segmentos de igual longitud.

Figura V114
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Ejercicios de la seccion

1. Encuentre a qué fraccién del cuadrado de la Figura VI.14 corresponde el drea sombreada.

2. Un profesor presentd la siguiente actividad a un curso de 30 alumnos de 4° Bésico:
¢ Qué fraccion estd representada por las partes pintadas?

Las respuestas obtenidas fueron las siguientes:

. 16
¢ 2 estudiantes contestaron ?

_ 16 4
« 10 estudiantes contestaron " 02¢.

« 5 estudiantes contestaron 2% .

16
¢ 6 estudiantes contestaron _8

« 7 estudiantes dijeron que no se podia saber qué fraccién estd representada porque no era
una region cuadrada.

Usando la informacién anterior, responda las siguientes preguntas.

a. $Cudl es la unidad que empleé cada grupo?

h. ;Cémo cambiaria el enunciado del problema para eliminar esta ambigiiedad?

3. Observe las siguientes cajas con bolitas blancas y negras:

a. ;Cudntas bolitas negras hay que agregar en la caja A, para que la fraccién de bolitas negras

1
sobre el total sea — ?, ;y ala caja B?

D. ;Cudntas bolitas negras hay que sacar de la caja A, para que la fraccién de bolitas negras

1 .
sobre el total sea — ?, ;y de la caja B?
. 4 . .
C. Escriba cuatro ejercicios como en a. y b. usando las cajas anteriores.

d. Incluya un ejercicio para cada caja que no tenga solucion.
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Midiendo partes fraccionarias cuando se conoce la medida del todo:

a. Observe la siguiente tabla, que permite relacionar medidas de partes fraccionarias cuando
es conocida la medida del todo, luego complete las celdas vacias.

Fraccién Cantidad
1 12 unidades
1 .

— 6 unidades
2

1 .

— 3 unidades
4

1

3

1

6

3

4

3

6

D. Redacte un problema para cada una de las filas pintadas.

C. Construya otra tabla, semejante a la presentada, donde el todo sea 18 unidades y otra
donde sea 30 unidades.

En los siguientes problemas, escriba una solucién adecuada para ser presentada a nifios y
niflas, usando dibujos o diagramas de acuerdo al modelo indicado.

2
a. Juanita usé 5 de una botella de aceite, que midié y comprobd que eran 100 ml. ;Cudnto
aceite contenia la botella? Utilice un modelo de area.

0. En una clase, — son nifias. Si hay 8 nifios, ;cudntos estudiantes hay en total? Use un mode-
lo de medida. 4

2
C. Luis tenfa 15 bolitas y le dio — de ellas a Cristian, ;cuéntas le dio? Utilice el modelo de
conjunto. 5

1
d. Andrés hizo 12 adornos de Navidad. Utiliz6 P de metro de cinta en cada adorno, jcudnta
cinta us6 en total? Usen un modelo de medida.

5
€. Juan tenia 400 llaveros, — tenian dibujado un céndor y el resto tenia dibujado un huemul.
8
1
Le dio s de los llaveros con un céndor a un amigo. ;Cudntos llaveros le quedaron? Use un

modelo de barras.
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Es interesante hacer notar que los egipcios conocian y operaban con fracciones, pero solo
con aquellas con numerador 1. Es por esto que a las fracciones unitarias se les llama tam-
bién fracciones egipcias. Las demads fracciones se expresaban sumando varias de estas frac-

ciones unitarias o egipcias. Por ejemplo:

5 11

—_= 4 —

6 2 3

31 1

—_ —

8 3 24

4 11 1 1111
—=—t—t—=—t—+—+—
5 2 4 20 3 5 6 10

fos . a2 . iy
Una caracteristica curiosa es que no escribian 5 como 5 + rE sino que lo escribian como

2 1 1 : . T ,
—+— . Al parecer, laregla era utilizar fracciones egipcias distintas. Aun asi, como se ve

5 3 15
en el tltimo ejemplo, la descomposicién no tiene por qué ser unica.

a. Descomponga como suma de fracciones egipcias:

11 27 7

6 32 9

D. Si se desea repartir equitativamente 3 sacos completamente llenos de trigo entre 5 herma-
nos, jcuanto le corresponde a cada hermano? Resuelva usando fracciones egipcias.
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2. Fraccion como cociente o reparto equitativo

Otras situaciones de nuestra vida cotidiana que dan paso al estudio de las fracciones pro-
vienen de la accién de repartir equitativamente objetos que son fraccionables, realizando el re-
parto de todos los objetos sin dejar un resto. Por ejemplo, consideremos 3 barras de chocolate y
2 personas. Si se quiere repartir equitativamente las barras de chocolate entre estas 2 personas,
es posible entregar 1 barra a cada una y luego fraccionar la barra sobrante para continuar con el
reparto. De esta forma, a cada persona le tocarfa una barra y la mitad de otra, como se muestra
en la Figura VI.15:

@ |
Figura VI15.

Observemos que, en este caso, las fracciones responden a la problemética de cuantificar la
cantidad de chocolate que se reparti6 y que no corresponde a una cantidad exacta de barras. Otra
forma de efectuar este reparto equitativo es dividir cada barra en dos partes de igual tamaiio.

® .
Figura V.16.

1 .
A cada persona le corresponde — de cada barra, y como eran 3 barras las que se repartieron,
2

) 1 3 . .y
cada persona recibe 3 veces 2 esto es, 2 de barra de chocolate. Notemos que esta situacion
plantea la pregunta, ;cudl deberia ser el resultado de calcular 3 : 27

En términos generales, sabemos que un nimero natural z divide al niimero m si existe un
nimero natural g, que denominamos cociente, tal que m = n-q. Lo que escribimos comom:n=gq.
Pero si n no divide a m, jcudl serfa el cociente? Desde luego, no un niimero natural, pero si una
fraccidn. Esta interpretacion coincide con la de la divisién entendida como cudnto le toca a cada
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una de n personas, si se reparten equitativamente m objetos. Como hemos ampliado el concepto
de nimero a las fracciones, vemos que ahora tiene sentido dividir cualquier niimero natural por
cualquier otro.

, m
En general, dados dos niimeros naturales m y n, con n # 0, tenemos que m:n=—.
n

Para pensar

Hemos interpretado las fracciones como parte-todo y como cociente de dos niimeros,
,como se relacionan estas dos interpretaciones?

1
Recordemos que segtin la interpretacion parte-todo, 3 representa cada una de las partes

que resultan de dividir una unidad en tres partes iguales, es decir:

1 11
—+—+—=1
3 3

Lo que podemos expresar como:

1
De manera que 3 e exactamente aquel nimero que multiplicado por 3 nos da 1, es decir, es el

cociente 1 : 3. Usando la misma idea, obtenemos:

1
n-—=1
n

1
Es decir, — esel cociente 1: n.
n

La distincién entre la interpretacién de fracciones como parte-todo y como cociente o repar-
to equitativo no deja de ser sutil, sin embargo, puede ilustrarse usando cuadrados u otras figuras

2
como unidades. Por ejemplo, veamos las dos lecturas para2:3y 3 usando rectdngulos.

Consideremos como la unidad un rectangulo como el de la Figura VI.17:

Unidad

Figura VI.17.
_ 2 1 1
Entonces, la parte sombreada en la Figura VI.18 corresponde a 373 +—=2-

1
3 t3 g , es decir, el tercio
de una unidad tomado dos veces.

%f_j

1
Figura VI18.
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Como la unidad se ha dividido en 3 partes de igual tamafio y se estdn considerando 2 de ellas, la
interpretacion de las fracciones que se usa en este caso es como parte de un todo. Observemos
ahora que en la Figura V.19 el rectangulo corresponde a 2 unidades, luego la parte sombreada en
la figura corresponde a dividir 2 unidades en 3 partes de igual tamafio.

Unidad ‘ Unidad

'
2

Figura VI1.19.

Asi, en este segundo ejemplo, la interpretacion que se estd usando de las fracciones es la de co-
ciente. Observemos que en estas figuras los largos representados son iguales en las dos interpre-

2
taciones de E .

Figura VI1.20.

Para pensar

20 10
Un estudiante afirma que o no puede ser igual a 3 pues 20 dividido por 6 es 3 con

resto 2, pero 10 dividido por 3 da 3 con resto 1. ;Qué responderia?

En resumen

Otra forma de interpretar las fracciones es con el modelo de cociente o reparto equitativo.

oom : ’
En este caso, la fracciéon — se interpreta como el cociente entre el niimero natural 7z por
n

el nimero natural 7, es decir, el nimero que multiplicado por 7 da m.
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3. Otras interpretaciones y usos de las fracciones

Las fracciones se interpretan de acuerdo al contexto en que aparecen: parte de un todo, me-
dida, cociente, razén y operador. Todas son interpretaciones para el mismo objeto matemaético,
por tanto, no son excluyentes y se relacionan entre si. Cabe destacar que la distincién de estas
interpretaciones es una herramienta exclusiva para el profesor o profesora, que le permite propo-
ner a nifios y nifias diferentes tipos de problemas en que se usan las fracciones. No es conveniente
que se traspase este conocimiento al aula.

3.1 Fraccion como medida

Las fracciones surgen también por la necesidad de expresar una cantidad de medida conti-
nua: longitud, masa, tiempo, etc., en situaciones donde los nimeros naturales no son suficientes

. . o 1. ., 3
para hacerlo. Es habitual que en nuestra vida cotidiana nos refiramos a 3 kilo de aztcar, " me-

tros de tela, etc., en todos estos casos se estan utilizando las fracciones para expresar medidas, a
partir de una unidad patrén.

Las fracciones como medida tienen en comtn con la interpretacion de las fracciones como
parte-todo, en el caso continuo, que la unidad patrén se divide en partes iguales y cada una de
esas partes corresponde a una fraccion unitaria. Sin embargo, cuando usamos una fraccién para
medir, lo que se divide es el patrén unidad y no el objeto a medir.

Por ejemplo, si consideramos que el segmento en la Figura VI.21 es la unidad de medida,

1
la longitud del segmento a corresponde a — de unidad, ya que si repetimos 5 veces esa medida
obtenemos la unidad. 5
Unidad
l ‘ ‘ ‘ ‘ |
f : : : : 1

—

a

Figura VI21.

Esta idea puede ser extendida a la interpretacion de las fracciones impropias, es decir, aque-
llas en las que el numerador es mayor que el denominador. Por ejemplo, en la Figura V1.22 el

1 7
segmento b corresponde a 7 veces 5 de la unidad, es decir, a rE

Unidad
A

Figura VI.22.
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Existen varias formas de representar las fracciones a partir de su interpretaciéon como medida
que contribuyen a la comprension de su significado. Una de ellas es la representacion a través del
modelo lineal. Por ejemplo, en la Figura V1.23, si consideramos que la barra gris es una unidad de

longitud, la parte sombreada de mas abajo corresponde a g de unidad.

Unidad

. [ [ [ |

E de unidad
6

Figura V1.23.

3.2 Fraccion como razon o razon de cambio

En algunos casos se desea comparar dos cantidades continuas o discretas. Tenemos, por lo
menos, dos formas de hacerlo: mediante la diferencia y mediante el cociente. El uso de la resta
para comparar cantidades ya fue abordado en el Capitulo II. A continuacion, veremos brevemente
la comparacién mediante cociente. El estudio de razones y proporciones serd tratado con mayor
profundidad en el Capitulo VII.

Denominamos razdn ala comparacion de dos cantidades de la misma magnitud a través de
un cociente. Por ejemplo, la relacion entre las personas de una sala “4 hombres por cada 3 mujeres”
es una razon entre dos cantidades que corresponden a la misma categoria “personas’.

Denominamos razdn de cambio ala comparacién de dos cantidades de distinta magnitud a
través de un cociente. Por ejemplo, “la velocidad media de un automévil en determinado recorrido
fue de 78 kildmetros por hora” es la razdn entre dos cantidades que no corresponden a la misma
magnitud.

Las fracciones permiten expresar una razon, o razén de cambio, proporcionando informacion
distinta a la que hemos analizado en interpretaciones anteriores, ya que no se estd indicando una
cantidad, sino que se estan comparando dos cantidades. La fraccién como razén pueden ser com-
paraciones del tipo parte - parte o parte-todo. Por ejemplo, cuando sefialamos que en una caja hay
pelotas rojas y negras, y estan en la razén “2 pelotas rojas por cada 3 negras’, es una comparacion

2
parte-parte y se escribe como 2: 3 o 3 La comparacion parte-todo corresponde a la interpreta-

cion de las fracciones abordada anteriormente. Por ejemplo, cuando sefialamos que “en un evento
habfa 2 estudiantes por cada 5 asistentes’, se trata de una comparacion parte-todo y escribimos 2

2
:50 P De esta forma, si al evento fueron 100 personas, 40 de ellas deben ser estudiantes.
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3.3 Fraccion como operador

La tltima interpretacion de las fracciones que revisaremos es la de operador. En este caso,
la fraccién corresponde a un niimero que no expresa medida o cantidad, sino que opera sobre
una medida o cantidad y la transforma. Por ejemplo, consideremos una longitud de 4 metros, si

3 . . C , .3
calculamos " de dicha longitud, obtenemos 3 metros. Asi, la interpretacion de la fraccion " en

este contexto es de operador: se tiene una situacion inicial que corresponde a los 4 metros de
longitud y una situacion final que corresponde a los 3 metros resultantes.

En contextos fisicos, esta interpretacion esta vinculada al aumento o disminucién de una
cantidad. En general, si el operador corresponde a una fraccién propia, la cantidad sobre la que
opera disminuye, mientras que si corresponde a una fraccién impropia, la mantiene igual o la
aumenta.

En las otras interpretaciones que hemos descrito las fracciones también se han visto indi-

. . 3 1

rectamente como operadores. Por ejemplo, cuando nos referimos a — de barra de chocolate, —
4 2

kilo de harina, etc. En el siguiente capitulo nos referiremos con més detalle a las fracciones como
operador, debido a su conexién con la multiplicacion.

En resumen

Hay distintos usos e interpretaciones de las fracciones, las cuales estdn relacionadas
pues se trata de un mismo concepto:

o Como parte-todo: donde se divide uno o mas “todos” en partes iguales y la fraccion
representa a algunas de estas partes.

« Como cociente o reparto equitativo: donde la fraccion resulta de repartir equitativa-
mente una cantidad m entre 7 recipientes.

e Como medida: donde se considera la fraccién como un patrén de medida.

o Como razdn o razén de cambio: donde la fraccion se usa para comparar dos canti-
dades por medio de un cociente.

o Como operador: cuando la fraccion actiia sobre otra cantidad.
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Ejercicios de la seccion

1. En las siguientes situaciones, identifique la interpretacion para las fracciones que mas se
ajusta al contexto. Explique su respuesta.

1 . .
a. Carlos comié — de una pizza mediana.
2

b. Ratl comprd 1% litros de bebida en el almacén de su barrio.

C. Paralograr un celeste especifico de pintura, se puso una parte azul por tres partes de blan-
co.

(. Una profesora partié un pliego de cartulina en tres partes iguales y ocupd una de ellas.

€. Camila repartié equitativamente dos chocolates entre cinco de sus amigos.

2. Utilice la siguiente representacion para formular una situacién que interprete las fraccio-
nes como: reparto equitativo y parte de un todo. Pinte algunas partes de los circulos antes
de formular las situaciones.

XS

3. Utilice la siguiente representacion para para formular una situacién que interprete las frac-
ciones como: razén y parte de un todo.

O0000OOOO
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4. Amplificacion y simplificacion de una fraccion

En el siguiente dibujo se representan dos barras de chocolate. Carmen divide su barra en tres
pedazos iguales y se come uno de ellos, vale decir, un tercio. Manuel divide su barra en 6 partes

. . .2 . -
de igual tamarfio y se come 2 partes, es decir, P Como se aprecia en la siguiente figura, ambos

1 2
comieron la misma cantidad de chocolate. Resulta entonces que 376

Barra de chocolate de Carmen

Barra de chocolate de Manuel

Figura VI 24

Formalmente:

o 2 . .
Es decir, si sumamos tres veces la fraccion ‘ obtenemos la unidad. Como esa es precisamente la

definicién de l se tiene que 2_ l
3 6 3

- . 1-2 . -
Observemos que la relacién entre ambas fracciones es 2 =——, es decir, hemos multiplicado
6 3-2

, 1 . ; -y
el numerador y el denominador de la fraccion 3 por 2, lo cual se denomina amplificar la fraccion.

Esto es solo una ilustracién de una propiedad general.

En el siguiente diagrama hemos representado simultdneamente las fracciones propias
m _m-k
n

n-k n
I
- ™
.
k
\
m
Figura VI.25
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El rectdngulo se dividié verticalmente en 7 rectangulos congruentes y luego se dividié en &
rectangulos horizontales congruentes. Por tanto, la parte sombreada corresponde a m rectangulos

. .om ; . . ISR TEERT
verticales de un total de n, es decir —. Por otro lado, el rectdngulo original estd dividido en 7z - k
n

rectdngulos congruentes y la parte sombreada corresponde a m - k de estos rectdangulos, es decir,

., m-k
representa la fraccién T
n .

Veamos una justificacion algebraica de esto. Consideremos primero el caso mas sencillo, la

fraccion i . Tenemos:
n-k
k k k n-k
n—s=—+..+4—=——=1
nk nk nk n-k

—_——
n

k
Es decir, si sumamos 7 trozos de tamafio P obtenemos la unidad. Entonces, seglin nuestra
”l .

definicion ik = 1 . Multiplicando por m se puede deducir que:
nk n
m_m-k

n nk

Para valores cualesquiera de m, ny k, con n y k distintos de 0.

s . Ny Lo m
El proceso que acabamos de describir se conoce como amplificacion de la fracciéon —. El
n

. Como vemos entonces, ambos pro-

. . . ./ .7 m
proceso inverso se llama simplificacion de la fraccion P
cesos producen fracciones iguales. e

¢Fracciones equivalentes o fracciones iguales?

Una de las més arraigadas confusiones sobre las fracciones es afirmar que — es "equivalen-
. 2 . . y 2
te’a 7 pero que estas fracciones no son iguales. Esta confusion nace de una particular forma

de enseiar las fracciones o numeros racionales, especialmente durante las décadas de los afios
60y 70 del siglo pasado, bajo la influencia de la llamada “nueva Matemética”. Esta se basaba en
una construccion de los numeros, naturales, enteros, racionales y reales, dentro de la teoria de
conjuntos. Los niimeros racionales, nuestras fracciones, eran ciertos conjuntos, llamados clases
de equivalencia, de pares ordenados de niimeros enteros. No estudiaremos esto aqui pero, en

. . 1 2 )
cualquier caso, debe decirse que, aun en este contexto, —=—, ya que ambas fracciones denotan
el mismo objeto dentro de esa teoria. 2 4

Debemos agregar que la construccion de los nimeros al interior de la teorfa de conjuntos
se hizo con el propdsito de dar una base ldgica sélida a la Matematica y es algo bastante técnico.
Jamas se hizo para reemplazar la concepcién intuitiva de los nimeros ni, mucho menos, para ser
ensefiada a los nifios y las nifias, ya que su manejo requiere del desarrollo de niveles muy altos de
abstraccion.
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. . . 1 . . 2 .
Sin embargo, subsiste la sensacion de que — de pizza no es lo mismo que — de la misma
pizza. Més atin, los dibujos como el siguiente: 4

&~
N | =

Figura V.26.

Parecen confirmar esa idea, porque se ven distintos. Lo que debemos notar es que la cantidad de
pizza es la misma en cada caso, aunque se represente de maneras distintas. Las fracciones son
numeros que representan ciertas cantidades, no su imagen.

Observemos que hay muchas maneras para referirse a los nimeros. Por ejemplo, nadie du-
darfa que:
6-4=1+1=2

Sin embargo, tampoco nadie dejara de notar que la expresién “6 — 4” es bastante distinta con-
ceptualmente de la expresion “1 + 1. Como hemos visto, la primera denota, por ejemplo, cudnto
le falta a 4 para llegar a 6, vale decir, 2. La segunda, en cambio, nos dice que si juntamos un objeto
con otro objeto, obtenemos 2 objetos. Nadie dird que “6 — 4 es equivalente, pero distinto de 1+1”.
Lo que sucede es que ambas expresiones representan de distinta manera al niimero 2 y, por lo

. . . 1 2 -
tanto, son iguales. Algo similar ocurre con las fracciones — y —, ambas representan, de distinta
manera, al mismo ntimero. 2 4

En un sentido mas profundo, la equivalencia se da entre las expresiones del lenguaje, “un
medio’ es equivalente a “dos cuartos’, porque ambas frases hablan del mismo ntimero. Lo mismo
ocurre con las frases “seis menos cuatro’ y “uno mas uno’, pero en ambos casos el nimero al que
aluden es el mismo. Son las expresiones del lenguaje las equivalentes, pero distintas, los niimeros
que representan esas expresiones equivalentes son iguales.

En la practica, se usan ambas expresiones para referirse a las fracciones; podemos hablar de
fracciones equivalentes o de fracciones iguales, pero en ambos casos se quiere decir lo mismo:
que las fracciones son iguales.

Para pensar

1
;Dirfa usted que la quinta parte de un millén de pesos gde un millén de pesos  es

2
distinta de dos décimas partes de un millén de pesos n del mismo millén de pesos ?

Si su respuesta es “si, son distintas”, ;cuél cree que es mayor? (Ambas son, finalmente,

sumas de dinero y si son distintas, una debe ser mas dinero que la otra). Analice otros
usos similares de fracciones que permitan convencer a otro de que dos fracciones
equivalentes, en realidad, corresponden a la misma cantidad.
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Notemos que si se tienen dos fracciones iguales, no necesariamente encontraremos un nu-
mero natural que permita multiplicar o dividir, el numerador y denominador de una de las fraccio-
nes para obtener la otra. Dicho de otra forma, no todos los pares de fracciones iguales provienen

del proceso de amplificar o simplificar una fraccién. Por ejemplo, consideremos las fracciones —

y k4 . Es claro que este par de fracciones son iguales, pues ambas son iguales a 3 ; sin embargo,
6 2

no es posible amplificar o simplificar una de ellas para obtener la otra. Tendremos, entonces, que
dos fracciones son iguales si es posible simplificar o amplificar ambas, no necesariamente por el
mismo natural, de tal manera que queden expresadas de la misma forma.

A partir de esta observacion, se obtiene la conocida regla para verificar la igualdad de frac-
ciones.

Teorema VI.1

Considere las fracciones % y 2 con by d distintos de 0. Se tiene que si 3

>

. . a c
entonces a - d = ¢ - by, reciprocamente, si a - d = ¢ - b, entonces P

Ejercicios de la seccion

1. Demuestre el Teorema VI.1.

2. Mediante un diagrama, justifique la amplificacién de fracciones en el caso de una fraccién
impropia.

3. Encuentre los niimeros que faltan para que los pares de fracciones siguientes sean iguales:

x 12 3 21 5 20
a ==— . —=— e, —=—

3 18 x 35 x 32
h 8_% g 30_60

12 24 48 x

4. Dela siguiente coleccion de fracciones, agrupe las que son iguales entre si.
36 6 15 14 15 6 10 35 9

2
= = e = 1,

12715 535 9 4 6 21

Capitulo VI: Fracciones 289



290

5. Las fracciones y la recta numérica

Como vimos anteriormente, existen varias formas de representar fracciones. Por ejemplo,
como una region geométrica de un todo continuo; con elementos discretos, tales como fichas,
ldminas, juguetes o nifios; entre otros. En esta seccion estudiaremos las fracciones como niimeros
y utilizaremos para esto la recta numérica.

Como hemos visto, los nimeros naturales y sus operaciones se pueden representar sobre la
recta numérica. ;Cdmo podriamos representar en ella las fracciones? En algunos casos es facil, por

. 1 - : .
ejemplo, — queda representado por un punto equidistante entre 0 y 1, como vimos al comienzo
;o3 . 1
del capitulo; el nimero " serd un punto que equidista de 3 yde 1, etc.

En el caso general, para ubicar una fraccion en la recta numérica procedemos de la siguiente
manera:

« Dibujamos una recta identificando el 0.
o Ubicamos los ndmeros naturales a una misma distancia entre si.

« Dividimos la unidad en segmentos de igual medida, segtin lo que indica el denominador.
Finalmente, la fraccién se ubica considerando tantas de estas partes como lo indica el
numerador, a partir del 0.

. 3 .
Veamos un ejemplo. Representemos la fraccion 7 que es propia:

'
| T T T | | 4

1 2

0

FN3Y %“

Figura VI.27.

Observamos que dividimos el segmento entre 0y 1 en cuatro partes de igual medida, y la fraccién
se ubica al final del tercer segmento.

13 o .
Representemos ahora —, que es una fraccién impropia:
8

v

oz >

Figura V1.28.

Observemos que en el tltimo caso E =13, por tanto, al ubicar este niimero podriamos

5 : s
haber agregado 3 a partir de 1. Para proceder de esta manera, basta con subdividir el segmento
entre 1y 2. Esta alternativa puede ser util si se tienen fracciones donde el numerador es varias

. . 35
veces mayor que el denominador, por ejemplo, o

15 16 17 s 18 19

v

Figura V.29.
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Notemos que en este tltimo ejemplo la visualizacion que tenemos de la recta comienza desde
15, a diferencia de los ejemplos anteriores, donde partia desde 0.

. . . . .. 3 17
Ubiquemos ahora dos fracciones de igual denominador en la recta numérica: 3 y —.

8
Para esto, subdividimos el segmento entre 0y 3 en octavos, como lo muestra la primera figura,
o subdividimos solamente las unidades donde se ubican las fracciones, como se muestra en la
segunda figura.

v

v

Figura VI1.30.
Veamos ahora cémo ubicar fracciones de distinto denominador en la recta numérica.

Consideremos, primero, el caso en que los denominadores son multiplos entre si, por ejemplo,

1 5
—y e Una manera de proceder es dividir el segmento entre 0y 1 en tres de igual medida, y

3
luego dividir el segundo de estos en 4 segmentos iguales. Seguimos este procedimiento, pues

1 4 5 .
Y por lo que sabemos que " estd en el segundo tercio.

v

2 1

Figura VI 31.

! !
T T
1 5
0 E

Ejercicio

1 5
Explique por qué el procedimiento usado para ubicar 3 y T es valido. Proponga otro.

2 4 , o
Para ubicar fracciones como — y 5 deberfamos dividir el segmento entre 0 y 1 en 15 seg-
mentos de igual longitud y seguir el procedimiento anterior.

En los casos anteriores hemos usado la divisién de un segmento unitario en una cantidad
arbitraria de segmentos de igual longitud. Si bien no es dificil dividir un segmento en potencias de
2, efectuar la divisidon de un segmento cualquiera en tres partes no resulta obvio. Una manera de
salvar esta dificultad es eligiendo una unidad adecuada a la o las fracciones que se desean ubicar.
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En el caso anterior, es conveniente dibujar una recta numérica tal que cada unidad mida
15 centimetros, ya que de esta forma se podra dividir en tercios y en quintos sin mayor dificultad.

—t——+—>
2 4
0 24 1

Figura V1.32.

Para pensar

o 2 .
Frente al ejercicio de representar — en una hoja en blanco, dos alumnos proceden de
la siguiente forma: 7
o El primero dibuja una recta y marca el 0. Luego, marca 1 centimetro sobre la recta

1 . . . .
y en ese punto ublca; ; luego, a partir de ese punto mide 1 centimetro y ubica en

L, 2 , .
el extremo la fraccion — . Este alumno no marca el 1 en la recta ni la divide en

partes iguales.

2
« El segundo alumno dibuja una recta y solo marca un punto al cual nombra P

+Qué opina de estas respuestas? Discuta.

Cuando la unidad estd dada y no es posible elegirla de manera conveniente, no es claro cémo

ubicar fracciones con denominador arbitrario. Por ejemplo, ubicar — requiere la divisién de un
9

segmento en nueve partes iguales. Para ubicar cualquier fraccién en la recta numérica, usaremos
un procedimiento geométrico basado en el Teorema de Tales', el cual puede recordar de Educacion
Media.

Supongamos que nos es dado el segmento unidad de la recta numérica:

0 1
Figura VI.33.

. m ./ . ’
Si r=— esuna fraccion, primero marcamos el niimero 7 en la recta.
n

Figura V1.34.

Ver el texto Geometria de esta coleccion.
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Construimos ahora una recta concurrente en 0 y marcamos 1y z a distancia correspondiente
de 0 sobre la otra recta

o—
3

Figura V1.35.

Luego, unimos los puntos definidos por m y n (y que denotaremos de igual manera), como
se muestra en la siguiente figura, y trazamos una paralela a esta recta pasando por el 1 de la recta
oblicua. Esta paralela corta a la recta horizontal en r.

O_
3

Figura V1.36.

Usando el Teorema de Tales, podemos afirmar que:

jor] _[or]
o] Jo1]
Es decir:
m_r
w1

. m
De donde concluimos que r=—.
n

De esta manera, cualquier fraccion tiene su lugar como un punto sobre la recta numérica. Sin
embargo, como veremos mds adelante en el texto, no todos los puntos de la recta son fracciones.

Capitulo VI: Fracciones
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5.1 Dificultades y posibles errores en la representacion de fracciones en la recta
numerica

Hay distintas dificultades y errores asociados a la representacién de fracciones en la recta
numérica. A continuacién, mencionamos algunos de ellos:

« Hay actividades en que los nifios y las nifias deben construir la recta para luego ubicar
una fraccién. Este proceso de construccién requiere establecer una unidad como referente
que corresponderd a la distancia entre dos nimeros naturales consecutivos. Este proceso
puede traer dificultades, si se utilizan distintas unidades en la misma recta. Por ejemplo,
en la siguiente actividad desarrollada por un nifio.

0 1 2 5 10

Figura VI.37.

o Al ubicar una fraccién propia en la recta numérica, en lugar de ubicarla a partir del 0, la
ubican a partir de otro niimero natural. Por ejemplo:

0 1

\/

o+

Figura VI.38.

Una manera de enfrentar estos errores es que nifios y nifias tengan la oportunidad de particionar
rectas numéricas de acuerdo a diferentes situaciones. Se considera pertinente que el profesor
asigne medidas a cada unidad, ya sea con centimetros o nimeros de cuadrados de su cuaderno,
previendo las particiones que se van a realizar posteriormente. Por ejemplo:

« Dibuje una recta numérica y represente los tres primeros niimeros naturales, determinan-
do una unidad de longitud como referente para la distancia entre dos nimeros naturales
consecutivos.

« Dibuje una recta numérica y divida la primera unidad en dos segmentos congruentes.

« Dibuje una recta numérica y divida las dos primeras unidades, cada una en cuatro seg-
mentos congruentes.
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Ejercicios de la seccion

1.

2.

L . . 1 3
Represente las siguientes fracciones sobre la misma recta: '

Fracciones

7

4

Escriba qué fraccién representan las marcas en cada una de las rectas graduadas que se
presentan a continuacion:

0

2

v

v

v

v

10

11

12

13

v
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6. Comparacion de fracciones. Orden

Como hemos visto en las secciones anteriores, si usamos la interpretacion de una fraccion

3 .
como parte de un todo, la fraccion — corresponde a considerar tres partes de un todo que se ha
8
. . b .
partido en ocho partes congruentes. Del mismo modo, la fraccion 3 corresponde a considerar

cinco de estas partes. Una representacion de ambas fracciones es la que muestra la Figura VI1.39.

1L 11
8 | 8 818 71
8

o | —
o | —

o | —

Figura V1.39.

. . . . 3
Estd claro que podemos comparar fracciones con igual denominador, 3 es menor que 3’
porque estoy comparando octavos, y cinco octavos, son mas que tres. En general, si r < s, entonces

ros N
— <— para cualquier niimero natural 7.
m m

Por otro lado, si pensamos en la fraccién como reparto o medida, a igual numerador, serd
mayor la fraccion que reparte en menos partes, es decir, la que tiene menor denominador. Por

. 3 3
ejemplo, 3 es mayor que o

1|1 |1
8 | 8 | 8

L N

10 | 10 | 10

Figura VI.40.

. ror L,
En general, sim < n, entonces — < — para cualquier nimero natural r.
n m

Podemos combinar los dos criterios anteriores para comparar fracciones tales como

3 4 3 3 4 . r r s
— y —. Paraello, notamos que —<—<—.En general, sir<sym > n,tenemos que —<—<—
4 r s 8 7 7 m n n
y, por lo tanto, —<—.

m n
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Ejercicio

Ordene las siguientes fracciones en forma creciente.

110 2 15 7
A —, —, =, —y-—.
37373373
4 4 4 4 4
b S Sy —.
376920 36
5313 1
C.—,—, =, —y—.
274 4 27 5

Consideremos ahora fracciones con distinto numerador y distinto denominador. Para compa-
rarlas, las podemos escribir con el mismo denominador usando amplificaciones y simplificaciones
3 5
adecuadas. Por ejemplo, si queremos comparar — y —, podemos amplificar la primera por 9y la
.3 27 5 35
segunda por 7, es decir, —=— y —=— . Vemos entonces que —<—.
7 63 9 63

Un caso particular sucede cuando tenemos un denominador multiplo de otro. Por ejemplo, si

. 5 7 5 10 7 .5 7
queremos comparar las fracciones 3 y rE notamos que s > o’ es decir, 3 > . En este caso

no es necesario amplificar o simplificar ambas fracciones, sino que basta hacerlo con una de ellas.

p

Resumiendo, si queremos comparar dos fracciones cualesquiera — y =, primero las am-
n - q

plificamos adecuadamente para que ambas tengan el mismo denominador. Si amplificamos la

primera por gy la segunda por 7, tenemos m_mnq y p_pn , Y podemos compararlas ob-
teniendo que: nonq g g-n
m_ P siysolosi M<ﬁ
n q n-q q-n
m-q p-n

Como estas ultimas fracciones tienen igual denominador

<—,siysolosim- ‘.
. siysolosim-g<p-n

Asi, hemos deducido la conocida regla para comparar fracciones, que consiste en multiplicar
cruzado numeradores y denominadores, y luego comparar esos productos:

b

m . .
—<~siysolosim-qg<p-n
n o q
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Para pensar

- 1 iy
Encuentre una fraccién menor que . Ahora, encuentre otra fraccién menor que la

que encontré. ;Puede continuar este proceso? ;Existird una fraccién menor que todas las
fracciones y mayor que 07

Ejercicios

1. Ordene las fracciones utilizando un procedimiento adecuado en cada caso.

8§ 10 6
SURTRET)
7 3 2
0105
L8910
3 4 7

4 5
2. Unalumno dice que m > 2’ pues 55 > 48. ;Qué error estd cometiendo?

3. Utilice las siguientes representaciones para proponer una situacion, en cada caso, que per-
mita ejemplificar la comparacion de fracciones. Proponga una secuencia de cémo mostra-
ria los ejemplos, desde el més simple al més complejo de resolver.

A C
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6.1 Densidad de las fracciones en la recta numérica

3 3 3 3
Consideremos dos fracciones, por ejemplo, P y r Ya sabemos que —<—, y si situamos ambas

fracciones en la recta numérica, vemos que hay muchos puntos entre las dos. ; Corresponde algu-
no de ellos a una fraccién? Intuimos que si, pero ;cémo lo comprobamos?

\

3 3
5 4

Figura V141.

Representamos ambas fracciones con el mismo denominador. En nuestro ejemplo, vemos

que amplificindolas adecuadamente podemos escribirlas con denominador 20. Tenemos enton-

3 12 3 15

13
ces —=— y —=—, v ahora podemos intercalar, por ejemplo, — entre ellas. Ast:
520}7420}’ P pJp2O

3 12 13 15 3

—_e— g — L —=—

5 20 20 20 4

12 13 15
20 20 20

Figura VI1.42.

1 1
Veamos otro ejemplo. Consideremos las fracciones —y —. Si las amplificamos para poder

. . 1 3 1 2 i
compararlas, por ejemplo con denominador 6, tenemos — = =— . No se puede intercalar

f— y —_—=
6 3 6
. . 2 3 y .
ninguna cantidad de sextos entre c y rE Esto nos podria llevar a pensar que no existen frac-
. 2 3 . , e
ciones entre g y e Sin embargo, no es asi, es solo que hemos empleado una amplificacién

inadecuada para nuestro propoésito. Si en lugar de usar denominador 6 (que es el minimo comin

e 1 , . 1 6 1 4
multiplo de 2 y 3) usamos otro mtltiplo comtin, por ejemplo 12, tenemos que —=— y —=—

2 12°3 12
5 , 1 1
de modo que " estd entre — y —.

1 4 5 6 1
Sl Pl
3 12 12 12 2

\

S o

I
4
12 12 12
Figura V1.43.
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m m
El método se puede utilizar con cualquier par de fracciones — y 2 .S —< L , entonces
n-q n q
m-q < p-n. Asi, escogemos cualquier nimero rtal que m - g < r < p - n. Amplificando n porqy
n

p por n, tendremos:

m_myq _r_ pn_p
n nq ngq qgn g
La tnica dificultad que se puede presentar es que no podamos escoger r porque m-qyp-n

son numeros consecutivos, es decir m - g + 1 = p - n, como sucedié en nuestro segundo ejemplo.
Como vimos, basta con amplificar por niimeros mayores, de hecho, en este caso siempre basta

p
con amplificar m por 2qy ; por 2n.
n

Para pensar

En los niimeros naturales existe el sucesor, aquel nimero que sigue inmediatamente
a otro numero. ;Podemos encontrar una fraccién que sigue inmediatamente a, por

ejemplo, %?

La propiedad demostrada aqui se denomina densidad de las fracciones. Decimos que el orden
de las fracciones es denso porque entre dos fracciones siempre hay otra fraccién. Lo opuesto de un
orden denso es un orden discreto, como el de los nimeros naturales, en el que todos los niimeros
tienen un sucesor inmediato: no existe ningtin nimero natural entre ny n + 1.

6.2 La propiedad arquimediana

El orden de las fracciones posee otra propiedad interesante, la cual tiene dos facetas. La
primera nos dice que no importa cudn pequefia sea una fraccion, si la repito una cantidad lo su-
ficientemente grande de veces, superard a cualquier cantidad que podamos imaginar. Se expresa
en el siguiente teorema.

Teorema V1.2

Dada una fraccién — y un nimero cualquiera M, entonces existe un numero natural &
tal que: n

m m m
ki-—=—+...+—>M
n n n
[
A

Demostracion

Basta tomar £ =2 - - My vemos que se cumple lo pedido.
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Fracciones

La propiedad expresada en el teorema anterior se denomina Propiedad Arquimediana del
orden de las fracciones.

La segunda faceta de esta propiedad nos indica que no hay un ntimero més pequelo, siempre
hay uno menor y otro menor al anterior, y asf sucesivamente.

Teorema V1.3

; . m . L1 1
Dado un niimero cualquiera M =—, entonces existe una fraccion = tal que - <M.
n

Demostracion

) 1 m . .
Si m > 1, entonces es claro que —<—. En el otro caso, si m = 1, tomamos cualquier otra
n o n
‘2 m . . 1 2 1
representacion de —, por ejemplo, la amplificamos por 2 y tendremos que —=—>—.
n m 2m 2m

Vemos que en ambos casos se cumple lo afirmado por el teorema.

En resumen

« Las fracciones son nimeros en la recta numérica. Si dividimos la unidad de la recta

. .,m .
en n partes iguales, la fracciéon — se ubica al final del segmento .
n

» Podemos ordenar fracciones expresandolas con un denominador comun

« Entre dos fracciones distintas siempre hay otra fraccién

Ejercicios de la seccion

1. Intercale una fraccion entre cada uno de los siguientes pares de fracciones.

R RN IRET

2. Intercale 3 fracciones entre los siguientes pares de fracciones.

g 2.7 b 1,1
RN 3Yy

3. ;Cudntas fracciones hay entre dos fracciones?
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7. Las fracciones y el material concreto

La Caja Rompecabezas

La Caja Rompecabezas es un material que puede ser usado para el desarrollo del concepto
de fraccion, del sentido de igualdad entre fracciones, relaciones de orden y operaciones con frac-
ciones.

Se trata de un conjunto de piezas de colores que al unirlas forman una unidad cuadrada. De
esta forma, cada pieza representa una fraccion, por ejemplo, cuartos, tercios, medios, etc.

Las piezas, que pueden ser triangulares o rectangulares, son de color por el anverso y blancas
por el reverso.

Figura VI.44.

Concretamente, este material consta de una ldmina cuadrada de 20 - 20 ¢cm, de color crema,
y 12 ldminas del mismo tamarfio y de distintos colores, cada una dividida en partes congruentes,
como se muestra a continuacion:

Fraccion Unidad Medios Tercios Cuartos Quintos
Color Crema Amarillo Verde claro | Anaranjado Azul
Piezas

Numeros - REFIP



Fracciones

Fraccion Sextos Séptimos Octavos Novenos Décimos
Color Verde Café Rojo Verde oscuro Celeste
Piezas

Tabla V1.45.2.

Para representar fracciones con este material, se toma la lamina color crema, considerada
como unidad, y sobre esta se ubican las partes de las otras laminas. Por ejemplo, para representar

4
la fraccion % ubicamos los novenos sobre la unidad dejando cuatro por el lado de color verde

oscuro y cinco por el lado de color blanco.

Figura V.45,

Para determinar si dos o més fracciones son iguales, tomamos la regién crema, considerada
como unidad, y sobre esta representamos las fracciones una sobre otra. Las que coinciden en su

1
superficie pintada de color son iguales. Por ejemplo, para descubrir fracciones iguales a 2 pri-

. o1 iy
mero representamos sobre la unidad la fraccion 2 y luego superponemos la representacion de

otra fraccién, por ejemplo e Continuando hasta agotar las posibilidades que ofrece el material.

Podemos descubrir que

N w

_

Figura VI.4e.
4.5
10
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Ejercicios de la seccion

: ., 5
Represente con el material la fraccion —.

S

a. Indique las acciones realizadas.

D. Dibuje la representacién obtenida con el material.

Represente con el material la fraccién 1.

a. Descubra todas las posibilidades que le brinda el material para descubrir las fracciones
iguales a la dada.

D. Represente, a través de diagramas de region, las igualdades identificadas.

Ejercicios del capitulo

La profesora del 4° Basico pidid a sus estudiantes representar la fraccion — en una recta
numeérica. 4

-4
v

Sebastian la represento ast:

o
—
[\
w

| | | | | Iy | »
4 zZ, I I I I I T I |4
Carlos la represent? ast: 0 1 5 3
Tomas 1 t6 asi 1 i 1 i i i —t—
omas la represent ast: . 5 5 4 s

g . 5 .
a. ;Quién representd correctamente la fraccién Z ? Justifique su respuesta.

D. Represente la misma fraccién con un modelo de drea y de conjunto.

. . ., b
¢Cuanto hay que agregarle al denominador de la fraccién 5 para que esta se reduzca a la
mitad?

Justifique si son ciertas las siguientes afirmaciones:

1 3
a. La parte sombreada es 1 del total. C. La parte sombreada es 3 del total.

1
D. La parte sombreada es 1 del total. (. La parte sombreada es % del total.
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4. Las cuadriculas del tipo

Pueden servir para preguntar sobre la fraccién del total que representa el drea sombreada, consi-
derando algunos cuadraditos de la cuadricula.

Represente cinco fracciones usando este tipo de cuadriculas y considerando un orden creciente
de dificultad.

5. En cada caso, escriba una fraccién que represente la parte del cuadrado que estd
sombreada.

a. b. C.

6. Lealas siguientes situaciones e identifique la interpretacion para las fracciones que mas se
ajusta segun el contexto. Explique su respuesta.

a. Juan tiene 3 chocolates para repartir equitativamente entre 6 de sus amigos.
D. Luisa cocind un queque y sirvid 1 de él para la once.
C. A un concierto de rock asistieron 2 mujeres por cada 5 hombres.

. 2 . ;
(. Para regar un huerto un agricultor ocupd 3 de los 120 litros que tenia en el estanque de
agua.

e. Luis compré una bebida de 27 litros.
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/. Formule situaciones de contexto que ejemplifiquen la interpretacién de la fraccion —
como: parte-todo, cociente, medida, razén y operador. 5

8. Lea cada situacion de contexto y sefiale qué relacion hay entre las fracciones. Justifique su
respuesta.

r 2 . .
a. Una persona come — pizza individual. Otra persona come — de una pizza del mismo
tamafio. 2 4

D. Un profesor reparte 3 pliegos de cartulina entre 4 estudiantes para la clase de Artes. Al dia
siguiente, reparte 4 pliegos de cartulina entre 3 estudiantes.

1
C. Un jardinero planté césped en 3 de un terreno que tiene una superficie de 36 m* el dia

2
lunes. El martes planté césped en . del mismo terreno.

9. Observe las siguientes representaciones y explique de qué manera se pueden utilizar para
justificar la igualdad entre dos fracciones.

(000000 )|(/(000)(000)|/(00)(00)(00)
b.i(coo0000)||(c00)(000)||[(c0)(00)(00)
(000000)||(000)(000)||(00)(00)(00)
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CAPITULO

Fracciones

10. Considere que la cinta sin divisiones corresponde a la unidad. Indique a qué fraccién co-
rresponde cada barra.

D=
D=

11. Utilice las representaciones del ejercicio anterior para determinar igualdades entre frac-
ciones.
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I Operaciones con fracciones

Introduccion

Las operaciones con fracciones son uno de los temas del curriculo escolar
de matemética que genera mayores dificultades y ansiedad a nifios y nifias. Esto
persiste en la Educacion Media e incluso en la Educacién Superior. Uno de los
motivos es que son ensefiadas mayoritariamente a través de los algoritmos para
efectuar los célculos y no apoyandose en los conceptos involucrados. Debemos
destacar desde el comienzo que las ideas que estan detras de las operaciones con
fracciones son generalizaciones de las ideas que subyacen a las operaciones con
numeros naturales. De esta manera, sumar fracciones corresponde a la accién
de agregar, multiplicar es una generalizacién de la suma iterada y la divisién
proviene de la idea de reparto o particion. Es importante abordar el calculo de las
operaciones simultdneamente con su significado en el contexto de problemas. Si
bien se pueden memorizar las reglas para operar con fracciones, es mucho més
complejo identificar los contextos donde ellas aparecen.

En este capitulo abordaremos el estudio de las operaciones con fracciones
a partir de los significados y formas de representacion estudiadas en el capitulo
anterior, ligdndolas a la resoluciéon de problemas de contexto. Los algoritmos
de célculo serdn desarrollados de manera intuitiva y luego serdn justificados
desde una perspectiva més algebraica. A lo largo del capitulo, articularemos los
contenidos matematicos con aspectos de su ensefianza, en particular, veremos
las dificultades y posibles errores que se producen al operar con fracciones y en
el uso de representaciones.



Operaciones con fracciones

1. Lasumay la resta de fracciones

Como vimos en el capitulo anterior, en la nocién misma de fraccion estd implicita la idea de
suma de fracciones con el mismo denominador. Por ejemplo, cuando escribimos — estamos jun-
2 11 2 3 4 .
tando dos cuartos, es decir, 1 + s Asi, si sumamos - y - estamos sumando séptimos, es decir:
2 3 11 1 11 5
—+—= —+— + —+—+— =—
77 77 T 7T 7T 7
Tampoco hay dificultad para restar fracciones con igual denominador, por ejemplo:

32 111 1 1 2
———= —+—+— — —4+— =—
55 5 505 5 5 5
porque estamos restando a cierta cantidad de quintos otra cantidad de quintos.
En general,la suma de 2 y 4 corresponde a juntar p n-avos y g n-avos, por lo tanto, el resultado es
n-n

(p + g) n-avos, lo que se expresa como:

p,4_p+a
n n n
De manera similar, la resta de r y 1, con p = g, estd dada por:
n°n
p_q_r-9
n n n

o . o 2
En los siguientes ejemplos, veremos dos problemas cuya resolucion involucra la suma - +—
3 2 . . :
y la resta T respectivamente. Veremos cémo los diagramas de barra nos pueden ayudar a

plantear y resolver estos problemas.
Ejemplos
2
1) Tres amigos compran una caja de jugo de 1 litro. El primero se sirve - delitroyel

3 , . . . <y
segundo P ¢Cuanto de jugo le queda al tercer amigo? Representemos la situacién

con un diagrama de barra:

AN
I ™
A D
- X J
Y Y
2 3
7 7

. . . 5 . .
Vemos que los dos primeros amigos se sirvieron - del litro de jugo y al tercer

2
amigo le quedaron - de litro.
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3
2) En una botella se guardaron 5 de un litro de aceite. Para hacer papas fritas se

2 . . . .
usaron — de un litro. ;Cudnto aceite queda sin usar?

Nuevamente es util hacer un diagrama:

2
[
—
I
\ J

1
Vemos que quedd 5 de litro sin usar.

Queda como ejercicio para el lector plantear las operaciones que permiten resolver los pro-
blemas anteriores.

Laresta de dos fracciones es, conceptualmente, igual a la resta de los niimeros naturales. De
esta manera, la resta y la suma de fracciones responden a la misma relacién que entre los niimeros

naturales, esto es:
a-b=desequivalenteaa=>b+d

Asi, la resta responde a jcudnto mas? y ;cudnto le falta?

. [ 3 .
Podemos usar la representacion en la recta numérica para efectuar la resta - respondien-

do: ;cudnto mas grande es — que —?
5 5

Figura VIL1.

. . , 2
O también podemos pensar esta misma resta como: ;jcudnto le falta a 5 para llegar a F ?

o4
v o+
ot w

Figura VIL.2.
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Operaciones con fracciones

Siuno de los denominadores es multiplo del otro, el procedimiento para sumar y restar es

o . . 1 3 .
muy similar. Por ejemplo, si deseamos sumar g+ 0 solo debemos notar que un quinto es lo

. [ I 1 3 2 3 5
mismo que 2 décimos, es decir, —=—. Luego —+—=—+—=—.
5 10 5 10 10 10 10

Ejemplo
2
Un comerciante tiene a la venta 500 kg de azticar. Logra vender 5 del total y utiliza

1 p .
o para hacer conservas. ;Cudnta azucar le queda?

2 4 . Ly L .
Tenemos que FRETS Representamos la situacion en el siguiente diagrama de barras:

500 kg
/ — " — ~
o
\VAW_’
2 1
5 10

Entonces, le quedan % de los 500 kg de aztcar, que corresponden a 250 kg.

Sumar y restar fracciones con distinto denominador es mas complejo ya que, intuitivamen-

- . 2 3
te, estamos tratando de sumar o restar partes de distinta naturaleza. Por ejemplo, en 3 + 7 los

tercios y los cuartos surgen al partir en tres y en cuatro, respectivamente, el mismo todo. Sin em-
bargo, como vimos en el capitulo anterior, las fracciones se pueden amplificar o simplificar para
que tengan el mismo denominador y, de esta forma, volver al caso inicial. Visualicemos la suma
anterior usando un modelo de érea:

Ejemplo
2 3
Calculemos —+—.
3
Representemos la fraccién 3 como un rectangulo dividido en tres secciones verti-
. 3
cales iguales con dos de ellas sombreadas. La fraccion " la representamos con un
rectdngulo congruente con el anterior dividido en cuatro secciones horizontales

iguales con tres de ellas sombreadas. Si el primer rectdngulo lo dividimos en cuatro

2
secciones horizontales, la parte sombreada sigue representando 3 solo que ahora se
. 8 . o .
ve claramente que es igual a o El segundo rectangulo lo dividimos verticalmente en

. . 3 :
tres secciones yla parte sombreada sigue representando 7 que ahora vemos que es igual a

9 8 9 17
o Tenemos, finalmente, una suma de fracciones de igual denominador 2 +—=—

12 12°
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El procedimiento realizado equivale a amplificar las fracciones para escribir

2 8 3 9
ambas con denominador 12. Tenemos que —=— y —=—,V, por lo tanto,
3 12 " 4 12
2 3 8 9 17
—t—=—t—=—
3 4 12 12 12
m
En general, para sumar o restar dos fracciones —y ﬁ, primero las amplificamos o simplificamos

n
adecuadamente para lograr que ambas tengan el mismo denominador. A este proceso se le llama
habitualmente buscar un comiin denominador.

Una forma de obtener un comtin denominador consiste en observar que basta con multipli-

: / m m- ‘n
car los denominadores entre si. Tenemos que — = mg y p_rn , Yy podemos sumar y restar

sin dificultad: n nq g gn

ﬂ+£:m-q+p-n:m-q+p-n
n q ngq qn n-q
m p m-q pn mq-pn
;_;_n'q_q-n_ n-q

. . .om_p :
Observamos que, como vimos en el capitulo anterior, —=2- es equivalenteam-g = p - n.
n q

Por lo tanto, si el minuendo es mayor o igual al sustraendo, el numerador de la fraccién anterior
serd mayor o igual a 0.

Muchas veces, para sumar o restar fracciones se utiliza lo que se denomina el minimo co-
mun denominador, que es el minimo comun multiplo de los dos denominadores. Por ejemplo,

5 7 . . . .
para sumar — + —, podemos usar como comun denominador el 36, que es el minimo comun
denominador.

5 7 10 21 31

—_—t—=—

18 12 36 36 36
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También se puede usar como denominador cualquier otro multiplo comun, por ejemplo el 72.

5 7 20 42 62 31
18 12 72 72 72 36

o directamente el producto 18 - 12 = 216.

5 760 126 186 31
18 12 216 216 216 36

Notemos que estos procedimientos difieren solamente en la forma en que se elige el comun
denominador. Cuando multiplicamos los denominadores, la obtencién del comtin denominador
es inmediata, pero las operaciones involucran nimeros mayores que pueden dificultar el célculo.
Cuando buscamos el minimo comun denominador, los niimeros que se obtienen son menores y
el célculo se facilita. Sin embargo, el calculo del minimo comun denominador requiere calcular
el minimo comtin multiplo. Siempre se puede usar otro multiplo comtin, si no queremos o no
podemos calcular el minimo comuin denominador y tampoco queremos usar el producto entre
los denominadores.

Para pensar

Un profesor afirma que antes de estudiar la suma y la resta de fracciones es
imprescindible ensefiar un procedimiento para calcular el minimo comiin multiplo
entre dos 0 mds numeros. ;Estd de acuerdo con este profesor?

Ejemplo
3 1
Para restar g - —, podemos:

« Usar el minimo comun denominador, que es 24:
s 1.9 2 7

8 12 24 24 24

« Usar un denominador cualquiera, por ejemplo, 48:

31184147

8 12 48 48 28 24

« Usar como denominador el producto de los denominadores:

31368287

8 12 9% 96 96 24
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En la practica, luego de elegir el denominador comtn procedemos como en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo

5 7 . .
Queremos sumar A y e Tomemos el 12 como denominador comtn, luego, vemos
por qué nimero multiplicamos al 6 para obtener 12, es decir, 2 y multiplicamos el 5

también por 2, lo que nos da 10. Después vemos por qué nimero multiplicamos al
4 para obtener 12, o sea 3, y multiplicamos el 7 también por 3, lo que nos da 21. Por
ultimo, sumamos esos dos nimeros, lo que nos da el numerador de la suma:

5 7 5-2+7-3 10421 31

—+—=

6 4 12 12 12

A medida que se gana confianza en el procedimiento, se omite el paso intermedio.

5 7 10+21 31
Zii- -2

6 4 12 12

Para pensar

b

. - , . m
¢Es posible escribir una férmula general para sumar las fracciones — y = usando el

7z . 7 7 . . ’ n q
minimo momun multiplo como denominador comun?

1.1 Propiedades de la sumay la resta

La sumay la resta de fracciones satisfacen las mismas propiedades que enunciamos en el Ca-
pitulo Il en las Secciones 1.2y .2.1 para la suma y resta de nimeros naturales. Las justificaciones
intuitivas de estas propiedades, que hicimos en los apartados anteriores, también son vélidas en el
contexto de las fracciones, pues ellas se basan en la interpretacion de los niimeros naturales como
longitudes de segmentos, lo que también es cierto para las fracciones ( fracciones como medidas).

Por otra parte, la suma yla resta de fracciones se definen en términos de sumas, restas, pro-
ductos y cocientes de numeros naturales, por lo tanto, las propiedades de la suma y la resta de
fracciones se pueden verificar de manera formal usando las propiedades de las operaciones de
numeros naturales.

Por ejemplo, verifiquemos que la suma de fracciones es conmutativa, es decir, verifiquemos
que para cualquier par de fracciones se tiene:

m m
p m_m p
g n n g
Para esto, sumaremos las fracciones del lado derecho e izquierdo de la igualdad, usando como
denominador comtn g - n, obtenemos:

p m_pnimq m p_mqipn
q n q-n n q q-n
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Observamos que ambas fracciones tienen el mismo denominador y el mismo nume-
rador, pues, por la propiedad conmutativa de la suma de nimeros naturales, se tiene que

p-n+m-q=m-q+p-n.

Enunciamos, a continuacién, las propiedades de la suma de fracciones:

Conmutatividad de la suma: r L2, r
qg n n g
Asociatividad de la suma: P 2.2, b L n.a
q n b g n b
Elemento neutro para la suma: L +0= r
q q

Ejercicios

1. Utilice diagramas de barra para justificar las propiedades conmutativa y asociativa de la suma.

2. Demuestre la propiedad asociativa de la suma y la propiedad del elemento neutro.

3. Considere la siguiente demostracién para verificar que el 0 es neutro para la suma de frac-
ciones e indique la propiedad o concepto se estd usando en cada paso:

P20
q q9 9
_p+ 0
q
_P
q
4. Demuestre las propiedades de la 1 ala 11, del Capitulo II. en la Seccién 2.1, para la resta de
fracciones.
En resumen

o Lasumay laresta de fracciones se pueden caracterizar a partir de las mismas acciones
que vimos al estudiar la suma y la resta de nimeros naturales, estas son: juntar, separar,
agregar, quitar y comparar.

o Lasumay laresta de fracciones verifican las mismas propiedades que la suma y la resta
de niimeros naturales.
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Ejercicios de la seccion

1.

Justifique formalmente que la suma de dos fracciones no depende de la representacién que

m r p u
usemos para expresar cada sumando. Concretamente, pruebe que si —=—y *=—, enton-

n s w
ces: q

m rou
m p_ru
n oq s w

1 2 3
Un estudiante dice que F + 373 y lo justifica con el siguiente diagrama:

¢Por qué cree que se produce este error?

Explique cémo sumar las siguientes fracciones:
1 3 4 7 1 3 1 1

d —+—+— D ———4= Co—t—+—+—
12 8 9 4 10 5

Explique cémo calcular mentalmente las siguientes operaciones:

a 1,2 d. 13—E 0. 14-3%
4 8 8
b. §+g+l 6. 32-12
8 5 8
c. 322 A
13

Julio es 24 cm més alto que Tomds, quien a su vez es 35 cm mas alto que Emilio. ;Quién es
mas alto? ;Por cuanto?

1
Juan reparte sus ldminas entre varios amigos. A su amiga Carmen le da A de sus ldminas, a
2 ; .
Felipe le da P y el resto equitativamente lo divide entre Pedro y Agustin. ;Qué parte de las

ldminas de Juan recibe Agustin?

1
Tres niflas comparten una botella de agua. La primera toma 2 de la botella y la segunda

1
nifla toma 3 de lo que queda. ;Qué fraccion de la botella le queda a la tercera?

Invente problemas cuya solucién pueda ser obtenida mediante las siguientes operaciones:

a 3.1 c. 2 1.1
4 6 5 6 12
hog1-2 ¢ 2,13
4 3 4 8
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10.

11.

Operaciones con fracciones

. ) p L 3 2 .
Explique cudl o cudles de los siguientes problemas se resuelven con la resta — - 3 Explique
como resolver aquellos problemas que no se resuelven con esta operacion.

3 . 2 y - .
a. Sandra corre — km en un camino recto y luego retrocede 3 delo que corrié. ;A qué distancia

estd de su punto de partida?

3 2
D. Sandra corre 1 km en un camino recto y luego retrocede 3 km. ;A qué distancia estd de su

punto de partida?

. 3 2
C. Tomés comparte su colacién con un amigo. El come " de su colacién y le regala 3 delo quele

queda a su amigo. ;Qué fraccion de la colacién le regala a su amigo?
3 2
d. Antonia compra 1 kg de frutillas y con una amiga comen 3 kg. ;Cuanto le queda?

1 2
Explique cuél o cudles de los siguientes problemas se resuelven con la suma —+ 3 Expli-

que como resolver aquellos problemas que no se resuelven con esta operacion.

1 2
a. " de los niflos de un curso prefiere el color rojo y 3 prefiere el azul. ;Qué fraccién de los

nifios del curso prefiere el rojo o el azul?

1 2
b. 1 de los nifios de un curso prefiere el color rojo, de los nifios que no prefieren el color rojo 3

prefieren el azul. ;Qué fraccién de los nifios del curso prefiere el rojo o el azul?

1 2
C. 1 del patio de Susana esté cubierto por pasto, al igual que 3 del patio de Mariela. Ambos

patios tienen la misma superficie. ;Qué fraccién de ambos patios estd cubierta por pasto?

1 2
d. Camila tomé 1 de una botella de 1 L de jugo y luego tomé 3 de lo que quedaba. ;Cudnto

jugo tomo Camila?
. . 2 . 1 L . .
€. Camila tomé 3 de una botella de 1 L de jugo y luego tomé 1 L. ;Cuénto jugo tom¢é Camila?

En cada caso invente un problema que se resuelva con la operacién dada y que sea del tipo
indicado.

3 5 1
a. =4+ = Juntar d. 3—=— Quitar
4 2 3
5 1
h. = _— Separar e. Z_i Comparar
3 4 4 7

1
C. 2+ 5 Agregar
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2. La multiplicacion de fracciones

En esta seccién abordaremos la multiplicacién de fracciones de manera progresiva, pensando
en su ensefianza. Veremos primero la multiplicacién de un niimero natural por una fraccién, luego
una fraccién por un niimero natural y finalmente el producto entre dos fracciones. Para cada caso
veremos la conveniencia del uso de modelos lineales, de drea o de conjunto.

2.1 Multiplicacion de un numero natural por una fraccion

Ya hemos visto algunas caracteristicas de la multiplicacién por fracciones. En efecto, cuando
multiplicamos una fraccién por un nimero natural, hemos preservado la idea de que multiplicar
por un nimero natural es una manera abreviada de sumar iteradamente. Ast:

4 4 4 4 12

Jo—=—t—t—=—

5 55 5 5

En general, si k£, m y n son nimeros naturales, con 7 = 0:
k-
o, e

n n n n

[

Es decir, para multiplicar un niimero natural por una fraccion, se multiplica el natural por el
numerador y se conserva el denominador. Para ilustrar esto, consideremos el siguiente problema
que puede ser usado para introducir esta operacion:

Para una convivencia escolar se compraron cinco pizzas, cada una de las cuales se partic en 8
partes iguales. Al final de la reunion, la profesora le informa a sus alumnos que de cada pizza que-
daron 3 pedazos, ;cudnta pizza quedo?

. , . 3 .
Para resolver este problema se debe deducir a qué fraccion corresponde 5 veces . es decir,

&
o | w

Representamos la situacion en la siguiente figura:

Figura VIL3.

Luego, si se junta la pizza sobrante, se tiene:

Figura VIL4.

de donde deducimos que 5- % = %
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Operaciones con fracciones
Ejercicio

Proponga dos problemas que se resuelvan mediante la multiplicacién de un natural por una
fraccion.

Los ejemplos con porciones de pizza para representar fracciones son utiles para fracciones
con denominador 2, 4, 6 y 8 (;cémo partirfa una pizza en 6 porciones iguales?). Para fracciones
con otros denominadores es necesario usar un transportador y saber hacer la divisiéon 360° : 7.

En general, los modelos de drea son apropiados para representar multiplicaciones de una
fraccién por un natural.

2.2 Multiplicacion de una fraccion por un nimero natural

Si bien debiera ser lo mismo k-— que — -k, su interpretacion es distinta. Como vimos,
n n

4 4 4 4
3 5 se interpreta como 3 veces la fraccién 5 Sin embargo, 5 3 seinterpreta como s de 3.

Veamos el siguiente problema, donde usamos un modelo lineal para resolverlo:
Se compraron 15 metros de cinta para hacer adornos para la sala de clases.

3 . , .
Se usaron — de la cinta. ;Cudntos metros de cinta se usaron?
5

Usando un modelo lineal para representar el problema, obtenemos una figura como la
siguiente:

Figura VILS.

1
A partir de este modelo, se puede deducir que F de 15 corresponde a 15 : 5 = 3; es decir, si

dividimos 15 en 5 partes iguales, a cada parte le corresponden 3 unidades. Luego, debemos con-
siderar 3 de esas partes. La expresion matematica correspondiente es:

3 1 15 315
2.15=3- =15 =3.—=""—
5 5 5 5
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Ejercicios

Proponga dos problemas que se resuelvan mediante la multiplicacién de una fraccién por
un natural.

Resolveremos el siguiente problema usando un modelo de conjuntos:

Se compran 45 chocolates para entregarlos como premios en una actividad escolar. Al

5
final de la jornada se han entregado 5 del total. ;Cudntos chocolates se entregaron?

Usando un modelo de conjuntos se tiene una figura como la siguiente:

) ) () ) ) () () ) )
) () ) o () () o () )

OO OO OC> OO OO OO OO OO OO
o ) ) ) ) ) ) o o

Figura VILé.

5 1
Luego, se deduce que . 45 corresponde a tomar primero 5 de 45 y luego multiplicar el
resultado por 5. La expresién matemética correspondiente es:

5 1 45 5-45
2.45=5. ~.45 =5.—=""
9 9 9 9

Usando un modelo lineal o un modelo de érea, se puede probar que:

m., _mk
n n

m m
Observamos que esto demuestra que —-k=k-—,
n

n
Ejercicio

En cada caso, proponga un problema que se resuelva con la operacion dada y con la repre-
sentacion indicada.

a. 3 % Modelo de érea C. %-15 Modelo de conjuntos

o} g -18 Modelo lineal
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Operaciones con fracciones

Notemos que el modelo de conjuntos no se adapta bien a representar multiplicaciones donde

, . . 4
en cada conjunto no queda un nimero entero, por ejemplo, 5 12.

Es importante que en el tratamiento de las fracciones se desarrolle simultdneamente la com-
prension conceptual de la operacion y la destreza necesaria para realizar el calculo. En ese sentido,
se debe desarrollar la capacidad de simplificar las fracciones hasta llegar a una irreducible, es
decir, que no se puede seguir simplificando. Veamos tres estrategias equivalentes:

Estrategia 1:
9
3 315 45 9
15—
10 10 W 2
2
Estrategia 2:
3
3.
= .15= _}5/ — 2
10 w2
2
Estrategia 3:

Ejercicios

1. Justifique las estrategias anteriores, usadas para simplificar la multiplicacién de una frac-
cién por un nimero natural.

2. Proponga una lista de cinco multiplicaciones de un nimero natural por una fraccién, don-
de sea conveniente simplificar el resultado antes de realizar el célculo.
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2.3 Multiplicacion de una fraccion por otra fraccion

Comprender el significado del producto entre dos fracciones puede ser mds complejo que en
los casos anteriores. Consideremos el siguiente problema:

. . 4 o .
Un agricultor posee una granja en la cual s de la superficie estd plantada con drboles
.3 . , , p
frutales. De esta superficie, - son naranjos. ;Cudnta superficie del total estd ocupada por
los naranjos?
iy 3 4
Para resolver el problema, debemos calcular la fraccién que resulta al tomar — de —,lo que
34 , . L ’ . 5 -
se representa como it Usemos un modelo de drea para visualizar la situacién. Primero, divi-

. . . 4
dimos un rectdngulo en 5 barras verticales y sombreamos 4 de ellas para representar rE

Figura VIL7.

3 4
Luego, lo dividimos horizontalmente en 7 barras, pues debemos tomar - de 5

Figura VILS.

3 4
Finalmente, marcamos los ; de los g

Figura VIL9.
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Operaciones con fracciones

Observemos que en total hay 35 rectdngulos que corresponden a 7 - 5 = 35, y hemos pintado

ellos, que corresponden a 3 - 4 = 12. Deducimos entonces que - de 5 es 35 es decir,

7.5 35
m

Consideremos el caso general de multiplicacién de fracciones ;; y representemos la

12 de
3434 12
75

situacion con un diagrama de drea. Usaremos fracciones propias para facilitar la representacion.

N

el
J J
- J
~
m
- _/
~
n
Figura VILI0.

Tenemos un total de g - n pequefios rectdngulos, de los cuales p - m quedan pintados. Dedu-
cimos que debe verificarse la formula:

pm_pm
g n qn

Para pensar

Hemos usado el modelo de area para representar la multiplicacion entre dos fracciones
cualesquiera, ;es posible representar esta operacion usando un modelo lineal?, ;y un
modelo de conjuntos?
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Ejercicios

1. Proponga tres problemas que se resuelvan representando en un diagrama de area una mul-
tiplicacion de fracciones.

. Ry m y
2. Hagaun diagrama para representar la multipicacién 2 —, donde 2 s una fraccién pro-
. m o . q n q
piay — es una fraccién impropia.

Nuevamente, un aspecto importante al momento de efectuar los célculos es la simplificacion
del resultado, veamos tres estrategias:
5 8 5 8 40 20 10 2

Estrategia 1:
12 15 12:15 180 90 45 9

A
5

m|°°
1l
‘\N\H

@lw

5
Estrategia 2: o1

@Il\.‘)

w‘&\m &

1

B
Estrategia 3: —
7

Ejercicios

1. Explique la validez de las estrategias anteriores.

2. Proponga una lista de cinco multiplicaciones de fracciones donde sea conveniente simpli-
ficar el resultado antes de realizar el calculo.

Podemos llegar al procedimiento para multiplicar fracciones de manera analitica, sin recurrir
al modelo geométrico. Basta con la definicion de fraccion y con suponer que las operaciones con
fracciones tienen las mismas propiedades que aquellas de los niimeros naturales, esto es: con-
mutatividad, asociatividad y distributividad de la multiplicacién sobre la suma. Para ello, simpli-
fiquemos un poco el problema y calculemos el resultado de multiplicar dos fracciones unitarias

1 1
— y — . Tenemos que:

q n
. n .

=(g-n)

. 11 .
De tal manera que si sumamos g - n2 veces el producto —-—, como en la expresién de la derecha,
la suma nos da 1, es decir: qn

S | =

1=1-1= g¢-

N
|~

1
q

S |~

rr_r
qgn qn
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Operaciones con fracciones

La conclusién, entonces, es que si multiplicamos fracciones unitarias, obtenemos otra frac-
cién unitaria cuyo denominador es el producto de los denominadores de las fracciones originales.

El problema general es ahora facil de resolver recurriendo nuevamente a las propiedades ya
aceptadas.
1 pm

11
._._:p.m.—:
qn q-n gq-n

1
m_:pm
n

:p-

SHAS
SN
S

Para la primera igualdad usamos solo la definicién de fraccion, para la segunda suponemos
que el producto de naturales y fracciones es asociativo y conmutativo. La tercera igualdad es el
resultado de lo visto més arriba. La ultima es, nuevamente, la definicion de fraccion.

Vemos asi que ambos andlisis, el algebraico y el geométrico, nos llevan a la regla aprendida
en la escuela: el producto de dos fracciones se obtiene multiplicando entre si los numeradores y
los denominadores de cada una de las fracciones.

Ejercicios

1. Calcule y simplifique

a. EE: C. BEE:
25 24 50 21 9

p. 214 g 28,2095 _
21 3 15 21 8 4

2. Laquinta parte del doble de la cuarta parte de 1 es ...

I . . 1 ,
3. Unamadquina fabrica 3.000 tornillos en una hora, de los cuales — son defectuosos. ;Cuén-
tos tornillos no defectuosos fabricara en tres horas y media?

3 L .3 ;
4. Un pintor pinta 1 de una muralla y al dfa siguiente pinta " de lo que faltaba. ;Qué parte
debe pintar al tercer dia para terminar la tarea?

5. Enundepdsito hay 50 litros de agua. Se sabe que al congelarse el agua aumenta su volumen

1
en m del total. ;Cudntos litros de hielo se producirdn si se congela el agua del depdsito?

6. Justifique formalmente que el producto de dos fracciones no depende de la representacion

.m r p u
que usemos para expresar cada sumando. Concretamente, pruebe que si —=—y —=—
n

S w
entonces: 9

“ |~

u
w

SR
Q|
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2.4 Propiedades de la multiplicacion

La multiplicacion de fracciones tiene las mismas propiedades que la multiplicacion de nu-
meros naturales. Estas propiedades pueden ser verificadas formalmente utilizando la férmula que
C ey .om n- . . .y .
define la multiplicacién, es decir, —- P_ P sin embargo, su visualizacion es menos evidente.
n.q ngq
A continuacion, discutiremos algunas formas de justificar intuitivamente estas propiedades.

mp_pm

n.qg qn
13

1
Para ilustrar esta propiedad, consideremos los productos e y 25

31
Para representar Y podemos dibujar un rectdngulo, dividirlo verticalmente en dos partes

Conmutatividad de la multiplicacion:

iguales y considerar una de ellas. Luego volvemos a dividir el rectdngulo en cinco partes iguales,
3.1
pero esta vez de forma horizontal. De esta manera, s de Ese representa por la parte sombreada

de la siguiente figura:

Figura VIL11.

13
Para representar el segundo producto 25 consideremos el mismo rectangulo, pero esta
vez interpretamos que lo dividimos primero horizontalmente en cinco partes de igual tamario y
consideramos tres de ellas, y luego lo dividimos en dos partes iguales de forma vertical. De esta

1 3 , .
manera, 5 de 5 se representa por la misma parte sombreada. Asi, hemos verificado que:
3113

Este argumento se puede generalizar directamente para el producto de fracciones propias.

Ejercicio

A partir de la formula que define la multiplicacién de fracciones, demuestre la propiedad
conmutativa.
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Operaciones con fracciones

Asociatividad de la multiplicacion:

Q|

m a p ma
n b qg nb
Para mostrar esta propiedad, al igual que en el caso de la multiplicacion de nimeros natura-
les, podriamos apoyarnos en la representacion de un objeto en tres dimensiones. Es por ello
que en este apartado demostraremos esta propiedad usando herramientas algebraicas. Con-

b

. . . m _a _
sideremos tres fracciones cualesquiera, —, — y 7’ y veremos que se cumple la igualdad:
qg n

Para ello, calculemos el producto del lado izquierdo de la igualdad. Aplicando la regla para
multiplicacion de fracciones, se tiene:

Como la multiplicacién de numeros naturales es asociativa, en ambos casos se obtiene el
mismo resultado, comprobandose asi la propiedad.

r_p

q9 49
Esta propiedad se obtiene directamente de la definicién de la multiplicacién o de cualquiera

de sus interpretaciones.

Elemento neutro de la multiplicacion: 1-

Elemento absorbente para la multiplicacion: 0- L =0

Al igual que la propiedad anterior, se obtieneqdirectamente de la férmula para la multipli-

cacion. Podemos también interpretar de manera natural que 2 0 corresponde a tomar r

q q
partes de 0, lo que es igual a 0. La interpretacién de 0- 14 no corresponde a ninguna de las
que tenemos. 9

Elemento inverso con respecto a la multiplicacion: —-— =1, para n y m distintos de 0.
n m

. . . .. m n
De acuerdo a la regla para multiplicar fracciones, si multipicamos — por — tenemos:
n

m
n m n-m

Decimos que — es el inverso multiplicativo de — y viceversa.
m n
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Distributividad de la multiplicacion con respecto a la suma:

p.ma _pmpa
g n b q n qgb

Recordemos que la multiplicacién y la suma de niimeros naturales se relacionan a través de

la propiedad distributiva. En las fracciones también se verifica esta propiedad. Considere-
m

mos tres fracciones cualesquiera, ﬁ, —y %. Operando con el lado izquierdo de la igualdad,
q n

tenemos que:

p.m_a _p mbran_p(mbran) pmb+pan

g n b g n-b qg-nb g-nb

Para la ultima igualdad usamos la propiedad distributiva para nimeros naturales.
Para el lado derecho tenemos:

£'ﬂ+£_g_£'m'b P a'n_p-m-b+p-a-n_p-m-b+p-a-n

+——

g n qb q nb q nb qgnb gqnb qg-nb

Como el lado izquierdo es igual al lado derecho, hemos probado la propiedad. Notamos que
también hemos usado, sin mencionarlo, las propiedades conmutativa y asociativa de la mul-
tiplicacion de nimeros naturales.

Vale la pena mencionar que, por conmutatividad, se tiene también distributividad a la de-
recha, esto es:

Distributividad de la multiplicacion con respecto a la resta:

p m_a _pm_pa
g n b _q n qb

La demostracion de esta propiedad es idéntica a la demostracién anterior. De igual forma,
tenemos distributividad a la izquierda.

En resumen
» Dadas dos fracciones 14 y ﬁ, la multiplicacion entre ellas se define como:
“ p m_pm
an gn

 La multiplicacion de fracciones mantiene las propiedades de la multiplicacién de nu-
meros naturales, esto es: conmutatividad, asociatividad, el 1 como elemento neutro, el 0
como elemento absorvente y la distributividad con respecto a la suma y la resta. Ademas,
cada fraccion distinta de 0 tiene inverso multiplicativo.
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Operaciones con fracciones
Ejercicios

1. Compruebe la propiedad distributiva para fracciones representando en un diagrama:
2 11 21 21
— —4— = ——= 4 ——
3 23 32 33
2. Indique cudl es el elemento inverso multiplicativo para cada ntimero y verifiquelo a través
de un producto.

2
3

a b. 5% .8 d

1
)

. m m
3. Demuestre algebraicamente que: —-—=—
n o n

Q|
EEN

Ejercicios de la seccion

1. Indique cudl o cudles de los siguientes problemas se resuelven con la multiplicaciéon

| w
w |

7

Explique cémo resolver aquellos problemas que no se resuelven con esta multiplicacion.

2 3
a. g de los niflos de un curso trajeron 1 kg de porotos para una campaila solidaria. En prome-

dio, scudntos porotos fueron recolectados por cada nifio del curso?

. . . 2 .
D. Catalina estd preparando un postre. Ella solo quiere hacer — de la cantidad de la receta que
tiene. Si para la receta completa se necesita Z de una taza de azicar, jcuanta azicar nece-

sita Catalina?

3 2
C. En un cumpleaiios queda 1 de una torta y 3 de los asistentes quieren un pedazo. Si se re-
parte todo lo que queda, en porciones iguales, a todos quienes quieren torta, ;qué fraccién

de la torta le corresponde a cada uno de ellos?

3 2
d. 1 de los estudiantes de un curso deciden hacer una pagina web. Si 3 de ellos finalizaron su

pagina, ;qué fraccion del curso hizo la pagina web?

2 3
e. 3 de los estudiantes de un curso deciden hacer una pagina web. Si — de ellos finalizaron su

pégina, ;qué fraccion del curso hizo la pdgina web?
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2. Explique como calcular 2 -3 2 de dos maneras, justificando los pasos realizados.

L, 31 . .
3. Proponga un problema que se resuelva con la operacién —-—. Ademads, proponga dos dis-
tractores para este problema justificando su eleccién.

4. Muestre los siguientes productos dibujando un modelo de area.
a. 3%-6
. 3365

5. Calcule mentalmente las siguientes operaciones y describa el proceso realizado.

2. 35%-32 0. 35-994
b (24+54)+(33+13) e 352 4352
147 14

c. 352+35%

6. Estime por exceso y por defecto, y justifique la estrategia usada.

a. 5&+3% h. 1E+33+2%
. | :
/. Redondee ala unidad de 2 mas cercana. Justifique.
a4 3&+4% b, 174 +198+23 %

8. Calcule mentalmente con la ayuda de fracciones.

d. 5-34= C. 50-36=
D. 25-34= d. 28-25=

9. Redondee a la unidad mas cercana.

1 1
a. 89-— D. 36-—
3 5
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3. La division de fracciones

Operaciones con fracciones

De las operaciones con fracciones, la division es la mds dificil de comprender. Si bien la for-
mula que define la divisién de dos fracciones es muy sencilla, interpretar esta operacion no lo es.
En esta seccién vamos a enfatizar en el sentido que tiene la divisién de fracciones interpretandola
en los términos de los problemas que resuelve. Al igual que con la multiplicacién, abordaremos el
estudio de la division de fracciones en forma progresiva, pensando en su ensefianza.

3.1 Interpretacion de la division de fracciones

Recordemos que en los problemas que involucran division entera hay dos formas de inter-
pretar la operacion 15: 5.

Interpretacion Pregunta Ejemplo Diagrama
Divisién como | ;15 es cuantas | Se tienen 15 kilos de 15
agrupacién o | veces 5? arroz y se colocan A N
medida enbolsasde5kilos. [ |
(15=D-5) )

;Cudntasbolsasde | ———-----------------

arroz se pueden hacer?
Divisién ;15 es5veces | Sereparten equitati- 15
como reparto | qué cosa? vamente 15 kilos de A \
0 particion arroz entre 5 personas.

p (15=5-D) , P
;Cudnto arroz le toca a
cada persona?
Tabla VIL1.

Para la division de fracciones también tenemos las dos interpretaciones anteriores, sin em-
bargo, los diagramas necesitan adecuarse.

Veamos el siguiente problema, en el cual interpretamos la division como medida:

I R . , .
Un auto avanza en promedio — kildmetro por minuto, ;cudntos minutos demora en avan-
zar 1% kildmetros? 2

. , 1 1
El problema consiste en responder ; 14 es cudntas veces — ? o resolver 14=D-—.
El diagrama correspondiente es: 2 2

1

N

1 1 1
2 2 4

Figura VIL12.
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1 1 1 1
El 1 corresponde a la mitad de > es decir, a 2 de 2 Fl diagrama muestra entonces que

1
14:4=21.Es decir, 2 cabe dos veces y media en 1.

Veamos ahora un problema donde interpretamos la division como particion:

.3 . . , .
Si P de un rollo de cinta mide 2 metros, jcudnto mide el rollo completo?

Para resolver el problema debemos responder ;2 es g de qué?, que expresado a través de
una ecuacion es 2= % - D.Una forma de hacer el diagrama consiste justamente en concentrarse
3 .
en la pregunta ;2 es 5 de qué?
Primero, podemos representar la incognita del problema como una barra sin divisiones.

?
N

Figura VIL13.

Luego, podemos dividirla en quintos y sombrear 3 de ellos.
?
AN

Figura VIL14.

3 P
La zona sombreada corresponde a P de la incdgnita.

?
AN

~
2
Figura VIL15.

2
Cada parte sombreada corresponde entonces a —, ya que la medida de las 3 partes sombrea-

2
das es 2. La incdgnita son 5 de estos 3 es decir, 3
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CAPITULO

Operaciones con fracciones
Ejercicios

1. Considere la divisién 3:;

a. Proponga un problema que se resuelva con el modelo de divisién por reparto o particion.

D. Represente graficamente el problema. ;Cudles son las dificultades que se presentan al ser el
divisor mayor a 17

C. ¢En qué casos es conveniente usar esta interpretacion de la divisién y en qué casos no?

. o 9
2. Considere ahora la divisién 2:2.
a. Interprétela como un problema de division por agrupacién o medida redactando una situa-
cién que se resuelva con ella.
h. ;Serd conveniente hacer un diagrama con esta interpretacion? ;Qué causa la dificultad?

C. ¢En qué casos es conveniente esta interpretacién y en qué casos no?

Para calcular el resultado de la division de fracciones tenemos al menos dos posibles enfo-
ques. El que desarrollaremos en esta seccion corresponde a un tratamiento intuitivo, apropiado
para los nifios y las nifias de Educacion Basica. Deduciremos la férmula que eventualmente usare-
mos, siguiendo una secuencia de casos intermedios. El otro enfoque corresponde a un tratamiento
algebraico, donde a partir de la propia definicién de fraccién se obtiene el resultado deseado.
Veremos este tratamiento al final de la seccién.

3.2 Division de un nimero natural por otro nimero natural

Como hemos visto en el capitulo anterior, uno de los significados de las fracciones es como
cociente. Es importante lograr que nifios y nifias adquieran la nocion de fraccién como el resul-

tado de una division. Por ejemplo: 3 es el resultado de calcular 3 : 5. Consideremos el siguiente
problema: 5

Cuatro amigos comparten cinco pizzas equitativamente, ;cudnta pizza le toca a cada uno?

Usemos un modelo de drea para representar la situacion:

Figura VILIG,
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Tenemos dos formas de resolver el problema usando este modelo. Podemos interpretar que a

cada amigo le corresponde 5 : 4 pizzas, es decir, 1 pizzay — mads, como se muestra en la siguiente
. 4
figura:

Figura VIL17.

Podemos pensar también que cada pizza es repartida en 4 partes iguales, de lo que se obtie-
nen 20 cuartos:

Figura VIL18.

y a cada uno de los cuatro amigos le corresponden 5 cuartos.

Figura VIL19.

Con esta ultima interpretacion, tenemos que 5: 4= 5 1 = 5 .
4
Notemos que en el problema anterior podemos establecer una relacién entre la multiplica-
cién de fracciones y la division a través de la siguiente expresion, la cual ya habiamos obtenido
en secciones anteriores:

m:n=

m
—=m-
n

S |-
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3.3 Division de una fraccion por un nimero natural

En muchas situaciones se requiere dividir una medida cualquiera por un nimero natural,
sin importar qué unidad se tome como patrdn, es decir, situaciones donde se requiere dividir una
fraccién en partes iguales. Consideremos el siguiente problema:

Cuatro amigos comparten equitativamente 3 __ 2 de pizza que quedd del dia anterior,
ccudnto le corresponde a cada uno?

Usemos un diagrama de drea para resolver el problema.

Figura VIL20.

Podemos interpretar la situacién como que cada mitad es dividida en cuartos, produciendo
octavos de pizza.

Figura VIL21.

En total hay tres mitades, que corresponden a 12 octavos. Por lo tanto, a cada uno le corres-
ponden 3 octavos de pizza.

También podemos usar nuestros conocimientos sobre la multiplicacién para deducir el re-
sultado de la siguiente forma:
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3.4 Division de un numero natural por una fraccion
En algunas situaciones se requiere hacer la divisién de un nimero natural por una fraccién.

Consideremos el siguiente problema:

Se tienen 2 litros de agua y se quieren llenar tazas de 1 de litro cada una. ;Cudntas tazas
se pueden llenar? 4
Este problema corresponde a interpretar la divisiéon 2 :% usando las fracciones para expre-
sar medidas. Es decir, preguntamos ;cudntos cuartos estdn contenidos en 2 litros? Una forma de
representar la situacion es la siguiente:
1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4
Figura VIL.22.
Vemos que con 2 litros se pueden completar ocho tazas de un cuarto de litro, y tenemos que

2:—=8.

1
4

Consideremos ahora un problema similar, pero esta vez usemos un modelo de barra para
resolverlo.

3
Se tiene una jarra llena de agua. Se sacan 1 del total del agua de la jarra. Esto alcanza

para llenar una botella de 2 litros. ;Cudntos litros tenia la jarra llena?

3
El problema corresponde a interpretar la division 2: 1 con el modelo de divisién por reparto o

o 3 [ .
particién. La pregunta es ; " de qué niimero es igual a 27

N

'
?

Figura VIL23.
Tenemos que:

3 partes =2
1 part ! 2 2
arte= —-2=—
P 3 3
2 8
4partes=4-—=—
3 3 g
La respuesta es entonces que la jarra contenia 3 litros.
3 42 4
Ast, 2:—=——=2-—.
4 3 3
En general, la divisién de un nimero natural por una fraccién se puede calcular como:
m k-n n
ki—=—-=k-—
n m m
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3.5 Division de una fraccion por otra fraccion

Este caso de division es el mds general e incluye los dos casos anteriores, ya que un niimero

natural & es igual a % Consideremos el siguiente problema:

, . 2 8 ..
¢;Cudntos recipientes de s litros se pueden llenar con 5 litros de agua?

8 2
Este problema corresponde a interpretar la division —: = con un modelo de division como
medida. 55
8/5
A
' N

%/_/
2/5
Figura VIL.24.

2 8 . . N
Vemos que P cabe cuatro veces en rE Notamos que el denominador 5 no tiene ningtin efec-

, 8 2 , .
to en el resultado, podriamos haber representado m : I y la figura no habria cambiado. Tenemos

8 2 8
entonces —:—=8:2=—=4.
55 2

Veamos qué pasa si la divisién de los numeradores no produce un nimero natural. Por ejem-

7 2 o .
plo, representemos s : 5 con un modelo de divisién como medida.

7/5
N
1 N
%f—j
2/5
Figura VII.25.

Frente a la pregunta jcudntas veces cabe % en % ?, podemos observar el diagrama para ob-
tener la solucion. En este caso, los dos rectangulos, que representan % , caben tres veces en los
siete rectdngulos, que representan g , ¥ sobra un rectangulo. Es decir, caben tres veces y media.
Observemos que la respuesta a esta pregunta es la misma que para ;cudntas veces cabe 2 en 7?
Estoes7:20 523%.

Si el divisor es mayor que el dividendo, aplicar el modelo de divisién como medida requiere

. . . 45 , 5
un poco mas de trabajo. Por ejemplo, para 5 : 5 hacemos la pregunta ;cudntas veces cabe — en

4 . ,
5 ? Esto es lo mismo que preguntar ;cudntas veces cabe 5 en 47 La respuestaes 4:50 —.
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Este modelo entrega, entonces, un método para efectuar divisiones donde el dividendo y el
divisor tienen el mismo denominador:

g O] oo

NS, W\
1l

N N | oo

O |~

O |l G
It

[S2 B N G}

En general, tenemos:

S |
S IR
Q|

Veamos ahora qué pasa silos denominadores son distintos, por ejemplo, calculemos:
35
86
Podemos reemplazar cada fraccion por otra igual, pero de forma tal que los denominadores
sean iguales. Un denominador apropiado es 24. Tenemos que:

35.9 20_9
86 2424 20

En general:
pm_pnmg_pn_pn
g n qnr nqg mq gm
Es decir:
pm_pn
q n qm

Esta ultima es la conocida regla usada para la division de fracciones.

En los problemas que se resuelven con una divisién de dos fracciones, en particular con dis-
tinto denominador, tal vez la mayor dificultad consiste en deducir que la divisién es la operacién
que resuelve el problema. En dichos casos, hacer un diagrama o usar un razonamiento de pro-
porcionalidad puede ser de utilidad. Veamos el siguiente problema, el cual resolveremos usando
distintas estrategias:

Se tiene una jarra llena de agua. Se sacan % del total del agua de la jarra y eso alcanza

5 . p . ;o
para llenar una botella de - litros. ;Cudntos litros tenia la jarra llena?
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. o, 5 3
Este problema corresponde a interpretar la division - :—. Sinos damos cuenta de que esta

operacion es la que resuelve el problema, aplicamos directamente el procedimiento que vimos
para dividir fracciones:

N | o
A~ w
NS
w | &~
l\D|l\D
- | S

Sino se determina directamente cudl es la operacion, podemos usar una de las siguientes
estrategias:

Estrategia 1:

Dibujamos un diagrama de barras para ilustrar el problema.

5/7
AN

~N
?

Figura VII.26.

Luego, a partir del diagrama se tiene:

5
3 partes =—
P 7
5 51
lparte=—:3=—-—
7 73
51 54 20
4partes=—-—-4=—-—=—
73 7 3 21
Estrategia 2:

Una solucién elemental de este problema corresponde a un razonamiento basado en el uso

de proporciones. Podemos ir estableciendo relaciones entre la jarra y los litros de agua de la
siguiente forma:

3 de lajarra son 5 litros.

4 7

1

— delajarra son s :3= S litros.
4 7 2

5 20
1 jarra son o0 4 =— litros.
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Estrategia 3:

Una solucién mas sofisticada, y que requiere de cierto manejo algebraico, es la siguiente:
Llamemos x a la cantidad de agua en la jarra. Tenemos:

3 5
—X=—
4 7
5- . 20
Por lo tanto, x = —3 .Es decir, x = E litros.

3.6 La division como multiplicacion por el inverso multiplicativo

Cuando dividimos dos niimeros, el resultado que obtenemos es el cociente, esto es, sia: b =c,
el cociente es cy se puede establecer la relacion: a = b - ¢. En otras palabras, el cociente g es aquel
ntmero por el que debemos multiplicar el divisor para obtener el dividendo. Traslademos esta
misma idea a las fracciones.

p m
== ; "7 Multiplicando ambos lados de esta igual-

p.m .
Tenemos que —:— =T es equivalente a q
n

n n n m n m . n
dad por —, obtenemos rernm r.Usando que —-— =1, deducimos que —-£=1-r,
m m q m n m n m q
n
Como 1 es el neutro de la multiplicacion, tenemos que L r. Por la conmutatividad de la
m q
TR . p m_p n .
multiplicacién, —-—=r. Por lo tanto, concluimos que —:—=-"—-—, que es lo mismo que ha-
qg m g n gqgm

biamos encontrado en el andlisis anterior.

p

7’ usaremos también la barra

Siguiendo la identificacion de la divisién p : ¢ como la fraccion

4
./ T C g . m e q
de fraccién para indicar la divisién de fracciones. En lugar de 14 :—, es usual escribir £, sobre
m
q n n
todo en situaciones donde se tiene una expresion que involucra varias operaciones. Por ejemplo,

en expresiones tales como:

RO | = | O
[S2WIEN |

S w
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Para pensar

¢ Como se justifica la siguiente simplificacién de fracciones?
5

Ejercicios

1.

2.

3.
4.

5
2

NS

£:1=p

Demuestre que el 1 es neutro por la derecha en la divisién de fracciones. Esto es
q q

Demuestre que:

p m pr mr
gn gqgs ns
Lo anterior, usando la barra de fraccién para indicar division, corresponde a:
b pr
4q4_45s
m mr
n ns

Muestre con un ejemplo que la division de fracciones no es asociativa.

Demuestre que la divisién de fracciones es distributiva por la derecha, con respecto a la

suma. Esto es:
a ¢c m am cm
—+— —i— i =i
b d n b n d n

Muestre con un ejemplo que la divisién de fracciones no es distributiva por la izquierda,

con respecto a la suma.
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3.7 Propiedades de la division

Aligual que en los casos de la suma, la resta y la multiplicacion, la divisién de fracciones tiene
las mismas propiedades que la division de nimeros naturales, listadas en el Capitulo III. en la
Seccion 2.6. Estas propiedades pueden ser verificadas formalmente utilizando la propiedad que
define la division en general, es decir, a: b = csia = b - ¢,y también usando la formula que expresa
la divisién de fracciones.

Queda como ejercicio para el lector, verificar que se cumplen las propiedades dela 1a 11 de
la Seccion 2.6 del Capitulo II1.

En resumen
y . p m -
» Ladivision de dos fracciones = y —, con ¢, m y n distintos de 0, se define como:
q n
pm_pn
g n qm

« Al igual que la divisién de nimeros naturales, la divisién de fracciones se puede
interpretar como medida o como particién.

Ejercicios de la seccion

1. Enlos siguientes problemas, identifique si corresponden a divisién como medida o a divi-
sién como particion, y haga el diagrama pertinente.

a. En la construccién de un camino se estd avanzando — kilémetro por semana. ;Cudntas
) L 2
semanas tomara avanzar 2— kilémetros?

3
D. Sila mitad de una cubeta contiene 2— litros de agua, ;cudntos litros contiene la cubeta
completa? 4

C. Senecesita o metro de cinta para hacer una humita. ; Cuéntas humitas pueden hacerse con
3 metros de cinta?

1
d. ;Cuéntos medios litros hay en 32 litros?

e. El perimetro de un cuadrado es 8 metros. ; Cudnto mide cada lado?

f. Se reparten equitativamente 6 galletas entre 8 nifios. ;Cudntas galletas le corresponden a
cada uno?

1
(. Una pista alrededor de una plaza mide — de kilémetro. ;Cudntas vueltas hay que dar para
completar 5 kilometros? 4
. . . - oo, 201 .
2. Sefiale cudl o cudles de los siguientes problemas se resuelven con la divisién —: —. Explique
como resolver aquellos problemas que no se resuelven con esta division. 3 4

2 1
a. Una cuadrilla de obreros estd pavimentando un camino. Han pavimentado — km y llevan —
de la longitud total. ;Cudn largo es el camino que deben pavimentar?
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1 2
D. Una cuadrilla de obreros estd pavimentando un camino. Han pavimentado — km y llevan —
de lalongitud total. ;Cudn largo es el camino que deben pavimentar? 3

2
C. Felipe tom6 un cuarto de una botella de 3 L de bebida energética. ;Cuanta bebida tomd
Felipe?

2
d. Felipe repartié 3 L de bebida energética entre 4 amigos. ; Cuanta bebida le toc a cada uno?

2 1
e. Felipe repartio 3 L de bebida energética en vasos de — L. ;Cudntos vasos llend?

2 1
f.  Antonia prepar6 un postre de leche. Si en 3 del postre hay 1 de una taza de aziicar, jcudnta
azucar hay en el postre?

1 2
0. Antonia prepard un postre de leche. Sien — del postre hay — de una taza de azticar, ;cudnta
azucar hay en el postre? 4 3
. . . o, 71 -
Explique cémo se puede realizar la division —:— sin usar la regla de multiplicar por el
inverso. 53

3 R .
Para calcular 1:—, una persona uso el siguiente diagrama:
4

| |

; 3 - . . 3
Concluy6 que 1: i 1. razonando de la siguiente manera: sila unidad es 7 entonces cabe

1 , . . . -
una vez en 1y sobran r ¢Cudl es el problema del razonamiento realizado? ; Cdmo explicaria

el procedimiento correcto usando un diagrama?

2
Plantee un problema que pueda ser resuelto con la divisiéon 1%:§ y otro que pueda ser

resuelto con 14+ 3

21
Plantee un problema que pueda ser resuelto con la division —:— y proponga tres distrac-

tores para este, justificando su eleccion. 3 4
Resuelva los siguientes problemas explicando la diferencia entre ellos:

1
Un cocinero tiene 4% kg de harina y usa 3 kg. ;Cudnta harina le queda?

1
Un cocinero tiene 4 % kg de harina y usa 3 de ella. ;Cudnta harina le queda?

Explique las siguientes divisiones usando restas sucesivas.
51 2

d —i1—= h. 15:—
4 8 3

(ST
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4. Operaciones con numeros mixtos

Tal como vimos en el capitulo anterior y en este capitulo, es usual representar una fraccion
impropia como la suma de un niimero natural con una fraccién propia, es decir, usando lo que
denominamos nimero mixto. Por ejemplo:

14 12 2 2

e ) B
3 3 3

W

La definicién de un niimero mixto, como la suma de un nimero natural con una fraccion
propia, implica tener ciertas consideraciones al operar con ellos, ya que en el niimero mixto hay
implicita una suma. En esta seccién resumiremos los procedimientos de célculo con nimeros
mixtos asociados a las cuatro operaciones aritméticas, los cuales ya han sido usados en secciones
anteriores.

Suma y resta con numeros mixtos

Para sumar dos nimeros mixtos se pueden aplicar las propiedades de la adicién de fraccio-
nes. Asi, por ejemplo, para calcular:

1 1
35 + 21
Podemos sumar los nimeros naturales y en forma independiente las fracciones:
1 1_r3
35 + 2; =5 4

Observemos que este procedimiento se sustenta en la definiciéon de ntimero mixto y en las
propiedades asociativa y conmutativa de la adicién de fracciones. Asi, si escribiéramos paso a paso
el procedimiento utilizado, se tendria:

1
35+24= 3+— + 2+— por definicién de niimero mixto
2 4
1 1 . . -

=(3+2)+ 5 + 7 propiedad conmutativa y asociativa de la suma

3 , . .
=5+— suma de nimeros naturales y fracciones propias
=53 por la definicién de ndmero mixto

Notemos que en este caso la suma de las fracciones propias resulta ser otra fraccion propia,
pero también podria ser mayor que 1. En dichos casos, se debe representar la fraccion como nu-
mero mixto y agregar la parte natural al resultado de la suma de niimeros naturales. Por ejemplo:

5 1
4%+5%=9+Z=9+1+Z=10%
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Operaciones con fracciones

La resta de numeros mixtos se puede efectuar mediante un procedimiento similar, que tam-
bién se basa en la definicién de este tipo de ntimeros y en las propiedades de la resta, vistas en la
Seccion 2.1 del Capitulo II que, como fue mencionado anteriormente, son vélidas también para
las fracciones. Por ejemplo:

5 10

Notemos que en este caso restamos ambos naturales y a su vez ambas fracciones propias. Sin
embargo, puede pasar que la parte fraccionaria del primer término sea menor que la parte fraccio-
naria del segundo término de la resta. Por lo tanto, se hace necesario hacer un canje. Por ejemplo:

4293

El célculo de la resta se puede efectuar escribiendo el primer término como la suma de un
numero natural y una fraccién impropia, o representando ambos niimeros como fracciones im-
propias. El primer procedimiento serfa:

42-925-3%_925-14
Mientras que el segundo procedimiento serfa:
30 19 11
7T 7 7

En el Capitulo IT vimos algunas técnicas de calculo mental que permitian resolver operacio-
nes facilmente basandose en las propiedades de las operaciones. Una de estas técnicas la denomi-
namos traslado de la diferencia, que en términos generales sefiala que al agregar o restar la misma
cantidad a los términos de una sustraccidn, la diferencia se mantiene, es decir:

a-b=(@+c)-(b+c)=(a-d)-(b-d)

Esta propiedad de los niimeros naturales se puede extender a las fracciones. De esta forma,
la resta que vimos en el ejemplo anterior se podria haber calculado de la siguiente manera:

42-28=4(4+2)-2(3+2)=44-3=14

Es decir, sumamos al segundo término de la resta una cantidad que permita completar un
entero. De esta forma, la resta se puede calcular directamente. Si bien este procedimiento resulta
eficaz, se puede complicar cuando las fracciones son de distinto denominador y no es sencillo
encontrar el comun denominador entre ambas.

Es importante destacar también que cuando se tienen expresiones matematicas que contie-
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nen mas de un nimero mixto, se pueden aplicar los procedimientos anteriores con el propdsito
de completar los niimeros mixtos y representarlos como niimeros naturales. Por ejemplo:

22+13+453+44+433=

6+7+4+=17%

Figura VI.27.

Ejercicios

1. Calcule las sumas y restas de niimeros mixtos aplicando alguna técnica que le permita
encontrar el resultado mentalmente:

a. 192420+
h. 82-2%
C. 52+2%

0. 108-43

2. Calcule el valor de las siguientes expresiones:
8 13+745+453+24+75=
h. 10-14+3L+41-23-

C. 95+34+74+55+103=

Multiplicacion y division con nimeros mixtos

Para multiplicar dos niimeros mixtos se pueden usar al menos dos estrategias: representar
los nimeros mixtos como fraccion o calcular el producto basdndose en la definicién de nimero
mixto y en la propiedad distributiva. Esta tltima estrategia puede resultar algo compleja en algu-
nos casos y llevar a errores, ya que se deben realizar cuatro productos. Veamos algunos ejemplos:
Ejemplos
Calculemos el producto 3%-41.

Usemos primero la estrategia basada en escribir cada ntimero como fraccién impro-

pia:
, . 189 162
33 4i=—Z=——
5 2 10
Luego, si simplificamos el resultado y escribimos el nimero mixto correspondiente,
se tiene:
18 9 162 81
33.41-2. 2" - 16!
52 10 5
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Desarrollemos ahora el mismo calculo, pero usando la propiedad distributiva. Repre-
sentemos primero cada nimero como la suma de un niimero natural y una fracciéon

propia.

3 1
3%4%2 3+g . 4+5

Notemos que para desarrollar el producto debemos multiplicar cada término del pri-
mer paréntesis por los términos del segundo paréntesis, de esta forma se tiene:

3%.-44= 3+§ 4+—
5 2 2
3 12 3
=12+—+—+—
10

42

=12+—

10

=12+4%

=163

Eluso de la propiedad distributiva para calcular el producto entre dos niimeros mixtos puede
provocar errores si se considera solo el producto entre un término del primer niimero mixto y los
términos del segundo, o viceversa. Otro error asociado al producto de niimeros mixtos es calcular,
por un lado, el producto entre los nimeros naturales y, por otro, el de las fracciones propias, por
ejemplo:

e . . . 1 3
En este ultimo procedimiento erréneo no se consideran los productos 2-— y —-1enel
resultado. 34

La division de dos nimeros mixtos se puede efectuar representando ambos nimeros como
fracciones impropias.

Ejemplo
Calculemos el cociente 22:31. Tenemos:

1

17
23:3l=—:—=
7 2 7 7

[\CHEEN
ENER )
Al w
B
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Ejercicios de la seccion

1. Calcule
A 122+15%

b, 42-31
C. 8%+2
d. 15%-42
6. 17-4%
2. Encuentre el valor de las siguientes expresiones:
a. 5%+17%+6%+8%+g=
D 55 -25+75+43-25=
C. 6+5++8++74+10%=
3. Observe el siguiente célculo:

2
4§+2g=4@~g)+3=4+3+§=7§

a. Explique paso a paso el procedimiento realizado, indicando las propiedades matematicas
utilizadas.

D. ;El procedimiento se puede aplicar en otros célculos similares?

348 NGmeros - REFIP



Operaciones con fracciones

5. Dificultades y posibles errores en las operaciones con fracciones

Tal vez la mayor dificultad al resolver problemas con fracciones es reconocer qué operacion
u operaciones utilizar en cada caso. Hemos visto en las secciones anteriores algunos tipos de
problemas y los hemos resuelto usando diversas técnicas. Sin embargo, cada contexto usado hace
que los problemas parezcan diferentes. En estos casos, es conveniente que los nifios y las nifias se
familiaricen con problemas en una variedad de contextos.

Ademas, en la operatoria con fracciones es frecuente encontrar alumnos y alumnas de distin-
tas edades que presentan errores al desarrollar los calculos. Estos errores se producen, por un lado,
por la falta de comprension del significado de las operaciones y, por otro lado, porque las formulas
que se ocupan para cada operacion son parecidas y hacen que estas se apliquen indistintamente
en cualquier célculo.

A continuacién describiremos algunos posibles errores y dificultades relacionados a la ope-
ratoria con fracciones.

o Errores inducidos por la representacién

Sibien las representaciones son una herramienta de gran utilidad para entender las fraccio-
nes y sus operaciones, también pueden producir contradicciones aparentes. Consideremos
las siguientes situaciones:

3 e .
a. Una persona, para resolver —-2, uso el siguiente diagrama:
4

Figura VIL.27.

concluyé que 3 2—9
Y Y 47 8

2 1
D. Para resolver la suma 3 + e un alumno hace el siguiente diagrama:

[T 1]
LT

Figura VIL.28.

Y luego afirma que es igual a % .

Para pensar

;Cuadl es el error en el razonamiento realizado en cada caso? ;Cémo explicaria la forma
de calcular las operaciones planteadas usando diagramas?

Capitulo VII: Operaciones con fracciones 349



350

« Dificultad para operar un numero natural con una fraccion.

Operar fracciones con niimeros naturales puede causar confusién cuando el tratamiento de
las operaciones ha sido puramente algoritmico, o si los nifios y nifias se han acostumbrado
a utilizar las formulas generales y han olvidado los conceptos subyacentes. Por ejemplo, al

3 , 5 . .
sumar 2+ " un posible error es dar como resultado 7 es decir, sumar el niimero natural

. 1 . 2
con el numerador. De manera similar, al calcular 2- 3 un posible error es dar 7 como
resultado, es decir, multiplicar el niimero natural por el numerador y por el denominador.

« Sumar y restar fracciones operando de manera independiente numeradores y denomi-
nadores.

. . 2 1 .

Al sumar o restar fracciones, por ejemplo, 3 + rE un posible error es dar como resultado
3 : . : . .
—, es decir, sumar en forma independiente numerador y denominador de ambas fraccio-
7

nes. Como vimos anteriormente, este error puede ser causado por la representacion, pero
también puede ser producto de una especie de adaptacion de la férmula para multiplicar
fracciones. Es posible que este error se produzca cuando se ha olvidado el significado de
las operaciones y se trata de usar algin algoritmo para obtener el resultado.

o Calcular indistintamente multiplicaciones y divisiones, multiplicando cruzado.

Un error usual es resolver tanto las multiplicaciones como las divisiones con el algoritmo
de multiplicar cruzado o alguna variacion de este. Por ejemplo, frente a la multiplicacién

23 8 15 .., 34
—-— se da como respuesta = 0 R o frente a la divisién 5 : - se da como respuesta

21
2’ al invertir el dividendo en lugar del divisor.

o Error al aplicar incorrectamente el concepto de division.

Consideremos el siguiente problema:

1
Se desean repartir 3 litros de agua en botellas de 1 de litro. ;Cudntas botellas se pueden
llenar?

1
La divisién que resuelve el problema es 3: 1 =3-4=12. Sin embargo, un error posible es

plantear correctamente la division, pero dividir 3 entre 4, es decir, 3:

&~ w

1
4
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o Errores causados por la notacién de niumero mixto.

Un error provocado por la notacién de niimero mixto, es que al multiplicar no se tenga en
cuenta que hay implicita una suma entre el nimero natural y la fraccion. Por ejemplo, se
suele encontrar calculos como el siguiente:

23-13-24

Ejercicios

1. Analice los siguientes procedimientos y describa el error cometido:

a.
2 3 10
S W
% 7 21
b.
42 6
5'3% 15
C.
BL1E2%
d.
51 2 51 2
— —— == —F+—
35 3% 35 3
5 2 5+10 15
= +H—|=TTT=—=
15 % 15 15
e.
4. 4 0
5 7 2

2. Considere el siguiente problema para ser incluido en una prueba de seleccién multiple:

L .3 4
Juana esta haciendo tortas para vender, para lo cual necesita — de tazas de harina por torta.
Logra hacer solamente 55 tortas. ;Cudnta harina uso?

Construya tres distractores, ademds de la respuesta correcta. Justifique.
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Ejercicios del capitulo

1. Resuelva las siguientes divisiones usando diagramas de area.

. ¢Cuantas veces cabe un décimo en un quinto?
. ;Cudntas veces caben dos décimos en un quinto?

. ;Cudntas veces caben tres décimos en un quinto?

a
b
C
d. ;Cuéntas veces caben cuatro décimos en un quinto?
e. ;Cudntas veces caben cinco décimos en un quinto?
f. ¢Cudntas veces cabe un quinto en un décimo?

0. ¢Cuéntas veces caben dos quintos en un décimo?

f. ;Cudntas veces caben tres quintos en un décimo?

I. ¢ Cudntas veces caben cuatro quintos en un décimo?

Complete la siguiente tabla:

Pregunta Divisién Resultado

a)

b)

0)

i)

¢De qué manera podria utilizar esta tabla para que nifios y nifias pudiesen conjeturar en
relacién a cémo resolver divisiones con fracciones?
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Operaciones con fracciones

Simplifique las siguientes expresiones:

313 B
a. S 7. D. g
15:24 2-1

.4
3

oo~

Para cada una de las siguientes expresiones, proponga un problema, que se solucione con
ella:

2
a. 3 1+— c. 14-= .
5

1 11 1 1 . .
Represente en un diagrama de barra E+ —+—+—+—_. ;Qué puede decir de la suma

8 1l6 32

. 11 1 1 1 1 1
infinita —+—+—+—+—+—4+—+...7
2 8 16 32 64 128

de su 4rea.

+

Dibuje una figura que tenga sombreada

W | =
o | =
w | N
N | =

Dibuje un rectangulo con:

3 1
a. Z de 5 de su 4rea sombreada.

1
D. — de 3 de su drea sombreada.
2 4
, . p r p:r
Sean p, r, ¢ y s niimeros naturales con r, g y s distintos de 0, demuestre que —:—=-~—
q s q:s
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VIH Decimales

Introduccion

Los nimeros naturales permiten cuantificar cantidades discretas, decimos
hay 4 sillas o 5 sillas. Sin embargo, existen magnitudes cuya medicion requiere de
numeros que estén entre dos naturales, por ejemplo, la longitud de una cuerda
puede ser mayor que 4 metros, pero menor que 5. En dicho caso, los niimeros
naturales no sirven para expresar esta longitud.

En capitulos anteriores vimos que las fracciones permiten expresar cantida-
des intermedias entre los niimeros naturales, correspondientes a cocientes entre
ellos. Las fracciones permiten aproximar cualquier nimero en la recta, como
vimos en el Capitulo VI, y, por lo tanto, sirven para medir. Sin embargo, la ma-
nera de representar fracciones, como un cociente, es muy diferentes a la forma
en que representamos numeros naturales, por medio de la expansion decimal.
Maés atin, construimos algoritmos para operar o para comparar fracciones con
caracteristicas distintas a los ya definidos en el sistema de numeracion decimal.

Una alternativa a las fracciones son los nimeros decimales. Estos pueden
construirse extendiendo de forma natural nuestro sistema de numeracion posi-
cional en base 10. En nuestra vida cotidiana, cuando realizamos mediciones de
longitud, peso, etc., o realizamos transacciones comerciales u operamos con una
calculadora, usamos, por lo general, decimales.

En este capitulo veremos como se extiende el sistema de numeracion deci-
mal para representar los niimeros de la recta numeérica; en particular, veremos
la relacién entre decimales y fracciones. También estudiaremos las operacio-
nes bdsicas con nimeros decimales y sus algoritmos. Al igual que en capitulos
anteriores, incluiremos un andlisis de las principales dificultades y los errores
asociados al trabajo con estos nimeros.



Decimales

1. Expansion decimal y numeros decimales

En el Capitulo I de este texto estudiamos el sistema de notacién posicional en base 10. El
principio que rige este sistema es que agrupando 10 unidades de un orden, se obtiene una uni-
dad del orden inmediatamente superior y, reciprocamente, cada unidad esté constituida por 10
unidades de un orden inferior. Por ejemplo, 10 unidades constituyen 1 decena y 1 decena estd
constituida por 10 unidades. Podemos extender este principio para descomponer las unidades. La

unidad de orden inmediatamente inferior a 1 es 1 décimo, ya que 10-— =1.De la misma manera,
10
1 1 . L. . . . . (o
0-——=—, es decir, un décimo es la unidad de orden inmediatamente superior a un centésimo.

100
El proceso se puede extender a milésimos, diez milésimos, etc.

Utilicemos una tabla de valor posicional para mostrar un ejemplo de cémo se expresa un
numero usando estas unidades de orden inferior a 1.

C D c m
100 10 1 L 1

100 | 1000

Sl—=a

3 1 2 5 4

Tabla VIIL1.

Hemos ubicado en la tabla un nimero compuesto por 3 decenas, 1 unidad, 2 décimos, 5
centésimos y 4 milésimos, es decir:
1

1 1
3-10+1-1+2-—+5-—+4-——
10 100 1000

Siguiendo el modelo del sistema de notacion posicional decimal, expresamos este niimero como:
31,254

Donde, por convencién, hemos usado una coma' para distinguir las cifras que corresponden a las
partes enteras, de las que corresponden a fracciones con denominador una potencia de 10. A esta
forma de expresar un niimero le llamaremos expansion decimal de dicho nimero.

La expansion decimal de un niimero permite determinar de manera eficiente su ubicacién en

- . . . 254

la recta numeérica. Por ejemplo, ubiquemos 31,254: tenemos que estd entre 31y 32, pues 00 <I.
Como la siguiente cifra es 2 décimos, dividimos en 10 partes iguales el segmento entre 31y 32,y
avanzamos 2 décimos a partir del 31, tal como lo muestra la siguiente figura:

31 31,2 32

Figura VIIL1.

"En el mundo anglosajén se usa un punto para separar la parte entera y la parte fraccionaria, de modo que
al escribir el decimal del ejemplo se tiene: 31.254.
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PR 54 1 . ..
Como 31,254 estd ubicado entre 31,2 y 31,3, pues 1000 < 0 dividimos el segmento de-

terminado por 31,2 y 31,3, que corresponde a 1 décimo de la unidad, en 10 partes iguales. Cada
segmento obtenido es 1 centésimo y, por lo tanto, avanzando 5 centésimos a partir del 31,2,
ubicamos el numero 31,25:

Figura VIIL.2.

De la misma forma, si dividimos el segmento entre 31,25 y 31,26, que corresponde a 1 centé-
simo, en 10 partes iguales, cada segmento es 1 milésimo. Asi, el punto que corresponde a 31,254
es el que se muestra en la siguiente figura:

L N LI B B R |
@,25 31,254 31,2&

Figura VIIL3.

Para pensar

Extendimos el sistema posicional en base 10 considerando 6rdenes menores que
la unidad. Describa como extender el sistema posicional en base 2. Ubique el 1,011
(expresado en base 2) en la recta numérica.

Como veremos, todos los nimeros de la recta numérica tienen expansion decimal.
Sin embargo, esta no siempre serd finita. A modo de ejemplo, encontremos la expansion decimal

1
de la fraccién g .

Como es una fraccién menor que 1, estd ubicada entre 0y 1. Luego, para encontrar la cifra
correspondiente a los décimos, dividamos el segmento en 10 partes de igual longitud. As, la frac-

1 1
cién 3 estd ubicada entre 0,3 y 0,4, pues la longitud del segmento determinado por 0y 3 es 3

veces la del segmento determinado por 0y 1.
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Figura VIIL4.
1
Ahora, la longitud del segmento entre 0,3 y 3 es 3 veces la del segmento entre 0,3 y 0,4. Esto
1 1
ultimo, pues el segmento determinado por 0,3 y 3 mide n de unidad, y el determinado por 0,3

1 1
y 0,4 mide o Por lo tanto, 3 estd entre 0,33y 0,34.

03 033 034 04
Figura VIIL5.

Sirealizdramos este proceso otra vez, considerando ahora el segmento que estd determinado

1
por 0,33 y 0,34, concluiriamos que el punto correspondiente a 3 estd ubicado en el segmento

determinado por 0,333y 0,334.

Repitiendo este procedimiento, obtenemos que:
1
0<—<1
3
1
0,3<—<0,4
3
1
0,33<—<0,34
3
1
0,333<—<0,334
3
1
0,3333< 3 <0,3334
1
0,33333 < g <0,33334

1
0,333---33< 3 <0,333---34

Y asi la expansion decimal es:

1 =0,3333...
3
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Para pensar

Si multiplicamos ambos lados de la igualdad anterior por 3, obtenemos que:
1=0,999...

Por lo tanto, 1 tiene dos expansiones decimales diferentes. ;Habra otros nimeros que

tengan dos expansiones decimales distintas?

. . ., . 1
Generalizando el procedimiento usado para encontrar la expansion decimal de 3 podemos

obtener la expansion de cualquier ntimero r de la recta numérica'. Primero, buscamos el mayor
natural 7, menor o igual al nimero. Tendremos, entonces, que la expansion decimal de r debe ser
delaforman, ...

n r n+1l

Figura VIIL6.

Sir=n, no hay que hacer nada mas. Si r # n, buscamos el mayor numero natural 2, entre 0y
9 tal que n,n, <r.Entonces, la expansion decimal de r debe ser de la forma r=n,n,...

1
10
N —
/ N
I I I
n,n r
Figura VIIL7.

Si r=n,n,, hemos encontrado la expansién. Si r #n,n,, entonces buscamos el mayor nu-
mero natural 7, entre 0y 9 tal que 7,71, <r. La expansion decimal de r debe ser de la forma
r=nnn,---

1
100
N —
a N
I I I
n, nl l’l2 r
Figura VIILS.

!Los nimeros de la recta numérica que consideraremos en esta seccién son aquellos que se ubican a la dere-
cha del 0, incluyéndolo. El procedimiento que describiremos puede ser generalizado para niimeros negativos,
los que estudiaremos en el Capitulo X.
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Si r=n,nn,, tenemos la expansion buscada. Si r # n,n,n,, entonces buscamos el mayor
numero natural 7z, entre 0y 9 tal que 7,7, 1,1, <7

1
1000
— — ~
| | |
n,nn,n, r

Figura VIIL9.

Puede suceder que el proceso termine en alguno de los pasos, es decir, la expansion decimal
de r tiene un nimero finito de cifras a la derecha de la coma, o puede suceder que el proceso no
termine y que la expansion decimal de r tenga infinitas cifras a la derecha de la coma.

En la préctica, si r es un punto arbitrario en una recta numérica dibujada en una hoja de
papel, tal vez podremos determinar la cifra correspondiente a las centésimas.

Veamos ahora un proceso alternativo para obtener la expansion decimal de 7. Primero bus-
camos el mayor nimero natural 7, estrictamente menor que r. Es decir, el mayor niimero natural
ntal que n <r.La expansion decimal de 7 serd entonces de la forma r, ...

Luego buscamos el mayor ntimero natural 7 entre 0y 9 tal que 7,7, <r.Tendremos enton-
ces que la expansion decimal de r debe ser de la forma r=n,n,..., y continuamos de la misma
forma. Notamos que, a diferencia del proceso anterior, este no se detiene nunca, es decir, siempre
producird una expansion decimal con infinitas cifras a la derecha de la coma.

Para pensar

Considere el nimero r = 1. Obtenga la expansién decimal de r usando las dos alternativas
dadas. Comente su resultado.

Esta extension del sistema de numeracién decimal es probable que haya sido motivada por
aplicaciones practicas. Cuando miramos una huincha de medir como las que usan los carpinteros
o los sastres, vemos que esta viene dividida en metros, pero también vienen marcados los décimos
de metro, o decimetros. A su vez, cada decimetro estd dividido en décimos que, por lo tanto, son
centésimos de metro y los llamamos centimetros. Cada centimetro es dividido en 10 partes que
constituyen un milésimo de metro y los llamamos milimetros. Podemos imaginarnos que volve-
mos a dividir los milimetros en 10 partes y obtenemos diezmilésimos de metro. En realidad, se
puede hacer, pero ninguna huincha corriente viene graduada con diezmilésimos de metro, por-
que para las aplicaciones practicas de un constructor o un carpintero no se necesita tal nivel de
precision. Un décimo de milimetro es tan pequeiio que necesitarfamos una lupa para distinguirlo.

NHWHWHHWHWHUHwHmHwHmHHVHWHWHHWHWHUHWHmHHVHWHWHWHHWHWHWHUHWH
0 1 2 3 4 & 6 7 8 9 10 1 12

Figura VIIL10.
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Es evidente que para otras aplicaciones, como los microcomputadores y otros aparatos elec-
trénicos, la microbiologia, etc., es necesario medir con unidades mucho méas pequefias. Sin embar-
go, incluso en este medio, igual que en el caso de la huincha, hay un limite de lo que el instrumento
de medicidn es capaz de detectar, de modo que no tiene ninguna utilidad continuar obteniendo
décimos de décimos de décimos con el propésito de medir con unidades mds y mas finas, ya que,
mas alld de la capacidad del instrumento, no nos servirfan. Las mismas ideas aplicadas a los me-
tros pueden usarse para otras magnitudes, como los litros, que son usados para medir volumen.

En resumen

« Elsistema posicional en base 10 se extiende agregando posiciones hacia la derecha de
las unidades. Los valores de estas nuevas posiciones corresponden a fracciones con
denominador una potencia de 10, esto es: décimos, centésimos, milésimos, etc.

» Cualquier nimero de la recta numérica tiene una expansién decimal, la cual puede
ser finita o infinita.

1.1 Nimeros decimales
La palabra “decimal” aparece en el nombre de distintos conceptos relacionados:

o Sistema de numeracion decimal: usamos este término para referirnos al sistema posicional
en base 10.

e Fraccion decimal: con esto nos referimos a una fraccién cuyo denominador es una potencia
de 10.

o Expansion decimal: corresponde a la expresion de un nimero cualquiera como suma
(finita o infinita) de fracciones decimales.

e Decimal: también se llama decimal a cada uno de los digitos que aparece después de la
coma.

En este texto llamaremos niimero decimal, o simplemente decimal, a un nimero que esta
expresado mediante su expansion decimal, sea esta finita o infinita. En estricto rigor, no es que
un numero sea o no sea decimal, sino que esté expresado mediante su expansion decimal. Como
ya vimos, cada nimero de la recta numérica tiene una expansion decimal.

Algunos autores llaman “ntimero decimal” solamente a los niimeros que tienen una expan-
sién decimal finita y que, como vimos anteriormente, corresponden a las fracciones decimales.

Aproximacion de nimeros decimales

En el Capitulo IV vimos formas de aproximar un niimero natural, por ejemplo, usando redon-
deo o truncamiento. Estos mismos procedimientos se pueden extender a los decimales.

Para redondear un niimero se debe determinar el orden donde se requiere realizar la aproxi-
macion: unidades, decenas, centenas, décimos, centésimos, milésimos, etc. Si la cifra a la derecha
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de la posicion elegida es menor que 5, la cifra queda igual y todas las cifras a su derecha se cam-
bian por 0. Si, en cambio, es mayor o igual que 5, a la cifra elegida se le suma 1 y todas las cifras a
su derecha se cambian por 0. Para truncar se reemplazan todas las cifras a la derecha de la que se
quiere aproximar por 0. Por ejemplo:

0,9838 ~ 1 cuando redondeamos a la unidad.

0,9838 = 1 cuando redondeamos a los décimos.
0,9838 ~ 0,98 cuando redondeamos a los centésimos.
0,9838 ~ 0,984 cuando redondeamos a los milésimos.
1,263 = 1 cuando es truncado a la unidad.

1,263 = 1,2 cuando es truncado a los décimos.

1,263 = 1,26 cuando es truncado a los centésimos.

1,263 = 1,263 cuando es truncado a los milésimos.

1.2 Comparacion de nimeros decimales

El procedimiento para comparar y ordenar nimeros decimales es una extension del que se
utiliza para comparar y ordenar niimeros naturales. Veamos un ejemplo:

Ejemplo
Comparemos 362,52 y 362,502.

Para comparar estos dos niimeros comenzamos comparando las cifras correspon-
dientes a las posiciones de mayor orden que, en este caso, corresponden a la parte
entera de ambos nimeros. Como ambos tienen 3 centenas, 6 decenas y 2 unidades,
para establecer una relacion de orden entre ellos, debemos comparar las cifras que
corresponden a décimos, centésimos y milésimos. Ambos ntimeros tienen 5 décimos,
por tanto, es necesario comparar los centésimos. El primer nimero tiene 2 centési-
mos, mientras que el segundo tiene 0 centésimos. De esta forma, se tiene que:
362,52 > 362,502.

La expresion decimal de los nimeros puede llevar a errores al momento de comparar, en
particular, cuando las diferencias estdn en cifras a la derecha de la coma, como en el ejemplo
anterior. Un posible error es sefialar que 362,52 < 362,502 pues el segundo tiene mayor cantidad
de cifras decimales o porque 52 < 502.

Para pensar

Describa un algoritmo para determinar cudl es el mayor entre dos niimeros a y b para
los que se conocen sus expansiones decimales. Muestre que su algoritmo funciona en
el caso simple en que los dos nimeros son delaformaa=0,a a,yb=0,b0b,
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Ejemplo
Ordenemos de menor a mayor 3,45; 3,045; 3,405y 3,54.
Un procedimiento para ordenarlos consiste en colocar los niimeros en una tabla de

valor posicional y comparar las cifras ubicadas en las mismas posiciones. Tenemos
asi la siguiente tabla:

1 | 01 |001 [0001

3 5 4 0

Observemos que hemos completado con 0 la posicién de los milésimos de los deci-
males expresados solo hasta los centésimos. De la tabla, podemos ver directamente
que en todos los nimeros las unidades son 3, asi que compararemos las cifras en la
posicién de los décimos. El segundo niimero de la tabla tiene 0 décimos, por tanto, po-
demos seflalar que es el menor. Del mismo modo, el tltimo niimero tiene 5 décimos,
por tanto, es el mayor. Para comparar los otros dos niimeros basta con considerar las
cifras en la posicién de los centésimos. Concluimos que: 3,045 < 3,405 < 3,45 < 3,54.

Una tarea relacionada con la comparacién de niimeros decimales es intercalar nimeros de-
cimales entre dos nimeros dados. Por ejemplo, dados los ntimeros 76,043 y 76,044, encontremos
un nimero mayor que el primero y menor que el segundo. Existen muchas formas de abordar
esta tarea, mostraremos dos de ellas.

Ubiquemos ambos niimeros en una tabla de valor posicional para visualizar el orden de las
cifras que los componen:

10 | 1 |01 |001 0001

Tabla VIIL2.

Numeros - REFIP



Decimales

Un error que puede cometer un nifio es pensar que son niimeros consecutivos y afirmar que
entre estos dos numeros no hay otro. Claramente, esto no es cierto. Para encontrar un niimero
entre ambos agregamos a la tabla la posicién decimal que corresponde a los diezmilésimos. Para
ambos nimeros, la cifra en dicha posicion es 0, como se muestra a continuacién:

D U d c m dm
10 1 0,1 | 0,01 | 0,001 [0,0001

7 6 0 4 3 0

7 6 0 4 4 0

Tabla VIIL3.

Observando la tabla, se puede establecer que un decimal que cumple con la condicion re-
querida es cualquiera que tenga una cifra distinta de 0 en la posicién de los diezmilésimos, ya que

entonces serd mayor que el primer nimero dado y menor que el segundo. Por ejemplo, un nimero
que cumple esta condicion es 76,0433.

D U d c m dm
10 1 0,1 0,01 | 0,001 |0,0001

7 6 0 4 3 0

7 6 0 4 3 3

7 6 0 4 4 0

Tabla VIIL4.

Otra forma de encontrar un decimal entre 76,043 y 76,044 es ubicarlos en la recta numérica.
De esta forma, queda claro que existen infinitos niimeros entre los ntimeros dados. En particular,

podemos notar que el segmento que queda determinado por ambos niimeros corresponde a un
milésimo de unidad, como lo muestra la siguiente figura:

T T
76,043 76,044
Figura VIIL11.

Si dividimos en 10 partes iguales este segmento, cada parte corresponderd a un diezmilésimo.

Cualquiera de los puntos marcados en la recta numérica, en particular 76,0435, cumple con lo
requerido.

T T T T T
76,0435

Figura VIIL12.
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En resumen

Para comparar decimales se utiliza un procedimiento similar al usado en la comparacién
de numeros naturales, que se basa en el significado del valor posicional. Asi, se comparan
las cifras que corresponden a la misma posicién partiendo por la de mayor orden. Si son
iguales, se contintia con la cifra de la posicion de orden inmediatamente inferior.

Ejercicios de la seccion

1. Escriba en notacién posicional decimal los siguientes nimeros:

5 35

2+ —+— c. —
10 100 10

b. S d. 2
20 3

2. Encuentre la expansion decimal de las siguientes fracciones:

1.1
3733 333
1
a. A partir de lo anterior, encuentre la expansion decimal de la fraccién 33333

D. Sin es un nimero natural distinto de 0, establezca una regularidad para la expansién deci-

mal de fracciones del tipo .

3. Considere un sistema de numeracién posicional de base 5. Observe la siguiente tabla de
valor posicional en este sistema, donde U representa la unidad.

25051

a. Complete el valor de las posiciones a la derecha de la unidad.
D. ;Cémo representaria el nimero ubicado en la tabla prescindiendo de ella?

C. ¢Cudl es la expansion decimal del ndmero?

4. Aproxime los siguientes decimales, segtin se indica en cada caso.

a. Redondear 0,8634 a los milésimos.
0. Redondear 54,387 a los centésimos.
. Truncar 34,652 a los décimos.

d. Truncar 5.342,705 a los centésimos.
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Para cada par de niimeros decimales encuentre otro que sea mayor que el primero y menor
que el segundo.

4. 23y24.

b. 0,01y 0,015.

C. 1,999y2.

d. 1,002 y 1,0021.

Ordene los nimeros decimales de mayor a menor: 10,2001; 10,0201; 10,0221; 10,201;
10,1002 y 10,2101.

¢, Qué valores puede tomar el digito & para que 4,5003%1 sea menor que 4,500351, pero ma-
yor que 4,5003117

Ubique en la recta numérica los siguientes decimales: 7,2; 7,5; 7,33 y 7,6.

7 8
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2. Operaciones con numeros decimales con expansion finita

En esta seccidn estudiaremos las operaciones aritméticas con nimeros decimales con ex-
presion decimal finita. Estas operaciones ya fueron definidas, pues estos nimeros corresponden
alas fracciones decimales. El propdsito principal de esta seccién serd estudiar los algoritmos para
estas operaciones.

2.1 Suma y resta de nimeros decimales finitos

El significado de la suma y la resta con ntimeros decimales es el mismo que abordamos
cuando caracterizamos estas operaciones en los niimeros naturales. La suma se puede asociar a
acciones como agregar, juntar y avanzar, mientras que la resta se puede asociar a acciones como
quitar, separar y retroceder. De esta forma, las situaciones aditivas que se pueden plantear para
estudiar estas operaciones con numeros decimales son las mismas que ya estudiamos para los
numeros naturales.

Los algoritmos que habitualmente usamos para sumar o restar decimales finitos son simila-
res a los que usamos cuando sumamos o restamos nimeros naturales.

Calculemos 278,35 + 57,322. Una forma de plantear esta suma es expresando los niimeros
27.835

como fracciones decimales. Asi, el primer sumando se puede representar como y el se-

gundo como . Por lo tanto, tenemos:

27.835 57.322 278350 57.322 278.350+57.322 335.672
= = = =335,672

278,35+57,322 = + = + =
100 1.000  1.000  1.000 1.000 1.000

Este ejemplo muestra que una suma de decimales finitos se reduce a una suma de nimeros
naturales. Otra forma de abordar la suma, mas cercana al algoritmo, es utilizando la descompo-
sicion candnica de los nimeros decimales. Consideremos el mismo ejemplo:

3 5 3 2 2
278,35+57,322= 200+70+8+—+— + 50+7+—+—+—
10 100 10 100 1.000

Luego, sumemos agrupando en los distintos érdenes:

3 3 5 2 2
278,35+57,322=200+(50+70)+(8+7)+ —+— + —+— +——
10 10 100 100  1.000
6 7 2
=200+120+15+—+—+
10 100 1.000

Para obtener el resultado, bastara com componer el niimero:

6 7 2
278,35+57,322=335+—+—+——=335,672
10 100 1.000
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Esto se puede abreviar utilizando la expansion decimal, como se muestra a continuacién:

278,35 + 57,322 = (200 + 70 + 8 + 0,3 + 0,05) + (50 + 7 + 0,3 + 0,02 + 0,002)
=200+ (70 + 50) + (8 + 7) + (0,3 + 0,3) + (0,02 + 0,05) + 0,002
=200 + 120 + 15+ 0,6 + 0,07 + 0,002
=335+ 0,6 + 0,07 + 0,002
= 335,672

Para resumir el proceso anterior, consideremos una tabla de valor posicional y ubiquemos
los decimales del ejemplo y su suma:

C D U d c m
100 10 1 0,1 { 0,01 {0,001

Tabla VIIL5.

Completamos con 0 la posicion de los milésimos del primer decimal y sumamos de la misma
forma que al aplicar el algoritmo usual para los nimeros naturales.

Si en una posicion la suma de los digitos es igual o mayor a 10, realizamos un canje agregando
un 1 ala posicién de orden inmediatamente superior.

Para calcular una suma prescindiendo de la tabla de valor posicional, se sigue la misma légica
que cuando sumébamos nimeros naturales. Procedemos de la siguiente manera: alineamos los
numeros a sumar uno debajo del otro, haciendo coincidir las comas. La posicién de las milésimas
del primer sumando se puede dejar vacia, pero es conveniente colocar un 0 para evitar errores.

11

278,350
+ 57,322

335,672

Para la resta tenemos un procedimiento similar. Veamos un ejemplo: 127,358 — 37,888.

1116 12
0xYg 215

X27.,358
- 37,888
89,470

Al usar el algoritmo de la resta con niimeros que no tienen la misma cantidad de cifras deci-
males, es conveniente que se agreguen 0 al que tiene menos cifras, para que asi ambos tengan la
misma cantidad. Esto evita errores como:
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E1 0 en el lugar de las milésimas puede omitirse y dar como resultado 89,47. Sin embargo,
cuando los niimeros corresponden a mediciones de algtin tipo, por ejemplo en Fisica, y dependien-
do del contexto, se puede preferir dar como respuesta 89,470. E1 0 al final indica que la medicién
es precisa hasta los milésimos.

Ejercicios

1. Calcule las siguientes adiciones y sustracciones usando el algoritmo respectivo:

d. 625,014 + 62,543
D. 0,073 + 12,38

C. 34,754 - 12,071
d. 21,89 -123

2. Un estudiante realiza el siguiente procedimiento para restar 32,4 — 12,43.

32,4
-12,43
20,03

Describa el error del estudiante. ;Por qué cree que se produce?

Para finalizar, mencionamos que los mismos materiales concretos que podemos usar para el
desarrollo de la suma y la resta de ntimeros naturales pueden ser adaptados a la suma y la resta
de decimales finitos. Esto se debe a que la estructura de los niimeros naturales y de los decimales
obedecen a los mismos principios, y las operaciones y sus algoritmos son esencialmente lo mismo.
Por otra parte, como los decimales son fracciones, también se pueden utilizar diagramas de area
para representar las operaciones y explicar el funcionamiento de los algoritmos.

Ejercicios

1. Explique cémo usar un dbaco para calcular las siguientes sumas y restas.

a. 1,9+ 1,11
D. 3,12 +0,35
c. 1-0,25

d. 2,5-0,55

2. Resuelva las siguientes sumas y restas dibujando un diagrama de area.

a. 0,04 +0, 38
D.1+0,25

C. 562-13
d. 2,09-1,1

3. Explique como se utilizarfan los bloques base 10 para calcular una suma de decimales.
¢Qué relacion existe entre los bloques y los diagramas de drea?
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2.2. Multiplicacion y division de decimales finitos

En esta seccion estudiaremos la multiplicacién y la division de decimales finitos, operacio-
nes que ya estan definidas, pues estamos trabajando con fracciones. Veremos cémo extender los
algoritmos usuales para la multiplicacién y division a este contexto.

Multiplicacion y division de un numero decimal por una potencia de 10

La expansion decimal de un niimero decimal obedece al mismo principio usado en la expre-
sion de un natural en base 10. De esta forma, multiplicar o dividir por potencias de 10 se hace de
manera similar al caso de los naturales.

Multipliquemos 23,45 por 10. Descomponiendo canénicamente el decimal y utilizando las
propiedades distributiva y asociativa de la multiplicacién, tenemos:

1 1
10-23,45=10- 2-10+3+4-—+5-—
10~ 100

1
=2-100+3-10+4+5-—
10

=234,5

Observemos que el efecto de multiplicar por 10 fue que la coma se corri6 un lugar hacia
la derecha.

Para pensar

+Qué ocurre cuando multiplicamos un decimal cualquiera por 0,1; 0,01; 0,001?

Por otra parte, para dividir 23,45 por 10, descomponiendo candnicamente el decimal y usan-
do las propiedades distributiva y asociativa, se tiene:

1 1
23,45:10= 2-10+3+4-—+5-— :10
10 100
1

=2+3-—+4.-—+5.——
10 100 ~ 1000

=2,345
Ast, el efecto de dividir por 10 fue que la coma se desplazé un lugar hacia la izquierda.

Para pensar

+Qué ocurre cuando dividimos un decimal cualquiera por 0,1; 0,01; 0,0017?
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En resumidas cuentas, multiplicar un decimal por 10 corresponde en la practica a correr la
coma un lugar a la derecha, y dividir por 10 corresponde a correr la coma un lugar a la izquierda.
De esta forma, multiplicar por 100 corresponde a multiplicar dos veces por 10, es decir, a correr
la coma dos lugares a la izquierda, etc. Por ejemplo:

23,45-10 = 234,5
23,45-100 = 2.345
23,45-1.000 = 23.450
23,45-10.000 = 234.500

23,45:10 = 2,345
23,45:100 = 0,2345
23,45:1.000 = 0,02345
23,45:10.000 = 0,002345

Ejercicio

Calcule las siguientes multiplicaciones:

2345-01 =
2345-001 =
2345-0001 =
2345-00001 =

2345:01 = _
2345:001 =
2345:0001 =
2345:0,0001 =

Algoritmo de la multiplicacion para decimales finitos

Para ilustrar cdmo se extiende el algoritmo de la multiplicacién a los decimales finitos, desa-
rrollemos el siguiente ejemplo:
765,27 - 23,5

Podemos representar cada numero como una fraccién decimal y luego operar con las frac-
ciones:

76.527 235 76527-235 17.983.845
100 10 1000  1.000

765,27-23,5= =17.983,845

En la préctica, esto corresponde a multiplicar ambos nimeros olvidando la coma y luego al
resultado colocarle la coma, de forma tal que la cantidad de digitos decimales sea igual a la suma
de la cantidad de digitos decimales de ambos factores. En nuestro caso, el primer niimero tiene
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2 digitos a la derecha de la coma, y el segundo factor tiene 1 digito. Por lo tanto, el resultado debe
tener 3 digitos a la derecha de la coma. Mostramos, a continuacion, como se presenta usualmente
este algoritmo:

765,27 -23,5

382635
229581
153054

179833845

Es importante notar que al colocar la coma en el resultado debemos contar los 0 que pudie-
ran aparecer a la derecha. Veamos un ejemplo de esta situacion:
3,35-2,44

1.340
1.340
670

8,1740

El resultado es, entonces, 8,1740 que generalmente se presenta como 8,174.

Ejercicios

1. Explique paso a paso como realizar las siguientes multiplicaciones con el algoritmo:

a. 2,07-30,02
D. 0,075 1,2
c. 10,1-5,05

2. Las siguientes multiplicaciones serdn incluidas en una prueba de seleccién multiple. Pro-
ponga dos distractores para cada una de ellas justificando su eleccion.
a. 24-13
. 02-03
c. 04-08

Divisiones de decimales finitos

Recordamos que el algoritmo de la divisién de ntimeros naturales entrega un cociente o resul-
tado y como resto, un nimero natural. Al trabajar con decimales, podemos continuar la divisién
hasta que estemos satisfechos con el niimero de digitos después de la coma. Recordemos que
en la mayoria de las aplicaciones practicas no tiene sentido calcular una gran cantidad de cifras
decimales, pues estas carecen de significado concreto.
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Calculemos la divisién 34,25 : 21,8. Recordemos que si multiplicamos el divisor y el dividendo
por el mismo niimero, el cociente no cambia. Podemos interpretar la operacion de la siguiente

forma:

34,25:21,8 =

Por lo tanto:

5 32 1 5
342,5:218= 342+— :218=
10 218 10 218
L1200 5011245 1
10 218 218 10 218 10
LB L0 5 1 U
10 100 218 10 100 218
5,7 1 240 5 7 1

_1 N
10 lOO 1000 218

5 7 1 1

—_
10 100 1.000

22

10 100 1000 1000 218

=1,571+

218.000

34,25 :21,8=1,571+

218.000

21 5
218 10 218
155 5 1 15
+— =
218 10 10 218
s, r, 1.2
10 100 100 218
22
+_
218

Entonces, el resultado truncado a las milésimas es 1,571. Si continuamos con el procedimien-

to, obtenemos cada vez mas cifras decimales.

Veamos cdmo se esquematiza el procedimiento anterior para la division 34,25 : 21,8:

Paso 1:
Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

372
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3425: 218

342,5:218

-218
124

342,5
_&J,
124 5
-109 0
155

342,5
-218
124 5
-109 0

15 50
- 1526

24

1l
p—

:218 = 1,5

: 218 = 1,57




Ejercicios

1.

Decimales

Paso 5: 342,5:218 =1,571

218
124 5
-1090

1550

-15 26

240

-218

22

El esquema del procedimiento descrito arriba es:

1) Se multiplica el dividendo y el divisor por una potencia adecuada de 10 para que el
divisor sea ahora un ntimero natural.

2) La parte entera del dividendo se divide por el divisor y se obtiene cociente g y resto r.
Hasta ahora el resultado de la operacién es g....

3) Al resto se le agrega a la derecha la siguiente cifra decimal no usada atn, la que a partir
de un punto serd 0, y se lo divide por el dividendo.

4) Se repite el paso 3 tantas veces como sea necesario.

Para pensar

Otra forma de calcular 34,25 : 21,8 hasta las milésimas consiste en calcular la divisién
con resto 342.500 : 218 y luego dividir por 1.000 el cociente. Justifique la validez de este
procedimiento. ;Cémo se deberia proceder para calcular hasta la millonésima?

Explique, en la divisién del ejemplo dado, cémo corresponde cada paso de la operatoria
realizada con fracciones al esquema del procedimiento con el algoritmo.

Calcule la divisién 22,32 : 13,2 usando fracciones, como en el ejemplo, y usando el algorit-
mo.

La siguiente pregunta serd incluida en una prueba de seleccién multiple. “Calcule hasta las
centésimas la divisién 2,08 : 1,9”. Proponga dos distractores para esta pregunta. Justifique.

Se desea calcular el cociente 5,2 : 3,13 aproximado a las décimas. ;Cuantas cifras decimales
se necesita calcular? Justifique.
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2.3 Estrategias de calculo mental para las operaciones con decimales finitos

Las técnicas de calculo mental se extienden de manera natural a decimales finitos. Veremos
distintos ejemplos que ilustran esto.

Para calcular 3,041 — 0,04, como los centésimos del minuendo son iguales a los del sustraen-
do, basta con restar al primer ntiimero 4 centésimos, de esta forma, se tiene 3,041 - 0,04 = 3,001.

Para resolver algunas sumas y restas de decimales, es 1til recordar las combinaciones
aditivas bésicas, las cuales se pueden extender a los decimales. Por ejemplo, las que suman 1,
esto es: 0,3 +0,7; 0,4 + 0,6; etc.

Ejercicio

Complete la tabla con las combinaciones aditivas con décimos.

Otra técnica ttil es la de trasvasije. Veamos un ejemplo:

Ejemplo
Calculemos 3,24 + 1,97.
Observemos que el segundo sumando es un niimero cercano a 2. Si agregamos 3 cen-
tésimos a 1,97, obtenemos 2. Luego, para mantener la suma se debe quitar la misma
cantidad al primer sumando. De esta forma, se tiene:
3,24 + 1,97 = (3,24 - 0,03) + (1,97 + 0,03)
=321+2
=521

Veamos ahora un ejemplo donde se usa la técnica de traslado de la diferencia para calcular
una resta:
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Ejemplo
Calcular 5,35 - 2,98.
Observemos que el sustraendo es un niimero cercano a 3. Agregamos 2 centésimos a
2,98 y obtenemos 3. Para mantener la diferencia se debe agregar la misma cantidad
al primer término de la resta. De esta forma, se tiene:
5,35 — 2,98 = (5,35 + 0,02) + (2,98 + 0,02)
=537-3
=237

Combinando estos procedimientos e identificando los decimales con fracciones, podemos
encontrar otras técnicas de calculo mental.

Por ejemplo:
o Para multiplicar por 0,2, multiplicamos por 2 y dividimos por 10.
o Para multiplicar por 0,4, multiplicamos dos veces por 2 y dividimos por 10.
o Para multiplicar por 0,5, tomamos la mitad del nimero.
o Para dividir por 0,5, basta con multiplicar el nimero por 2.
e Para multiplicar por 1,5, se puede sumar al niimero su mitad.
También se puede usar la compensacion para la multiplicacién de decimales. Por ejemplo:
2,3-099=2,3-23-0,01=2,3-0,023 =2,277
Lo cual también se puede hacer asi

2,3-0.99 = (23-99) : 1,000 = (2,300 - 23) : 1,000 = 2,277

Ejercicios

1. Senale las combinaciones aditivas de centésimos que suman 1.

2. Resuelva las siguientes sumas y restas utilizando calculo mental. Sefiale la estrategia usada.
a. 3.47+23
D. 23+0,6 + 0,03
C. 45,7-0,7
d. 3,6 + 0,099
6. 87,23 - 23,0998

3. Observe el siguiente procedimiento y explique su funcionamiento sefialando las propieda-
des involucradas.

2,35+1,89>235+2=435->435-0,11=4,24
2,35+1,89=4,24
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4. Observe la siguiente suma y describa el error del estudiante al calcularla.
3,04 +1,2=316

5. Utilice técnicas de célculo mental para efectuar las siguientes operaciones:

a.7,8:2 d 3,7:0,5 0. 52-0,2

h.35:2 e. 3,7:05 h. 15-0,9

c. 1,5:4 f. 3,1:0,25 i. 1599
En resumen

o Las operaciones con decimales finitos estan definidas por las operaciones de las
fracciones, por lo tanto, cumplen con las mismas propiedades.

» Los algoritmos para calcular sumas, restas, multiplicaciones y divisiones para
decimales finitos son extensiones de los algoritmos correspondientes para los
numeros naturales.

» Al permitir el resultado decimal, el algoritmo de la division puede no terminar.

» Lastécnicas de cdlculo mental usadas en los niimeros naturales también se pueden
aplicar a las operaciones con decimales.

Ejercicios de la seccion

1. Resuelva los siguientes problemas utilizando diagramas de barras.

a. En una fabrica hay dos recipientes con cloro marcados como 4 y B. El recipiente 4 tiene
2,54 litros mas de cloro que B. Si el recipiente A contiene 56,8 litros de cloro, ;cuantos litros
contiene B?

D. Si Pamela y su hermana se pesan juntas en una balanza, esta marca 84,6 kilogramos. Pame-
la pesa 45,3 kilogramos entonces, ;cudnto pesa su hermana?

C. El dia lunes, René recorrié una vez un circuito de atletismo y se demoré 0,3 horas. El mar-
tes recorrié el mismo circuito y se demor6 0,27 horas. ;Cudntos minutos menos se demord
el martes que el lunes?, ;cudntos segundos menos?

2. Encada caso, invente un problema con las caracteristicas dadas. Posteriormente, dibuje un
diagrama de barras para cada uno.

a. Problema de comparacién para la suma 53,27 + 0,56.
D. Problema de agregar-quitar para la resta 34,87 - 3,7001.
C. Problema de juntar-separar para la resta 4.231,93 - 562,938.
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11.

12.

13.

14.

Decimales

Calcule usando el algoritmo usual de la multiplicacion y la division de decimales. Explique
paso a paso el algoritmo.

a. 23,76 - 3,24 D. 32,098:2,1

Observe el siguiente procedimiento para dividir 2,01 : 0,25
2,01:0,25=8,04:1=8,04

a. Expliquelo.

D. ;Qué propiedades de la multiplicacién o la divisién sustentan el procedimiento anterior?

En la multiplicacién de numeros naturales mostramos algunas técnicas alternativas al al-
goritmo usual. Por ejemplo, el algoritmo drabe.

a. ;Es posible usar este algoritmo para multiplicar decimales? Explique su respuesta.
D. Calcule 5,32 - 2,104 usando el algoritmo drabe.

Formule un problema que se resuelva con las siguientes operaciones:

a. 32,54 :4 D. 32,9825

Calcule mentalmente explicando el procedimiento realizado:

a. 18,46 — 9,95 €. 67,009 - 100
D. 4,71 + 22,456 + 0,19 f. 49,23 - 34,99
c. 13,2:0,001 g. 34-0,99

d. 37,2-05

Estime el resultado de las siguientes operaciones:

a. 24,3:2,96 C. 34,59-1,93
h. 15,834:0,93 d. 2,598 - 3,03

Invente problemas cuya resolucion involucre las siguientes operaciones:

a.36+25-35 c. 12:0,75
D. 33,4-17,6 d. 80:25

Una nifia pregunta: “;Por qué si 0,5 - 0,3 = 0,15, entonces 0,2 - 0,2 = 0,04? El resultado
deberfa ser 0,4”. ;Cémo le explicaria a la nifia por qué 0,2 - 0,2 = 0,047

Resuelva 67 : 34 explicando con detalle todos los pasos seguidos.
Calcule el 4rea de un rectangulo cuyos lados miden 36,7 centimetros y 24,5 centimetros.

El volumen de un paralelepipedo es 45,6 centimetros ctibicos. Si el drea de la base es 9,12
centimetros cuadrados, ;cudl es su altura?

Una distribuidora cuenta con 435 litros de aceite para embotellar. ;Cudntas botellas de
0,75 litros se pueden llenar?
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3. Representacion decimal de las fracciones

En esta seccién estudiaremos como encontrar la expansion decimal de una fraccién cual-

quiera. Para esto es clave el algoritmo de la division para decimales y el hecho de que cualquier

fraccién es el cociente entre dos nimeros naturales.
Tlustremos con un ejemplo cémo se obtiene la expansién decimal de una fraccion. Encontre-
mos la expansion de 3 Para esto, calculamos 4 : 13 usando el algoritmo de la division:

4:13 =0,307692
-0

40
-39
10
-0
100
- 91
90
- 78
120
- 117
30
- 26
4
En el dltimo paso realizado obtuvimos resto 4, que es el mismo niimero con el que comen-

zamos. Por lo tanto, si continuamos la divisién, obtendremos la misma serie de decimales, como

se muestra a continuacion:
4:13 =0,307692307692
H_“ﬂ_J

-0
40
-39

10
-0
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Si continuamos este proceso, al dividir obtendremos nuevamente la misma secuencia de
nimeros. Esto se repetird infinitas veces, asi:

4
I =0,307692307692307692...

Donde los puntos suspensivos indican que la serie 307692 se repetird indefinidamente.

A este tipo de expansién la llamamos expansion decimal periddica y para indicarla, se coloca
una barra sobre la serie que se repite. En el ejemplo anterior:

4
—=0,307692
13
. . 32 .
Calculemos ahora la expansion decimal de R Procediendo como antes, tenemos:

32:125 =0,256
-0

320
-250

700
- 625

750
- 750

0,

32
El tltimo resto es 0, por lo tanto, 5 0,256 y su expansion decimal no es periddica, sino finita.

. . 51 ,
Encontremos ahora la expansion decimal de = Procediendo como antes, tenemos:

51:55=20,927
-0
510
495
150
110
400
385
15

Por lo tanto:

1 JR—
2—5 =0,9272727...=0,927

Esta expansion no es periddica al comienzo, pero luego si lo es. Este tipo de expansién se
suele llamar expansion decimal semiperiddica.

Hemos visto que tenemos por lo menos tres tipos de expansiones decimales para una frac-
cién. El primer tipo corresponde a una expansion decimal finita y, por lo tanto, la fraccion es igual
auna fraccion decimal. El segundo tipo corresponde a una expansion decimal periddica, es decir,
una serie de niimeros se repite una y otra vez después de la coma. El tercer tipo corresponde a
una expansion decimal semiperiddica, donde una serie de niimeros se repite infinitamente, pero
no inmediatamente después de la coma.
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Hay cierta ambigiiedad con la nomenclatura. Todos los tipos tienen, eventualmente, un pe-
riodo, incluso las finitas, ya que podemos considerar que ellas tienen al 0 como periodo. Ademas,
la distincion entre expansiones decimales periodicas y semiperiddicas es algo forzada. Por ejem-

plo, podemos escribir 0,123 como

0,123=0,1231=0,12312

La expansion ;es periddica o semiperiddica? Hemos conservado esta nomenclatura porque esta
muy arraigada, pero no tiene demasiada utilidad.

¢Habrd algtin otro tipo de expansién decimal? La respuesta es si. Consideremos la siguiente
expansion:
0,101001000100001000001...

Donde la cantidad de 0 va aumentando y los separamos con 1. Se ve que esta expansion no co-
rresponde a ninguno de los tipos anteriores, no tiene periodo.

Ya hemos visto que las fracciones dan origen a tres tipos de expansion, pero ;habra fracciones
con expansion decimal no periddica? Es interesante notar que las fracciones dan origen solo a ex-
pansiones que son periddicas, semiperiddicas o finitas. La razén estd en el algoritmo de la division.

Teorema VIII. 1

La expansion decimal de una fraccion es finita, periddica o semiperiddica.

Demostracion

Revisemos el método empleado para calcular la expansion decimal de una fraccion. Este
descansa en el algoritmo de la division pues, como vimos, vamos multiplicando por 10
o agregando un 0 al resto obtenido en el paso anterior, y tan pronto como uno de estos
restos se repite, la secuencia de cifras decimales tendrd que repetirse una y otra vez.

Pero ;por qué habria de repetirse siempre un resto? Como en cada paso estamos divi-
diendo por el denominador, digamos 7, de la fraccién, nos preguntamos ;cudntos restos
posibles hay? El resto es estrictamente menor que el divisor, por lo tanto, hay exacta-
mente 7 restos posibles, de tal modo que, a lo sumo, al cabo de 7 + 1 pasos el resto tiene
que repetirse. Cuando esto sucede, la serie de decimales comprendida entre las dos apa-
riciones de un mismo resto se repetird hasta el infinito.

Observemos también que si un resto es 0, entonces el proceso termina y tenemos una
expansion decimal finita.

Sino aparece el 0, pueden ocurrir dos cosas la primera es que el resto que se repite por
primera vez sea igual al resto obtenido en el primer paso del proceso; en este caso, la
expansion serd periddica. El segundo caso es si el resto que se repite por primera vez no
es igual al resto obtenido en el primer paso del proceso; en este caso, la expansion sera
semiperiodica.

Hemos demostrado que toda fraccién tiene una expansion decimal que es finita, perio-
dica o semiperiddica.
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Ahora surge, en forma natural, otra pregunta, ;sera cierto el reciproco? Es decir, ;corresponde
toda expansion decimal finita, periddica o semiperiddica a una fraccién? La respuesta es si, como
lo veremos a continuacién. Como una fraccién arbitraria se puede expresar como suma de un
nimero natural y una fraccion propia, es decir, menor que 1, basta con preocuparse de este tipo
de fracciones.

Veamos primero un ejemplo del caso mas sencillo, el finito:

1 2 3 4
01234 =— 4 —4——p —
10 100 1.000 10.000
Es una suma de fraccionen y, por lo tanto, es una fraccion. El procedimiento se puede generalizar,
ast:

0.6,b,...b, = 20

n

El siguiente es el caso de un niimero periédico, por ejemplo, x = 0,256. Si multiplicamos este
numero por 1.000, tenemos:

1.000.x = 256,256

Por lo tanto, 1.000x - x = 256,256 — 0,256 = 256, de donde obtenemos que:

999x =256
Y asi
— 256
0,256 =——
999
Veamos el caso general, sea:
r=0,bb,...b,

Una expansién decimal periddica. Multiplicando r por 10" tenemos:

10" -r=bb,...b,, bb,...b,
Y restando obtenemos que:

10" -r-r=5b,...b,

Usando la propiedad distributiva tenemos que:

(10" -1) r=b,b,...b,

Y multiplicando ambos lados de la ecuacién por obtenemos:

n

_bb,..b,
C 10" -1
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Tanto el numerador como el denominador son ndmeros naturales, més ain:

10" -1=999...9
-

n

Por lo tanto, una expansion decimal periddica corresponde a la fraccién cuyo numerador es
el perfodo y cuyo denominador es el nimero formado por tantos 9 como el largo del periodo. Esta
es laregla que habitualmente se aprende en Educacion Bésica.

Ahora veremos el caso semiperiddico. Consideremos la expansion x =0,927. Si multiplica-
mos por 10, tenemos:

— — 27
10-x=9,27=9+0,27=9+—
99

Y entonces:
9 27 918
X=—+—=—
10 990 990
De manera general, consideremos

r=0,aa,...a,bb,...b

n

Un decimal con expansion semiperiddica. Vemos que:
m —_
10" -r=aya,...a,+0,bb,...b,

Descomponiendo y escribiendo 0, &, b,...b,como una fraccién, obtenemos que:
bb,...b,
10" -1

m
10" -r=aa,...qa,

Dividiendo por 10”, finalmente, concluimos que:

aa,...a bb,...b,

m

+
10" 10"(10"-1)

r =

Por lo que r es una suma de fracciones, luego r es una fraccion.

Los argumentos que hemos realizado demuestran el siguiente teorema:

Teorema ViII.2

Si una expansion decimal es finita, periddica o semiperiddica, entonces corresponde a
una fraccion.

Notemos que en los procedimientos anteriores se han sumado, restado o multiplicado expre-
siones infinitas. En las siguientes secciones abordaremos esta forma de operar.
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Para pensar

Dada una expansion decimal semiperiddica de una fraccion, a la secuencia de ntimeros
que se repite indefinidamente suele llamarsele periodo de la fraccion. ;Es correcto
hablar de “la” secuencia de largo minimo que se repite indefinidamente? Es decir, para
una fraccién semiperiodica cualquiera ;deja esta definicion identificado de manera
Unica a este periodo?, jsi no es unico, qué relacion hay entre los posibles periodos
distintos de una misma fracciéon?

Ejercicios

1. Represente como decimal las siguientes fracciones:

a 2 b. 3+ c. 2
3 6
2. Escriba como fraccion los siguientes decimales:
a. 0,23141414141... b. 0,77777... C. 2,25

3. Transforme las siguientes fracciones en decimal. Sugerencia: amplifique adecuadamente

por potencias de 5 o de 2.
a 1 b. L c. U
5 25 40

4. Considere una fraccién de la forma donde a, n'y m son numeros naturales. ;Qué tipo

ngm ’

de expansion decimal tiene?

3.1¢41=0,9?

El proceso descrito en la seccion anterior puede ser usado para cualquier expansién decimal
periddica, sin embargo, hay un caso que provoca la perplejidad de la mayoria de las personas,

este es cuando el niimero es 0,9 . Veremos por qué. Procediendo al igual que antes, multipli-
camos este niimero por 10 y obtenemos 10-0,9=9,9, y luego restamos 0,9 . Llegamos a que
9-0,9=9 y, porlo tanto, 0,9=1.

Este resultado va contra la intuicién porque 0,999... parece nunca alcanzar 1, siempre es un
poquito menor. El problema es que nos resulta dificil pensar en objetos o en procesos infinitos,
y la expansion decimal 0,999... es en realidad el resultado de un proceso infinito. A la dificultad
intuitiva anterior se suma que, a diferencia de cualquier otra expansion decimal periddica, el
resultado no se puede comprobar por division usando el algoritmo: si dividimos numerador por

denominador, o sea 9: 9, no recuperamos la expansién decimal r=0,9.
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Para entender qué significa 0,9999..., observemos a modo de comparacién que el equivalente
para numeros naturales escritos en notacion decimal serfa ... 99999, donde los puntitos indican
que seguimos agregando 9 indefinidamente hacia la izquierda. Claramente, eso no representa nin-
gln nimero, ya que todos los niimeros tienen representacion finita, no podemos seguir agregando
indefinidamente cifras hacia la izquierda. ; Por qué entonces para las expansiones decimales,
como nuestro 0,9999..., tendria que representar a algin nimero? Debemos darle un significado.
Consideremos las fracciones siguientes, escritas como expansiones decimales finitas.

0,9
0,99
0,999

0,9999
0,99999

Vemos que cada uno de estos niimeros es mas y mas grande y al mismo tiempo es mas y més
cercano a 0,9, pero nunca lo alcanza, siempre falta otro 9 y otro, y otro. También vemos que cada
uno de estos niimeros es menor que 1.

Notamos ademds que no puede haber ningin niimero tal que 0,9<x <1, porque agregando
mas 9 decimales siempre podremos sobrepasar x. Esta tlltima observacion nos permite intuir qué
pasarfa si efectivamente pudiéramos seguir agregando 9 infinitamente: llegarfamos a 1.

El proceso anterior es lo que en Matematica mds avanzada se conoce como un /imite. Un
pequefio calculo nos permite justificar mejor las intuiciones anteriores. Usemos una variante del
método empleado mas arriba para calcular la fraccion correspondiente a una expansion decimal
dada, solo que ahora s estdn justificadas todas las operaciones, porque se trata de una cantidad
finita de ntimeros. Si:

9 9 9 9
X, 0999 O=—+—0 +..+
—— 10 100 1.000 10"

Multiplicando por 10 y restando x obtenemos:

9 9 9 9

10-x,=9+—+—+ oot -
10 100 1.000 10"
9 9 9 9 9

- X,= —+—+ toot ——t—
10 100 1.000 10 10
9
9x,=9-
10"
Y dividiendo por 9 queda:
1
x,=1-
10"
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Ahora es cuando hacemos el razonamiento del proceso limite, ;qué sucede con x sin se

hace muy grande, tan grande como queramos? Vemos que 1 se hace muy, muy pequefio. De-
10"

cimos que “su limite es 0”. De esta manera, la cantidad expresada al lado derecho de la tltima
ecuacion tiene por limite 1. ;Pero qué sucede con la cantidad del lado izquierdo? Como notamos
mads arriba, la intuicién nos dice que si n crece indefinidamente, esa expresion se transforma en
0,9 . Observando concluimos que el ntimero 1 tiene, por lo tanto, dos expansiones decimales,
ly 0,9.

Ejercicios

1. Encuentre el nimero que corresponde a la expansién decimal:

a. 4,9 b. 10,9 c. 2,19
2. Explique por qué:
0,35824 =0,358239

3. Justifique por qué cualquier decimal finito tiene dos expansiones decimales distintas.

3.2 Operaciones con expansiones decimales infinitas

Sin mencionarlo especificamente, hemos estado haciendo ciertas operaciones con expresio-
nes decimales infinitas, pero ;podemos hacerlo realmente? Si sumamos:
34,782
+ 13,245
48,027

Podemos ver facilmente que este procedimiento es correcto porque, como vimos, se reduce a la
suma:

2 2 4 5 9 12 7
MBt—t—+— t—t—t—— =47+—+—+——
10 100 1.000 10 100 1.000 10 100 1.000
0 2 7
=48+ —+—+——=48,027
10 100 1.000

Esta no es mds que una suma de fracciones. De la misma manera, restar expansiones decimales
finitas no difiere de hacerlo con niimeros naturales, porque la notacion decimal estd construida
para que el proceso se extienda y se justifique correctamente. Las multiplicaciones y divisiones
también se generalizan bien.

Recordemos que para sumar o restar dos niimeros comenzamos por las unidades, decenas
y centenas, en ese orden, descomponiendo o componiendo la unidad de mayor orden cuando es
necesario. Pero si queremos sumar fracciones periodicas, ;como lo hacemos?, ;cudl es el algoritmo
empleado?
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En los pdrrafos anteriores hemos restado expansiones periodicas de forma muy intuitiva y
aparentemente correcta. Por ejemplo, multiplicamos la expansién decimal de r = 0,254 por 1.000.

Obtuvimos 1.000-r = 254,254 y luego restamos r.

Sin embargo, si queremos sumar o restar dos decimales, por ejemplo 0,78 y 0,468, y los escri-
bimos como una suma habitual, con las unidades bajo las unidades, los décimos bajo los décimos,
los centésimos bajo los centésimos, etc., tal como lo hicimos con las expansiones decimales finitas
en una seccion anterior, queda:

0,787878787...
+ 0,468468468...

¢Como procedemos?, ;cudl es el algoritmo? Hay varias dificultades, la mas notoria es que no
tenemos por dénde comenzar, porque no existe la unidad de menor orden, siempre existird una
mas y mas pequefia. En particular, si hay que descomponer o componer para realizar un canje,
esta situacion se repetird mds adelante hacia la derecha infinitamente. De la misma manera, sur-
gen problemas al intentar multiplicar una expansién decimal por un nimero natural. Si multipli-
camos una expansion decimal finita por 10, vimos que el resultado debe ser que se corra la coma
un espacio hacia la derecha. Intuitivamente, hicimos lo mismo en el caso infinito, por ejemplo,
1000 0,254 = 254,254, La dificultad aumenta si tratamos de multiplicar o dividir expansiones
decimales infinitas entre si.

El problema es que no sabemos operar con infinitas cifras. De hecho, estas operaciones sf se
pueden hacer y justificar en forma rigurosa, pero para ello se requiere de herramientas matemati-
cas mas avanzadas, tal como el concepto de limite mencionado anteriormente, pero que escapan
al espiritu y los contenidos de este libro. En todo caso, es importante notar que estos calculos
avanzados dan el mismo resultado que el célculo y la operatoria intuitiva que hemos usado hasta
ahora con expansiones decimales infinitas.

Hay, sin embargo, una forma de resolver este pequefio inconveniente tedrico o, mejor dicho,
de evitarlo. Podemos convertir las expansiones decimales a fracciones y operar de la manera cono-
cida. Luego, si se desea, se puede obtener la expansion decimal del resultado. En nuestro ejemplo:

_ 2 4 2

0,78=—=— 1y 0, = =
9 33 999 111
Entonces:
— — 26 52 1534 @ ———
0,78+0,468 =— + —=—=1,256347
33 111 1.221
Para pensar

¢Pudo haber conjeturado, solo a partir de las expresiones decimales periddicas de los
sumandos, que el largo del periodo de esta suma iba a ser 6, que el periodo seria 256347

o incluso que la suma serfa 1,256347 ? Explique.
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Ejercicio

Calcule mostrando el desarrollo:

0,36:0,3+2:0,5 0,15+0,15-15

-1 -1
a. 0,7-—+0,9+—-4 —
7 6 0,05+0,05-5

-1
0,3+—+3
3

3.3 Las expansiones decimales no periddicas: numeros irracionales

Hemos visto que hay expansiones decimales no periddicas y que, por lo tanto, no correspon-
den a ninguna fraccion. La pregunta inmediata es ja qué corresponden estas expansiones?

Veamos un ejemplo de este tipo de niimero. Para ello consideremos un cuadrado de lado 1.
Si construimos otro cuadrado cuyo lado es la diagonal d del primer cuadrado, como vemos en la
figura, el drea del segundo cuadrado es el doble que la del primero, es decir, d*=2.

1

Figura VIIL13.
¢Serd este d una fraccién? Si lo fuera, tendria que ser un niimero entre 1y 2. Supongamos que

, Ny . n , .
sl es una fraccion, es decir, d =— , donde 7y m son nimeros naturales. Entonces se verifica que:

m
2
n n
2=-d*= — =—
m m
Es decir:
2-m*=n’

Como n y m son numeros naturales, ellos se pueden expresar como producto de niimeros
primos. Si elevamos un nimero natural 7 al cuadrado, los primos que aparecen en la descompo-
sicion de 722 son los mismos que aquellos de la descomposicién de 7, solo que aparecen dos veces.
Por ejemplo, 12=2-2-3y144=2-2-2-2-3-3.

Sin embargo, en la igualdad 2m* = n* el primo 2 aparece una cantidad impar de veces en el
lado izquierdo y un niimero par de veces al lado derecho. Esto es una contradiccién. Luego, d no
puede ser igual a una fraccion.

Este nimero d que verifica d *= 2 se llama la raiz cuadrada de 2 y se escribe V2.

Capitulo VIII: Decimales 387



Ejercicios

1. Indique si hay nimeros naturales a y b tales que:

a. 2a*=3b* h. a* =6b* c. a’=b’ d. a’=6b"

2. Demuestre que el niimero d, tal que d *= 3, el cual se denota como d = V3, es irracional.

En resumen

» La expansion decimal de una fraccion puede ser finita, periddica o semiperiddica.
Reciprocamente, una expansién decimal finita, periédica o semiperiodica corresponde
a una fraccion.

 Las fracciones decimales tienen dos expansiones decimales. Una de ellas es finita y
la otra corresponde a una expansion con una serie infinita de 9.

» Las tnicas fracciones que tienen expansion decimal finita son las que se pueden
expresar con denominador de la forma 2" 5™.

» Los numeros irracionales son aquellos que no tienen expansién decimal finita,
periddica o semiperiddica. Por ejemplo, V2 esirracional.

o Para operar con decimales periddicos o semiperiddicos, podemos expresarlos como
fracciones.

Ejercicios de la seccion

1. Calcule la expansién decimal de las siguientes fracciones:

5 45 9 25 24
a. — b. — C. — d — e. —
8 125 12 625 9
2. Escriba los siguientes niimeros decimales como fraccion:
a. 0,345 h. 23,456 c. 0,08247 d. 45,089

1 -
3. Apartir de la expansion de 3 0,3, escriba como fraccién:
a. 0,1
b. 0,n donde n puede tomar el valor: 2,3,4,5,6,7,809.

— 1 _, . . . g
4. Use que 0,01= 9’ para escribir los siguientes niimeros decimales como fraccion:

a. 3,401 h. 42,054 c. 0,00178

388 NGmeros - REFIP



Decimales

4. Dificultades y posibles errores en el trabajo con decimales

Como hemos dicho anteriormente, los decimales surgen a partir de una extension del sistema
de numeracién decimal. Sin embargo, el trabajo con estos ntimeros, al leer, escribir, comparar u
operar con ellos, puede generar dificultades en nifios y nifias. Algunas de estas dificultades se ge-
neran por la concepcién que se tiene de los decimales como “ntimeros naturales con coma’, esto
significa que, se trabaja la parte entera separada de la parte decimal sin comprender su relacion.
Otras provienen del trabajo con ntimeros naturales.

En esta seccion analizaremos algunas dificultades y posibles errores que pueden presentar
nifios y nifias, al escribir, leer, ordenar u operar con decimales.

Dificultades y errores en la lectura, escritura y comparacion de decimales

Una de las primeras tareas que los nifios y las nifias resuelven al enfrentarse al estudio de los
decimales tiene relacién con la lectura y la escritura de estos ntimeros. Por ejemplo, escribir en ci-
fras un decimal dado en forma oral: “treinta y cuatro milésimos”. Es claro que para desarrollar esta
tarea se requiere comprender el valor de las nuevas posiciones que se han agregado al sistema de
numeracion decimal y manejar el significado de décimos, centésimos, milésimos, etc. Un posible
error en niflos y nifias, cuando no se manejan estos conocimientos, es que representan décimos,
centésimos o milésimos como decenas, centenas o miles “‘después de la coma’ Por ejemplo, frente
ala tarea seflalada anteriormente escriben:

Treintay cuatro milésimos = 34,1000

Figura VI 14.

Del mismo modo, cuando los decimales presentan 0 en las posiciones enteras, la lectura pue-
de generar dificultades, pues se requiere comprender el valor de posicion de los digitos mayores
que 0. Asi, por ejemplo, para leer 0,028 es necesario comprender que el 2 corresponde a 2 centé-
simos y que el 8 corresponde a 8 milésimos. Un posible error frente a esta tarea es el siguiente:

0,026 = veintiocho

Figura VIIL15.

Otra tarea relacionada con la escritura de los decimales es representar fracciones como de-
cimales. Por ejemplo, dada una fraccion con denominador 10 o una potencia de 10, representarla
como decimal. Cuando la fraccién dada es mayor que 1, un posible error que pueden cometer
nifios y niflas es expresar el decimal escribiendo 0 en las unidades y el numerador de la fraccién,
como las cifras decimales, tal como se muestra en el siguiente ejemplo:

3=0423

10
Figura VIILI6.
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Es posible que el error anterior se deba al tipo de fraccién, que al leerlo corresponde a “cua-
renta y tres décimos”, por tanto, escriben esta cantidad a partir de la coma.

Establecer una relacion de orden entre dos o0 mas decimales es una tarea que se presenta
desde el comienzo del trabajo con decimales. Si bien el procedimiento que se utiliza para com-
parar dos decimales es similar al que se utiliza para comparar dos nimeros naturales, se pueden
presentar dificultades si al compararlos se considera en forma independiente la parte entera de
la parte decimal. Con esto se generan errores como el siguiente:

412 >45

Figura VIIL17.

Un razonamiento que puede explicar este error es el siguiente: “Como la parte entera es
igual, se compara la parte decimal; luego, como 12 > 5, se concluye que 4,12 > 4,5”. Este error se
genera cuando no se usa un procedimiento basado en la comparacion de las cifras segin su valor
posicional. Para el ejemplo anterior, bastaria considerar que el primer decimal tiene 1 décimo,
mientras que el segundo tiene 5 décimos, por tanto, 4,5 > 4,12. Otra razén que puede explicar
este error es el uso inadecuado de un conocimiento estudiado para la comparacién de numeros
naturales que, en dicho caso, era correcto. Esto es, como el primer niimero tiene mayor cantidad
de cifras que el segundo, no es necesario hacer una comparacion cifra a cifra y se puede establecer
directamente que 4,12 > 4,5.

Dificultades y errores al operar con decimales

Si bien los algoritmos para el calculo de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones se cons-
truyen a partir de los algoritmos que se utilizan para operar con los niimeros naturales, su uso
puede presentar dificultades para su ensefianza y provocar errores en nifios y nifias. Veremos
algunos ejemplos de ellos.

Hemos visto en secciones anteriores que se pueden definir algunas técnicas de cdlculo men-
tal, como la composicion candnica, para operar con los nimeros decimales. Sin embargo, cuando
se compone un nimero entero con décimos o centésimos, se observan errores como el siguiente:

2+0,52=0,54

Figura VIIL1S.

Probablemente, el error se produce por una falta de claridad respecto del valor posicional de
los digitos de cada sumando, y al efectuar el calculo se suman 2 unidades con 2 centésimos. Una
posible explicacién para este procedimiento erréneo tiene relacion con el uso del algoritmo de
suma en los naturales, esto es que si se sumara 2 + 52, es correcto agregar un 2 a la tiltima cifra del
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segundo sumando. Sin embargo, en los decimales la tiltima cifra de un niimero no necesariamente
corresponde a las unidades. Del mismo modo, esta dificultad puede generar errores en la resta de
decimales, como el siguiente:

32,486-32=32,10

Figura VIII19.

En este caso, se restan 32 unidades a 48 centésimos, sin considerar los valores posicionales
de los digitos que se estan operando. Cabe sefialar que bastarfa con haber descompuesto el primer
sumando, y procediendo de la siguiente forma, se encontraria el resultado correcto:

32,48 - 32 = (35 + 0,48) - 30 = 0,48

El uso de los algoritmos para sumar y restar decimales requiere escribir en columnas los
numeros, segin el valor posicional de sus cifras. En los naturales estudiamos que este proceso se
realiza comenzando por las cifras de la derecha, que corresponden a las unidades, y vimos que
este aspecto constitufa una dificultad para los nifios y las nifias, pues algunos podrian tratar de
alinearlos por la izquierda. En los niimeros decimales se produce un fendmeno similar, pero esta
vez los niflos y lasnifias podrian ordenar los numeros partiendo desde la derecha y no considerar
que esto puede provocar que los decimales queden mal ubicados y se sumen o resten digitos de
distintas posiciones, como en el siguiente ejemplo:

4
5

~

]

S

&
2
1

3

NO WM

Figura VIIL20.

Observemos que la parte decimal del primer sumando es del orden de los centésimos, mien-
tras que la del segundo sumando es del orden de los décimos. De esta forma, al ubicar los niimeros
partiendo desde la derecha, estaremos sumando centésimos con décimos, unidades con décimos,
etc. Este error se puede evitar guidndonos por la coma que indica ddnde esté la unidad en ambos
decimales.

En algunos casos de restas, si bien nifios y nifias ubican correctamente los decimales, cuando
el sustraendo tiene mayor cantidad de cifras decimales que el minuendo, se producen errores
como el que se muestra en la siguiente resta:

NS
[CVCNIO)
SININ
[@]1{@)

—

Figura VIIL.21.
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En este caso, como el minuendo tiene 0 milésimos y no aparece un digito escrito en dicha
posicién, al desarrollar el célculo, el error consiste en escribir un 5 en la posicion de los milésimos
del resultado. Notemos que el 5, que corresponde a los milésimos del sustraendo, si bien coincide
con el resultado de restar 10 - 5, no proviene de realizar el canje. Al usar el algoritmo, es conve-
niente que ambos niimeros tengan la misma cantidad de cifras decimales. Para ello se puede
completar con 0.

Los canjes que se deben efectuar cuando una suma o resta con decimales presenta reserva
pueden generar dificultades en los nifios y las nifias al momento de resolver los calculos. Estas
son similares a las que se producen al sumar o restar naturales. Entre los errores asociados a esta
dificultad se pueden mencionar: no realizar el canje cuando la suma de los digitos en una posicion
es igual o mayor que 10, y restar al sustraendo el digito del minuendo cuando el primero es mayor
que el segundo.

También se pueden producir errores cuando nifios y nifias resuelven multiplicaciones o divi-
siones. Veremos, a continuacion, algunos ejemplos.

Un posible error en la multiplicacién se produce cuando al calcular deben contar las cifras
decimales de ambos factores para determinar en qué posicién debe ir la coma en el producto. Por
ejemplo, al calcular 44,7 - 1,25 se producen errores como el siguiente:

N
INSHIN

1,25

O

XRNOMN

QIR
Ol
~

o0

Figura VIIL.22.

Notemos que en este caso el producto se desarrolla en forma correcta; sin embargo, al de-
terminar en qué posicion debe ir la coma para expresar correctamente el resultado, se considera
solo una cifra decimal y no las tres cifras, que serfa lo correcto. Una forma de abordar este error,
que puede ser comun en nifios y nifias, es estudiar regularidades en el producto de decimales, por
ejemplo, generalizar el orden decimal cuando se multiplican décimos por décimos, centésimos por
centésimos, milésimos por milésimos, etc.

También es posible encontrarse con errores relacionados con multiplicar la parte entera y la
parte decimal en forma independiente, como lo muestra el siguiente ejemplo:

3,5 -35=925

Figura VIIL.23.

Un posible razonamiento que explica el error es: “Se multiplica la parte entera 3-3 =97y se
escribe en la parte entera del resultado, y luego se multiplica la parte decimal 5- 5 = 25 y se escribe
en la parte decimal del resultado’.
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En cuanto a la divisién con niimeros decimales, se observan errores al determinar el niimero de
cifras decimales por las cuales se debe amplificar para iniciar el proceso de la divisién. Por ejemplo:

3,25 : 4,6  amplifico

d

325 :46=7,05...
-522
300
-270
240
-230
10//
Figura VIIL.24,

Observemos que el dividendo llega hasta los centésimos, mientras que el divisor, hasta los
décimos. Para efectuar la divisién bastarfa con amplificar por 10 ambos ntimeros y asi representar
el divisor como entero y calcular el cociente. Sin embargo, el error estd en escribir como naturales
dividendo y divisor, sin considerar que, para hacerlo, serfa necesario amplificar por distintas po-
tencias de 10y, por ende, el cociente que se obtiene es distinto al correcto.

Otro error es efectuar la division considerando en forma independiente la parte entera de la
parte decimal, como en el siguiente ejemplo:

86 :22=44

Figura VIII.25.

Un posible razonamiento que explica el error es: “Dividir la parte entera del dividendo por la
del divisor, y escribir el resultado en la parte entera del cociente, luego hacer el mismo procedi-
miento con la parte decimal”.

También es posible que surjan errores cuando se aborda el célculo de cifras decimales de un
cociente que van mas alld del orden decimal del dividendo, por ejemplo:

32,

©:4=86105
ON5,

2

2

0
Y

Figura VIII26.
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Notemos que el proceso para calcular esta division es correcto, hasta que se determinan
los décimos en el cociente. El resto de dividir 6 décimos por 4 es 2 décimos, se sigue efectuando
la divisién y se calcula 2 : 4, escribiendo un 0 en el cociente. Sin embargo, este paso constituye
el error del procedimiento, pues 2 décimos es igual a 20 centésimos, por tanto, se debe escribir
20:4=5en lugar de 0.

Ejercicios de la seccion

1. Dadalaresta con decimales 53,62 — 12, k1, donde & es un nimero natural. ;Qué valor puede
tomar k para que la resta anterior pueda evaluar si los estudiantes comprenden la nocién
de canje al restar decimales?

2. Observe los siguientes errores y proponga una técnica alternativa que permita facilitar el
célculo evitarlos.

4,52 - 1000

Qg0 4:025=016
a 000 y 40
000 150
452 O
432,00 7
3. Describa los errores que presentan los siguientes célculos:
12,04
a, 4,0 :2,5=2,2 b. - 9175
3,175

4. Un nifio pregunta: “Si 0,4 - 0,4 = 0,16, ;por qué 0,4 - 0,2 no es 0,87".
¢Qué le responderia al nifio? ; Qué ejercicio le sugeriria para que se diera cuenta de su error?
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Decimales

Ejercicios del capitulo

1. Encuentre dos decimales que estén entre:
a. 56,0987 y 56,0988.
D. 4,00109 y 4,001.
c. 23,054 y 23,05453 .

1 —
d. 3 y 0,3334 .

2. Unnifio afirma: “0,7 es menor que 0,14, pues 7 es menor que 14”. Indique cémo le explicaria
al nifio la manera de ordenar correctamente estos nimeros, usando las siguientes ideas:

a. Ubicdndolos en la recta numérica.
D. Transformando los niimeros en fracciones.

C. Usando la expansién decimal de cada niimero.

3. Ordene los siguientes niimeros indicando si hay cifras que son iguales, sin hacer ningtin
célculo:

145,67 : 0,001; 14,567 : 0,1; 1,4567 - 100; 0,014567 - 1000; 14.567 - 1.000.000

4. Estime la ubicacién de los siguientes decimales en la recta numérica dada.

0 1 2 3

v

a.53-21

D. 0,6-25

c. 125,8 -123,3
d. 1,24+ 0,35

5. Usando el célculo mental, complete las siguientes igualdades:

a.5426=52___ £ 139-_ =101
h. 23,4-0,001=2340: f. 4578 + =47
C.0,1-5423=___ :100 0. 1256-_ =12+05
4167 =167:5 h.2-(134,56 - )=65

6. Un agricultor coseché 600,5 kilogramos de papas mas que el afio pasado. Si este afio cose-
ché 2.300,75 kilos de papas, ;cudnto cosechd el afio pasado?

/. Untambor de agua tiene capacidad para 45,75 litros. Durante la mafiana tenia cierta canti-
dad de agua, en la tarde le agregaron 11,9 litros méds. Si atin le faltan 2,5 litros para comple-
tarse, ;cudntos litros de agua tenfa el tambor en la mafiana?

8. Paulavaaunir dos trozos de cinta, uno de color azul y otro de color rojo. El trozo azul mide
40,8 centimetros y el rojo mide 5,6 centimetros mds que el azul. ; Cudntos centimetros me-
dird la cinta que formara Paula?

Capitulo VIIl: Decimales 395



396

9.

10.

1.

12.

13.

14,

15.

Calcule el perimetro de un terreno que tiene la siguiente forma:

345m

345m 501m

3,02m

Marta tiene dos paquetes de harina en su cocina y el mds grande pesa 3,75 kilogramos. Si
el paquete mas grande pesa 0,8 kilos mds que el paquete de menor peso, ;cudntos kilos de
harina hay entre los dos paquetes?

Un metro de tela cuesta $2.800, ;cudnto se debe pagar por 3,75 metros de esta tela?

Lucas, usando una escalera, pudo medir las 3% partes de un 6,45, que corresponden a 1,8
metros. ;Cudl es la longitud del poste completo?

Martin corrié 3,8 kilometros el dia martes y el miércoles corrié 1,5 veces lo del martes.
;Cuantos kilémetros corrid el miércoles?

Algunas curiosidades sobre expansiones decimales:

a. Compare las expansiones decimales de 1/7,2/7,3/7,4/7,5/7 y 6/7.

D. Compare ahora las expansiones decimales de 1/39, 2/39, ..., 38/39. Utilice una
calculadora.

C. Considere una fraccién tal que su expansién decimal tiene un periodo de largo par, por
ejemplo, 5/13. Muestre que si se suma la primera mitad del perfodo con la segunda mitad,
se obtiene un nuimero que tiene solo varios 9. Este es un hecho general llamado Teorema de
Midy.

1 1
+
a-0,75 a-0,25

Sia=0,625, ;cudl es el valor de : ?
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Capitulo

IX Razones, proporciones y porcentajes

Introduccion

Los términos razén, proporcion y porcentaje forman parte de un vocabula-
rio de frecuente uso social, presente en la prensa y también en articulos de divul-
gacion cientifica. Usamos expresiones como: “El IPC fue 0,3% el tiltimo aflo’, “la
tasa de desempleo el tltimo semestre es del 7%, “3 de cada 10 nifios obtuvieron
un nivel basico de desempefio en la tltima prueba de Matemaética’, etc. Estas
nociones matematicas estan relacionadas, pues todas ellas hacen referencia a la

comparacion de dos cantidades a través de un cociente.

La comprensién y dominio de estos temas es de gran utilidad en la vida
diaria, por ejemplo, en acciones como: entender qué significa la tasa de interés
de un banco, calcular el descuento en una tienda, efectuar un cambio entre dos
tipos de moneda, leer un plano a escala, calcular un aumento de sueldo, calcular
los impuestos que se deben pagar, etc. Esta estrecha relacién entre los conceptos
matemadticos de razon, proporcién y porcentaje, y los contextos en que se usan
pueden constituir una dificultad al estudiarlos.

En el presente capitulo abordaremos el estudio de razones, proporciones y
porcentajes, y la aplicacion de estos conceptos para plantear y resolver proble-
mas con contexto. Para esto tltimo, usaremos tanto diagramas de barra como
desarrollos algebraicos que involucran fracciones y nimeros decimales. Al final
del capitulo, discutiremos algunos aspectos del uso de la calculadora, que puede
ser de utilidad al abordar estos contenidos.

También haremos una introduccion a los conceptos de proporcionalidad
directa e inversa, los cuales describen relaciones entre variables. Este tema se
estudia con mayor detalle en el Capitulo IV del texto Algebra de esta coleccién.

Aligual que en los capitulos anteriores, se estudiaran las dificultades y los
posibles errores asociados al trabajo con estos conceptos.
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Razones, proporciones y porcentajes

1. Razones y proporciones

Las razones aparecen cuando queremos comparar dos cantidades. Cuando hablemos de
cantidad, nos estaremos refiriendo a un niimero que tiene asociada una cierta unidad de medida,
por ejemplo, 3 kilos, 50 manzanas, etc.

Una razdn expresa una relacién entre dos cantidades que se miden en las mismas unidades.
Diremos que dos cantidades p y g estdn en la razén p : ¢ si por cada p unidades de la primera
cantidad hay g unidades de la segunda. Larazén p: g se lee “pesaq’.

La razon entre dos cantidades no es un niimero, sin embargo, podemos asociar a la razén

p: qlafracciéon ﬁ. Esta fraccion expresa que 1 unidad de la primera cantidad corresponde a 2

q
unidades de la segunda.

Notamos que al comparar dos cantidades que se miden en las mismas unidades, la razén no
tiene unidad de medida. Por ejemplo, en el caso de los drboles decimos que las alturas estdn en
razdén de 3 : 2, independiente si estas estan expresadas en metros, centimetros, pies, etc.

Muchas veces también es necesario comparar cantidades de distinta naturaleza por medio
de un cociente. Este cociente se denomina razdn de cambio. Por ejemplo, la velocidad promedio
de un objeto es una razon de cambio. Esta expresa cuantas unidades de distancia se recorren por
cada unidad de tiempo transcurrido. Por ejemplo, si un objeto recorre 30 kildmetros en 2 horas,
su velocidad promedio es 15 km/h.

En este capitulo, trataremos razones y no razones de cambio. El trabajo con razones de cam-
bio es similar al trabajo con razones, pero en el primer caso se deben indicar las unidades de las
cantidades involucradas, las cuales entregan unidades a la razén de cambio.

Para pensar

+Qué otras magnitudes fisicas se expresan a través de razones de cambio?

Ejemplos

1) Si se mezclan 2 kilos de harina con 1 kilo de azticar para hacer galletas, decimos
que larazon entre la cantidad de harina y la de azticar es de 2 : 1. También podemos
decir que la razén entre la cantidad de azticar y la de harinaes 1: 2.

2) Podemos considerar razones entre mds de dos cantidades. Por ejemplo, si para
formar una masa mezclamos 20 cucharadas de harina con 5 cucharadas de polvos
de hornear y 10 de azticar, decimos que la razdn entre la cantidad de harina, la de
polvos de hornear y la de azticar es 20: 5 : 10.

En el ejemplo anterior, podriamos haber dicho que la razén era de 4: 1: 2, considerando 5
cucharadas como unidad.

Capitulo IX: Razones, proporciones y porcentajes
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En general, si £ es un numero natural distinto de 0, p : g es lamisma razén que k-p: k-qy

que r .4 ,yaquelo que estamos haciendo en cada caso es cambiar la unidad de referencia. Esto

también se puede ver a través de la fraccién que representa la razon, pues:

b
p_pk_g
q 9k 4

k

Cuando la razon estd expresada con numeros naturales, decimos que estd en su forma mas
simple, si dichos niimeros no tienen factores en comun.

Ejercicios

1. Enun corral hay 250 patos y 125 gallinas. ;En qué razén se encuentran?

2. Juana tiene 20 afios de edad y Eugenio tiene el triple de la edad de Juana. ;En qué razén se en-
cuentran las edades de Juana y Eugenio?

3. Un pintor necesita mezclar dos colores de pintura para obtener un tercer color, en una razén de
3 es a 2. Sitiene 30 litros del primer color, jcudntos litros necesita del segundo color?

En muchas situaciones se conoce la razén entre dos cantidades, y una de las cantidades. A
partir de esto, podemos averiguar el valor de la otra cantidad. Por ejemplo, si la razdn entre los
nifios y las nifias en una sala es de 3 : 2, y se sabe que hay 30 nifios, para encontrar la cantidad de
nifias que hay en la sala, podemos establecer una igualdad entre las razones 3: 2y 30 : x, donde
x expresa la cantidad de nifias. Esto se puede escribir como una igualdad entre dos fracciones:

330
2 x
De donde obtenemos que x = 20, es decir, hay 20 nifias.
Cuando se tiene una igualdad entre dos razones, diremos que tenemos una proporcion.

Veamos ejemplos de problemas que involucran el uso de razones y proporciones.

Ejemplos
1) La razon entre vacas y ovejas en una granja es de 7 : 3. Se sabe, ademds, que hay 8
vacas mas que ovejas. ;Cudntos de estos animales hay en total?

Podemos resolver este ejemplo usando un diagrama de barras, como los que hemos
usado en los capitulos anteriores.

Como la razdn entre la cantidad de vacas y la de ovejas es 7 : 3, si representamos
la cantidad de vacas como una barra dividida en 7 partes, entonces la cantidad de
ovejas se puede representar como 3 de estas partes (o unidades).
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Vacas ‘

E unidad

Ovejas ‘ ‘ ‘ ‘

Cada unidad representa a una cierta cantidad de animales, ast:
4 unidades = 8 animales
1 unidad = 2 animales
10 unidades = 20 animales

Por lo tanto en total hay 20 animales, entre vacas y ovejas.

2) La razon entre perros y gatos en un refugio para animales es de 6 : 5. Si en total
suman 22 animales, ;cudntos gatos y cudntos perros hay?

Un diagrama de barras que permite representar el problema es el siguiente:
Perros Gatos

22 animales
En este caso, tenemos:
6 + 5 unidades = 22 animales
1 unidad = 2 animales
6 unidades = 12 animales
5 unidades = 10 animales
Por lo tanto, hay 12 perros y 10 gatos.

Otra forma de resolver el problema es utilizando una proporcién. Como la razén entre

6
los perros y gatos es = entonces la cantidad de perros serd 6 - k yla de gatos 5 - £, para

6-
algtin nimero £, luego g: ﬁ . De esta forma, como en el refugio hay 22 animales,
podemos establecer que:
6k+5k=22
11k=22
k=2

As, se tiene que la cantidad de perros en el refugio es 12 y la de gatos, 10.
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Observemos que en el tltimo ejemplo hemos usado dos técnicas distintas para resolverlo:
diagramas de barras y un procedimiento algebraico.

Sibien en un comienzo los diagramas de barras son ttiles para plantear y resolver problemas
que involucran razones y proporciones, vemos rapidamente que se vuelven dificiles de usar en
casos apenas mas complejos. Hay que tener en cuenta que aunque puede ser un buen ejercicio
para el profesor buscar un diagrama para una situacion dada, esto puede ser en si mismo més
dificil que el problema original.

Ejemplo

Se tienen dos niimeros en razén 9: 7. Luego de restarle 5 a cada uno, quedan en razén
3:2. ;Cuadles son esos nimeros?

Resolvamos el problema usando un procedimiento algebraico. Llamemos x a la uni-
dad. Entonces tenemos que el primer nimero es 9xy el segundo, 7x. Al restarle 5 a
cada uno de ellos, obtenemos la proporcion:

9x-5 3

7x-5 2

Resolviendo tenemos:
18x-10=21x-15
15-10=21x- 18x

5=3x
5
— =X
3

Por lo tanto, el primer numero es 9x = 9 =15 y el segundo nimero es

w | ot

35

Tx="17

w |

La resolucién de ecuaciones es abordada en el Capitulo IT del texto Algebra de esta coleccion.

En resumen

Una razén es una comparacion por cociente entre dos cantidades medidas en las mismas
unidades. Una proporcién es una igualdad entre dos razones.
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1.1 Proporcionalidad directa

En muchas situaciones de nuestra vida cotidiana hay variables que se relacionan entre si, de
forma que, para cualquier valor de ellas, el cociente se mantiene constante. Por ejemplo, si el costo
de sacar una fotocopia es $20, si se sacan 2 fotocopias el costo es $40, y el costo de sacar 5 fotoco-
pias es $100. Una forma de representar esta situacion es a través de una tabla como la siguiente:

Cantidad de fotocopias Costo ($)
1 20

40

60

80

100

120

SO BN

Tabla IX.1.

Dos variables x e y, tal que el cociente entre ellas se mantiene constante, se dirdn directa-
mente proporcionales.

Volviendo al ejemplo anterior, observemos que si multiplicamos por 20 cualquier valor de
la primera columna, obtenemos el valor de la segunda columna. Este niimero se denomina corns-
tante de proporcionalidad. Si x denota la cantidad de fotocopias e y el costo en pesos, entonces

1
¥=20-x,ytambién x = 2 y. Veamos otro ejemplo de proporcionalidad directa.

Ejemplo
En una fébrica se almacena agua mineral en bidones de 5 litros de capacidad. ; Cudn-
tos litros de agua se almacenan en 4 bidones?, ;y en 10 bidones?

Observemos que las variables del problema son el ntimero de bidones y la cantidad de
litros de agua mineral que contienen. Sabemos que 1 bidén contiene 5 litros de agua
mineral, por tanto, podemos establecer la siguiente relacion:

Cantidad de bidones Cantidad de agua mineral (litros)
5

10

15

20

25

10 50

QU |h W ||~

La constante de proporcionalidad, en este caso, es 5. Luego, para determinar la canti-
dad de litros de agua que hay almacenada en 4 bidones, basta calcular 4 - 5 litros = 20
litros. Del mismo modo, para determinar el agua almacenada en 10 bidones, se debe
calcular 10 - 5 litros = 50 litros.

Capitulo IX: Razones, proporciones y porcentajes
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Otra manera de abordar el problema es notar que para determinar la cantidad de agua
que hay en 20 bidones, basta con duplicar la cantidad de agua que hay en 10 bidones,
estableciendo que en 20 bidones hay 100 litros. De la misma forma, para determinar
la cantidad de agua que hay en 15 bidones, podemos sumar la cantidad que hay al-
macenada en 10 bidones y en 5 bidones. Asf, se tiene que en 15 bidones hay 50 + 25
litros de agua, es decir, 75 litros. Esta manera de abordar el problema puede ser til
cuando no queramos calcular la constante de proporcionalidad.

Ejemplos de situaciones de proporcionalidad directa:

o La cantidad de unidades de un cierto producto en una compra y el precio que se debe
pagar por ellos.

« El peso total de varios objetos iguales y el niimero de objetos.
o El perimetro de una circunferencia y su didmetro.
« El dngulo correspondiente a un sector circular y su drea.

« Ladistancia que recorre un mévil y el tiempo que demora en hacerlo cuando la velocidad
se mantiene constante.

o Larelacion entre la distancia trazada en un mapa o plano y la distancia real que repre-
senta.

Existen otras relaciones que se pueden establecer entre dos variables, pero estas no necesa-
riamente son de proporcionalidad directa. Por ejemplo, un nifio mide 1,30 metros de altura a sus
10 afios de edad y 1,43 metros, un afio después. Si suponemos que hay una relaciéon de proporcio-
nalidad directa entre las variables edad del nifio y estatura, podriamos pensar que a los 12 afios
medird 1,56 metros, por lo que a los 20 afios mediria 2,6 metros, lo cual no es razonable.

Ejemplos de situaciones que no son de proporcionalidad directa:

o El drea de un cuadrado y la longitud de su lado.

o La cantidad de paginas que tiene un texto y la cantidad de horas que se demora una per-
sona en comprender su contenido.

o Las edades de un padre y un hijo.
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1.2 Proporcionalidad inversa

Supongamos que en una tienda de mascotas alimentan a los perros de razas pequefias con
una racion similar todos los dias y cuentan con alimento para alimentar a 5 perros durante 10
dias. Si a la tienda llegan 5 perros mds, estd claro que la cantidad de alimento ya no alcanzara
para los mismos 10 dias. Como son mas perros, el alimento alcanzard para menos dias. Podemos
establecer una relacion entre las variables involucradas en el problema, tal como se muestra en
la Tabla IX.2.

Cantidad de perros Duracién alimento (dias)
1 50
5 10
10 5
15 3,3
20 2,5
Tabla IX.2.

Observemos que, en este caso, al aumentar la cantidad de perros la duracién del alimento en
dfas disminuye. También notemos que el producto entre los valores de las variables en cada fila
de la tabla se mantiene constante, y es 50.

Diremos que dos variables x e y son inversamente proporcionales si su producto se mantiene
constante. El producto & se denomina constante de proporcionalidad y se tiene que x - y = . En
el ejemplo anterior, las cantidades involucradas eran inversamente proporcionales con & = 50.

Ejemplo

En una imprenta hay dos méaquinas funcionando para imprimir afiches de tamano
doble oficio. Las 2 maquinas en 1 hora imprimen 100 afiches. ; Cudnto tiempo demo-
raran 3 maquinas del mismo tipo en imprimir 100 afiches?, ;y 4 maquinas?

Para establecer la relacién entre las variables cantidad de maquinas y tiempo que
utilizan para imprimir 100 afiches, construiremos una tabla. De esta forma, se tiene:

Cantidad de maquinas Tiempo (horas)
1 2
2 1
3 0,66
4 0,5
10 0,2

El producto entre los valores de las variables involucradas en el problema es siempre
constante y, en este caso, es 2.
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Para pensar

¢De qué manera se puede interpretar una relacién de proporcionalidad inversa como
una relacion de proporcionalidad directa?

Ejemplos de situaciones de proporcionalidad inversa:

o Elntimero de llaves de agua que llenan un estanque y el tiempo que demoran en hacerlo.

o El niimero de méaquinas que elaboran un producto y la cantidad de productos que elabo-
ran en 1 hora.

o Lalongitud de los lados de un rectangulo cuando el drea se mantiene constante.

o Lavelocidad de un mévil y el tiempo que demora en recorrer una distancia fija.

En resumen

« Diremos que dos variables x e y se dicen directamente proporcionales si el cociente entre
ellas se mantiene constante, es decir: J_ k.

X
» Diremos que dos variables x e y son inversamente proporcionales si el producto entre
ellas se mantiene constante, es decir: x - y = .

Ejercicios de la seccion

1. Resuelva las siguientes situaciones usando un diagrama de barras.

a. La razdn entre camisas de manga corta y camisas de manga larga, que se confeccionan en
una fabrica, es de 100 : 50. Se sabe ademds que hay 200 camisas mds de manga corta que de
manga larga. ; Cudntas camisas confecciona la fibrica?

D. Enun almacén tienen helados de agua y helados de leche en una razén de 21 : 9. Se sabe que
tienen en stock 24 helados mas de agua que de leche. ;Cudntos helados tienen en stock?

C. En un curso la razén entre estudiantes aprobados en Matemadtica versus estudiantes repro-
bados es de 10 : 4. Se sabe que hay 12 estudiantes mds aprobados que reprobados. ;Cudntos
estudiantes hay en total?

2. Se hizo un mapa a una escala de 1 : 1.000. Enuncie un ejemplo que permita comprender el
significado de la razén 1 : 1.000 usando el mapa.

3. En un restaurante hay dos salas ocupadas con clientes. En la sala A hay 45 hombres y 60
mujeres y en la sala B hay 32 hombres y 44 mujeres.
a. Escriba la razén entre la cantidad de hombres y mujeres que hay en la sala A.
D. Escriba la razon entre la cantidad de hombres y mujeres que hay en la sala B.

C. Escriba la razén entre el total de hombres y el total de mujeres que hay en ambas salas del
restaurante.
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Tres alumnos deben resolver el siguiente ejercicio:

Una urna contiene 5 bolitas rojas y 3 azules, y se le agregan 8 rojas y 4 azules. ;Cudl es la razon
actual entre bolitas rojas y azules?

Las respuestas obtenidas son

Estudiante 1: 5:3+8:4=13:7
20+24
Estudiante 2: 5 + 8 A “
3 4 12 12
Estudiante 3: (5+8):(3+4),que eslo mismo que 13: 7.

¢ Cudl es la respuesta correcta? Conjeture por qué se producen las otras dos respuestas in-
correctas.

Considere el problema: En una urna la razon entre bolitas rojas y azules es 3 : 7 y entre bolitas
azules y blancas es de 4 : 5. ;Cudl es la razon entre bolitas rojas y bolitas blancas?”

. . 3 4 12 S
Un estudiante dice que la respuesta es —-—=— " Decida si la respuesta es correcta o no, y
justifique su razonamiento. 75 3%

El costo de un dia de alojamiento en un hotel es $31.500. ;Cudnto debe pagar un turista si
se queda 5 dias en el hotel?

¢Cudles de los siguientes pares de magnitudes se relacionan a través de una proporciona-
lidad directa?

a. Lalongitud de la arista de un cubo y su volumen.

h. Lalongitud del lado de un cuadrado y su perimetro.

C. El costo de comprar un producto y la cantidad de unidades que se compran de él.

d. Edad y peso de una persona.

Cuatro maquinas aran un campo de 10 hectareas en 1 dfa. ;Cudnto demorard una sola
méaquina?

Capitulo IX: Razones, proporciones y porcentajes
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2. Porcentajes

Muchas veces necesitamos comunicar una razon entre cantidades, de forma tal que sea
facil de comprender. Por ejemplo, cuando se quiere comunicar que 1.872 personas, de un total de
4.800 de una comuna, votaron en la tltima eleccién municipal, no es muy 1itil sefialar que votaron

4.800 39
pero con denominador 100, en este caso, 100° Esta tltima fraccién nos dice directamente que de

del total. Una forma de facilitar la comprension es buscar una fraccion igual a la anterior,

100 personas votaron 39. Por convencion, se usa denominador 100 dada nuestra familiaridad con
el sistema de numeracién decimal, sin embargo, se podria haber elegido otro niimero.

Un porcentaje es una fracciéon con denominador 100. Para denotar un porcentaje se usa un

numero N seguido del simbolo %, para indicar el N por ciento (N%). Por ejemplo:

5
5% =——=0,05
100

Aligual que las fracciones, los porcentajes se pueden interpretar como operadores sobre otras
cantidades. Cuando nos referimos al 5% de algo, podemos interpretar que dividimos ese algo en
100 partes iguales y nos quedamos con 5 de esas partes. Tenemos entonces que:

100% = la unidad.
75% = tres cuartas partes de la unidad.
50% =la mitad de la unidad.
25% =un cuarto de la unidad.
10% = la décima parte de la unidad.
1% =la centésima parte de la unidad.
200% = el doble de la unidad.
250% = dos veces y media la unidad.
300% = el triple de la unidad.

Por ejemplo, decir que para un partido de fitbol solo el 50% de las entradas fueron vendidas
es lo mismo que decir que solo se vendieron la mitad de las entradas.

Los porcentajes permiten referirse a una parte de un todo, sin especificar la medida de este
todo. En el ejemplo de la venta de entradas, no sabemos cudntas entradas habia en total, pero
sabemos que de ellas se vendieron solo la mitad.

Veamos ejemplos en que se requiere calcular el porcentaje de una cantidad dada.
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Ejemplos

Razones, proporciones y porcentajes

1) En una tienda hay un descuento del 25% en un producto cuyo valor es de $32.500.
A cuanto dinero equivale el descuento?

Observemos que el todo es el valor total del producto, $32.500. Para representar la
situacién usaremos un diagrama de barras. Dibujamos una barra que corresponde
al precio total, la cual dividimos en 4 partes iguales, cada una de ellas represen-
tando el 25%.

$32.500
A

ﬁ_J

25 %

Asi, la cantidad de dinero que corresponde al 25% es:

25 1
25% de 32.500 =—-32.500 = —- 32.500 = 8.125
100 4

Por lo tanto, el descuento es de $8.125.
2) Calcule cudnto es el 35% de 80.

Observemos que para realizar este cdlculo hay mds de una forma de proceder.

80
Podemos argumentar que el 1% de 80 es 100 =0,8 y, por lo tanto, el 35% es
0,8-35=28.
Otra manera es usar directamente fracciones:

35 560
35% de 80= —-80=——=28
100 20
Si bien se pueden elegir los ejercicios para obtener nimeros “redondos”, en la prac-
tica el célculo de porcentajes estd asociado con el uso de decimales.

3) Por atrasarse en el pago, una cuenta que originalmente era de $185.000 fue recar-
gada en un 8,5%. ;De cudnto es la deuda actual?

Observemos que, en este caso, ademds de calcular el porcentaje que corresponde
auna cantidad, se debe sumar el resultado a la cantidad total. Se puede proceder
de las siguientes maneras:

Podemos argumentar que:

185.000

1% de 185.000 = =1.850

8,5% de 185.000 = 8,5 - 1.850 = 15.725

Capitulo IX: Razones, proporciones y porcentajes
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Ahora, a la cantidad original le sumamos el recargo y obtenemos:
$185.000 + $15.725 = $200.725

También podriamos haber escrito directamente:

185.000 8,5
185.000 + 8,5 =185.000- 1+ m =185.000 - (100% + 8,5%)
Entonces, si debia el 100% y se recarga el 8,5%, debe ahora el 108,5%. El monto adeu-
dado es:

108,5% - $185.000 = 1,085 - $185.000 = $200.725

Notemos que en el ejemplo anterior permitimos porcentajes con nimeros decimales. No hay
inconveniente para esto, ya que la siguiente es una fraccion valida:

85

85 10 85 e

8,5% = == =
100 100 1000

En la resolucién de problemas que involucran el calculo de porcentajes, puede ser conve-
niente el uso de la calculadora. Aun asi, en muchos casos nos vemos obligados a redondear los
resultados. Por ejemplo, en los problemas de dinero, puede no tener sentido un resultado que
involucre fracciones menores a la menor de las unidades del sistema monetario usado. También
en los problemas que involucran longitudes, areas o volimenes, hay que tener presente que el
resultado dado no exceda la precision de las cantidades originales. Al plantear los ejercicios a los
estudiantes, y para no complicar el razonamiento con consideraciones externas a la aritmética,
podemos establecer de antemano el niimero de cifras después de la coma que se utilizaran.

En los problemas anteriores resolvimos:
a%deb=x
Con la x como incdgnita.

Otro tipo de problemas que involucran el calculo de porcentajes son aquellos en que se cono-
ce el porcentaje y la cantidad correspondiente a dicho porcentaje, pero se desconoce la cantidad
total. Este tipo de situaciones puede tener un grado de dificultad mayor que las vistas anterior-
mente. El uso de diagramas de barras puede ser una herramienta eficaz para comprender el pro-
blema. Veamos algunos ejemplos.
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Razones, proporciones y porcentajes

Ejemplos
1) En una tienda el descuento que se aplica a un producto es 12%. Si el valor del des-
cuento es $5.230, ;cudl es el precio del producto sin descuento?

Para resolver el problema dibujaremos un diagrama de barras. Representemos el
costo total del producto con una barra y la cantidad que corresponde al 12% de
descuento como una parte de ella. Asi, se tiene:

¢ Costo total?
_N—
~ ~
$5.230
—
12 %

Luego, como $5.230 corresponde al 12%, para calcular el costo total podemos di-
vidir dicha cantidad por 12 y luego multiplicar el resultado obtenido por 100. De
esta forma, se tiene:
5230 . 436
12
436 - 100 = 43.600.
La expresion numérica que permite encontrar la solucion del problema de manera

directa es:
2 2 2 2
5 30‘100:5 30 5230 5 30:43.600
12 12 12% 0,12
100
Lo que corresponde a dividir por 0,12 la cantidad del descuento. Asi, el precio ori-
ginal es $43.600.

2) En la misma tienda se aplico el 15% de descuento a otro producto. El precio de
oferta es $15.900. ;Cudl es el precio del producto sin descuento?

En este problema conocemos el precio que se obtiene al restar el valor corres-
pondiente al 15% del precio inicial. Si dibujamos un diagrama para representar la
situacion, se tiene:

;Costo total?
AN
~ ~
$15.900
- _J/
VT
85%
Para resolver el problema, se puede dividir el precio de oferta por 85%, es decir,
por 0,85.
15.900 15900 15.900 15.900
_— = = = =~18.706
8 85% 0,85
100

Ast, el precio del producto sin descuento es $18.706.
En estos ejemplos resolvimos:

a%dex=c
Donde x es la incégnita del problema.
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La variedad de problemas relacionados con el calculo de porcentajes es amplia, solo enun-
ciamos algunos ejemplos simples donde el calculo del resultado es directo.

Veamos algunos ejemplos en que se desconoce el porcentaje calculado.

Ejemplos

Numeros - REFIP

1) Marfa gana $480.000 mensuales y Jaime gana $380.000. ;A qué porcentaje de lo que
gana Maria corresponde lo que gana Jaime?

Un diagrama que representa la situacion es el siguiente:

$480.000
AN
s N
X%
- /
VT
$380.000
Observemos que 480.000 corresponde al 100% y queremos ver a qué porcentaje
380.000
corresponde la parte 380.000. Por lo tanto, debemos calcular " 0,79="79%.

2) Maria gana $480.000 mensuales y Jaime gana $380.000. ;A qué porcentaje de lo que
gana Jaime corresponde lo que gana Marfa?

Este problema es similar al anterior, pero la cantidad de referencia es lo que gana
Jaime. Tenemos:

480.000

380.000

=1,26=126%

3) Maria gana $480.000 mensuales y Jaime gana $380.000. Entonces, Maria
gana % mas que Jaime.

En este caso, la unidad es lo que gana Jaime. Podemos proceder como en el caso
anterior y encontrar primero que Maria gana el 126% de lo que gana Jaime. Es decir,
Maria gana 26% mds que Jaime.

También podemos ver que Maria gana $100.000 mas que Jaime, lo cual comparado
con lo que él gana es:
100.000

380.000

=0,26 =26%

4) Marfa gana $480.000 mensuales y Jaime gana $380.000. Entonces, Jaime gana
% menos que Marfa.

En este caso, comparamos respecto a lo que gana Marfa. Habfamos calculado an-
teriormente que Jaime gana el 79% de lo que gana Marfa. Razonando que Maria
gana el 100%, entonces Jaime gana 100% — 79% = 21% menos que Marfa. O también
podemos calcularlo directamente as:

100.000
480.000

=0,21=21%



Razones, proporciones y porcentajes

Es importante leer cuidadosamente los problemas que involucran porcentajes, ya que peque-

fias variaciones en el enunciado producen problemas de diferente naturaleza.

En resumen

Los porcentajes son fracciones con denominador 100. Podemos encontrar muchos
contextos en los que se usan porcentajes. Tenemos 3 tipos de problemas bésicos de
porcentajes:

« Problemas donde la incégnita es la cantidad que resulta al calcular un porcentaje sobre

una cantidad inicial.

« Problemas donde la incdgnita es la cantidad inicial, y se conoce la cantidad resultante y

el porcentaje a la que esta corresponde.

« Problemas donde la incdgnita es el porcentaje que relaciona dos cantidades.

Ejercicios de la seccion

1.

Una persona tiene ahorrados $1.945.350. E1 24% de estos ahorros estan en una cuenta ban-
caria Ay el resto en una cuenta bancaria B. ;Cuanto dinero hay en la cuenta A? y ;cudnto
dinero hay en la cuenta B?

. Una persona tiene dinero ahorrado en dos cuentas bancarias A y B. El 24% de estos aho-

rros, correspondientes a $466.884, estan depositados en la cuenta A. ;Cudnto dinero tiene
ahorrado en total? y ;cudnto dinero hay en la cuenta B?

. Juan tiene $550 y Pedro tiene 25% mads que él. ;Cudnto dinero tiene Pedro?

Juan tiene $550 y el dinero que tiene Pedro corresponde al 125% del dinero que tiene Juan.
;Cuanto dinero tiene Pedro?

. En un colegio de la VII Regidn, se prevee que durante el préximo afio la matricula aumen-

tard en un 4%. Si en el colegio la matricula actual es de 540 estudiantes. ;A cudnto llegaria
la matricula el préximo afio?

El precio de un articulo se increment6 en un 5% y luego, en un 10%. Si el precio actual del
articulo es $3.200, ;cuédl era el precio antes de los incrementos?

Capitulo IX: Razones, proporciones y porcentajes
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3. Dificultades y posibles errores en el trabajo con razones,
proporciones y porcentajes

Las relaciones de proporcionalidad son un tipo particular de relacion entre dos variables.
En la Educacion Baésica, este tipo de relaciones son estudiadas con énfasis y muchas veces no se
ejemplifica otro tipo de relacion. Esto puede causar que cada vez que se encuentren con variables
relacionadas, los nifios y las nifias las clasifiquen como directamente proporcionales o inversa-
mente proporcionales. Por ejemplo, consideremos los siguientes problemas:

o Cuando un nifio tiene 12 arios, su padre tiene 32. ;Qué edad tendrd el padre cuando el hijo
tenga 24 arios?

En este caso la diferencia se mantiene constante en 20 afios, por lo tanto, el padre tendra
44 anos. Aunque las dos variables aumenten, esto no significa autométicamente que sea
proporcionalidad directa.

e De un tanque con 10.000 litros de agua, se saca agua con una motobomba a una velocidad
de 100 litros por minuto. ;Cudnta agua quedard en el tanque a los 10 minutos?

Alos 10 minutos, la motobomba habrd sacado 10 - 100 litros, por lo tanto, quedaran ain
9.000 litros de agua. En este caso, la variable tiempo aumenta y la variable cantidad de
agua en el tanque disminuye. Sin embargo, esto no es suficiente para decir que es una
proporcionalidad inversa.

Los problemas con razones, proporciones y porcentajes son siempre con contexto. Esto hace
que la comprension del enunciado sea, tal vez, la dificultad mayor en estos temas. Mds atin, en la
enseflanza muchas veces se plantean problemas que aparentan ser, o el enunciado induce a pen-
sarlo, de proporcionalidad directa o inversa, pero que frente a un analisis del contexto se descubre
que no pueden serlo. Veamos los siguientes problemas:

e Un trabajador pinta una pared en 2 horas. ;Cudnto demorardn 10 trabajadores en pintar la
misma pared?, ;y 100 trabajadores?

Podriamos pensar, de manera razonable, que dos trabajadores demoraran la mitad, es decir,
1 hora, y concluir que tenemos una proporcionalidad inversa. Sin embargo, no parece razo-
nable pensar que 10 trabajadores demoren 12 minutos, y mucho menos que 100 trabajado-
res demoren 1,2 minutos. El contexto del problema hace que esto sea imposible. Vemos, por
ejemplo, que los 100 trabajadores no podran trabajar simultdneamente en la misma pared.

e Una gallina pone 2 huevos en una hora, jcudntos pondrd en 10 horas?

El problema estd planteado como si fuera una proporcionalidad directa. Sin embargo, que
la gallina haya puesto 2 huevos en una hora no significa que en 10 horas ponga 20 huevos.

En ocasiones el enunciado puede hacer caer en la tentacién de sumar o restar razones. Vea-
mos el siguiente problema:

o Se tienen dos urnas, Ay B, con bolitas blancas y negras. Cada urna tiene en total 30 bolitas.
En la urna A las bolitas blancas y negras estdn en una razon de 5 : 10, y en la urna B la razon
es de 4 : 6. Si se juntan todas las bolitas, ;cudl serd ahora la razén entre bolitas blancas y
negras?
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, 5 4 7 . . ) .
Seria un error sumar o + . = 5 y decir que ahora larazén es de 7: 6. Larazén 5 : 10 dice

que por cada 5 bolitas blancas hay 10 negras en la urna 4, lo cual no tiene relacién con la
urna B. Para resolver el problema, notamos que en la urna A debe haber 10 bolitas blancas
y 20 negras, y en la urna B debe haber 12 blancas y 18 negras. Por lo tanto, al juntar las
bolitas tenemos 22 blancas y 38 negras. La razén entre bolitas blancas y negras es entonces
de 22 : 38 o simplificando de 11 : 19.

También es habitual tratar los porcentajes como si fueran cantidades. Consideremos los
siguientes problemas.

o El20% del territorio de Chile es apto para la viticultura y solo el 10% del territorio de Brasil
lo es. ;Cudl de los dos paises tiene mayor territorio apto para la viticultura?

Podriamos responder erréneamente que Chile tiene més territorio apto para la viticultura,
pues 20% es mayor que 10%. Sin embargo, el 20% del territorio de Chile es menos que el
10% del territorio de Brasil.

Una tienda de ropa tiene una liquidacion donde todos los productos estdn con 10% de des-
cuento sobre el precio marcado. Un cliente compra un articulo marcado a $100.000 con
una tarjeta de crédito que le devuelve el 10% de lo gastado. ;Cudnto serd el costo final del
articulo?

Serfa un error responder que se descuenta el 20% y, por lo tanto, el costo es de $80.000,
pues el segundo descuento se hace no sobre los $100.000 originales, sino sobre los $90.000
que quedan luego de aplicar el primer descuento. Es decir, primero se descuenta un 10%
de $100.000, que corresponde a $10.000, queda el precio en $90.000 y luego se descuentan
10% de $90.000, que corresponden a $9.000, con lo que el precio final queda en $81.000.

Una tarjeta comercial recarga mensualmente el 4% del total del saldo. Si la deuda original es
de $10.000 y no se hace ningiin pago, indique cudl serd la deuda a los 10 meses.

Es necesario componer el recargo y no sumar los porcentajes como si se refirieran a la mis-
ma cantidad. Es decir, serfa un error decir que en 10 meses el recargo serd del 40% y, por lo
tanto, la deuda serd de $14.000. Para calcular correctamente el recargo, debemos hacerlo
mes a mes: la deuda inicial es de $10.000, por lo tanto, al final del primer mes se transfor-
mard a (1,04) - 10.000. Al final del segundo mes serd de (1,04) - (1,04) - 10.000. Al final del
tercer mes serd de (1,04)* - 10.000. Al final del mes 10, seré de (1,04)"°- 10.000.Usando una
calculadora obtenemos que al final del mes 10 la deuda sera de aproximadamente $14.800.
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Ejercicio de la seccion

1. Considere los siguientes problemas que seran incluidos en un test de selecciéon mdltiple.
En cada caso disefie cuatro distractores, es decir, respuestas factibles pero incorrectas de
los nifios, para ser incluidos en las opciones de respuesta junto con la solucién correcta.
Justifique cada eleccién.

a. Un trabajador que gana $250.000 al mes, a comienzo de afio recibe un aumento del 4,5% y a
mitad de afio recibe otro aumento del 4,5%. ;Cudl fue el porcentaje de aumento total?

D. Un comerciante tiene una tinaja de aceite de 100 litros con una combinacién de aceite de
girasol y aceite de mani en una razon de 5 : 4. Tiene una segunda tinaja de 100 litros, pero en
este caso con una mezcla de aceites de girasol y de mani en una razén de 3 : 2. El comercian-
te junta el aceite de ambas tinajas y lo envasa en botellas de 1 litro. ;Cuél es la proporcion de
aceites en cada botella?

C. E1 3¢ A de un colegio tiene 50 alumnos, de los cuales el 20% va a clases caminando y el 3° B
tiene 60 alumnos, de los cuales solo el 15% camina al colegio. Del total de alumnos de los
Terceros Bésicos, ;qué porcentaje camina al colegio?
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4, La calculadora

Las calculadoras son aparatos que permiten realizar calculos aritméticos elementales con
nimeros decimales de manera rapida. Son usadas diariamente por personas que necesitan rea-
lizar muchos calculos aritméticos. Por ejemplo, comerciantes, cajeros, médicos, estudiantes de
Educacién Media, etc. La calculadora permite mantener la atencion en la tarea que se realiza y
no en la aritmética. Por esta misma razon, no es conveniente su uso cuando justamente se quiere
poner de manifiesto la aritmética, como es el caso de los estudiantes de Educacién Bésica. El
célculo aritmético usando lapiz y papel hace que los estudiantes desarrollen una comprension
intuitiva de los ndmeros y su aritmética, especialmente si los nimeros involucrados son elegidos
por el profesor para fomentar esta comprensién. Otro aspecto negativo del uso prematuro de la
calculadora es la dependencia que se crea en los estudiantes. Puede pasar que el estudiante olvide
las propiedades aritméticas elementales y que pierda el sentido de nimero.

Para pensar

+Cuando se justifica el uso de la calculadora en Educacion Basica?

El uso de la calculadora podria justificarse cuando los estudiantes ya dominan las operacio-
nes aritméticas y la complejidad o cantidad de los calculos involucrados hace que realizarlos a
mano desvie demasiado la atencién del problema que se estd resolviendo. Un ejemplo de esto es
el tema de razones, proporciones y porcentajes.

Las calculadoras surgen por la necesidad de realizar célculos complejos de manera expedita.
Podemos afirmar que las primeras calculadoras fueron los ébacos, usados por los sumerios y los
egipcios antes del 2.000 a. C. El uso del dbaco para realizar operaciones aritméticas se mantiene
aun en algunas regiones de Asia. Por ejemplo, en la Unién Soviética se dejo de usar en el comer-
cio recién en los afios 80. Actualmente, cuando hablamos de calculadora nos referimos a una
calculadora electrdnica que puede ser de varios tipos: calculadora bésica, calculadora cientifica,
calculadora graficadora o calculadora programable. Con los avances actuales en el desarrollo y
diseflo de chips, las diferencias entre estas calculadoras son cada vez menores. No es extrafio que
los teléfonos celulares cuenten con calculadora cientifica.

¢Como funciona una calculadora?

Veamos el tratamiento que hacen las calculadoras de los nimeros decimales. No nos deten-
dremos en el calculo formal con fracciones u otras funciones propias de una calculadora cientifica.

Si bien hay algunas variantes, una idea clave para entender cémo son tratados los nimeros
en una calculadora es la de “coma flotante”. El concepto es el siguiente. Consideremos por ejem-
plo el niimero 2.768,34589. Si se predetermina que se guarden los 6 digitos mas significativos del
numero, entonces estamos pensando en realidad en el ntimero 2768,34. Ahora, podemos expresar
esto como 2,76834 - 10% Para guardar este niimero, debemos recordar solamente los seis digitos
significativos y el exponente del 10. Con esta forma de guardar los niimeros, solo se puede repre-
sentar un conjunto finito de ndmeros. Si aceptamos solo seis digitos significativos, tenemos que,
por ejemplo, entre 2,76834 - 10° y 2,76835 - 10° no se puede representar ningtin nimero. Se puede
ver que cuanto mas nos alejamos del 0, los niimeros que se pueden representar estan cada vez
mas separados.
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Esto hace que al realizar operaciones con nimeros que sobrepasan la cantidad de digitos
significativos predeterminada, los resultados comienzan a aproximarse. Supongamos, por sim-
plicidad, que nuestra calculadora trabaja con seis cifras significativas. Se pueden generar errores
del tipo:

1
3 3=3,33333-10""-3=9,99999-10"" =0,999999

Aunque algunas calculadoras estdn programadas para reconocer el problema y dar 1 como
respuesta. Otros errores son mas dificiles de reparar, por ejemplo la operacion:

1:((1:3)—3,33333-10" )= error

Ya que nuestra calculadora, con seis cifras significativas, entregaria un divisor igual a 0, cuando
en realidad tenemos:

1:((1:3)-3,33333-10" ) = 3.000.000

En general, las computadoras utilizan representacién en base 2 y no 10. En este caso, el digito
mads a laizquierda es siempre 1y no es necesario recordarlo explicitamente. Para un ejemplo més
general, consideremos el sistema de doble precisién (64 bits) usado por muchas computadoras.
Cada bit puede representar 0 o 1. En este caso se usan 52 bits para recordar los 53 digitos mds sig-
nificativos del niimero (se sobreentiende que el primero es 1), 11 bits para el exponente del 2 y un
bit para el signo del nimero (+ o -). Esto corresponde a aproximadamente 16 digitos decimales.

Ejercicios del capitulo

1. Enun colegio la razdn entre nifios y nifias es 3 : 2.

a. $Cudl es la razdn entre los niflos y el total de estudiantes?

D. ;,Cudl es la razén entre las nifias y el total de estudiantes?

2. Cristébal tiene 1,64 metros de estatura y Pablo, su hermano mayor, 1,76 metros. ;Cudl es
la razén entre la estatura de Cristébal y de la Pablo?

3. En el cuerpo humano hay, aproximadamente, 0,9 kilogramos de masa muscular cada 2,26
kilogramos de masa total. Si una persona tiene una masa total de 62 kilogramos, ;cudnto
es su masa muscular?

4. Sesabe que en 1litro de leche, que pesa 1.030 gramos, el 12% de su peso corresponde a cre-
ma. Ademads, se sabe que el 32% del peso de la crema corresponde a mantequilla. ;Cuéntos
gramos de mantequilla se pueden obtener de 10 litros de leche?

5. Enuna tienda reparadora de ropa pusieron una publicidad con un 10% de descuento en el
arreglo de una prenda de vestir. La publicidad sefiala que se hard un 5% de descuento en
los materiales y un 5% en la mano de obra. Una persona sefiala que denunciard la tienda
por publicidad engarfiosa, ;es justa la denuncia? Justifique su respuesta.
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6. ¢Cuadl de las siguientes tablas de datos representa una relacion de proporcionalidad?

A 1 2 3 4 E 1 2 3 4
B 0,3 0,15 0,1 0,075 F 35 2,5 1,5 0,5
C 1 2 3 4 H 10 20 30 40
D 4 8 12 16 I 1,1 0,55 | 0366 | 0275

/. En una clinica de nutricién, dos tratamientos para bajar de peso A y B han sido probados
en dos grupos de personas, de edades y situacion clinica similares. Una vez finalizados los
tratamientos, se han obtenido los siguientes resultados:

Baja de peso Mantiene el peso
Tratamiento A 20 30
Tratamiento B 27 33

a. 4Cudl tratamiento es mas efectivo? Explique su respuesta.

h. ;Cuéntos pacientes deberfan haber mejorado en 4 y B, para que ambos tratamientos fueran
igualmente efectivos?

8. Considere la siguiente tabla:

10 100 1.000 20 200 2.000
1% 1 10
10% 1 100 20
100% 10 1.000 20 200
1.000% 100
2% 2 20 4
20% 4 40 400
200% 20 200
2.000% 400

a. Complete la tabla.

D. Seriale cudl o cudles de los casilleros anteriores resulta mas dificil completar para los nifios.
Justifique su respuesta.
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Capitulo

X Numeros enteros, decimales y reales

Introduccion

Los niimeros negativos se usan en situaciones donde hay un nivel de re-
ferencia, por ejemplo, en la temperatura, en la altura medida con respecto al
nivel del mar, etc. También muchas veces se interpretan como deudas: si 7 es
una cantidad de dinero, escribimos -z para indicar que esta cantidad se debe.
Sin embargo, la verdadera utilidad de trabajar con niimeros negativos es que
simplifican el manejo algebraico con expresiones que incorporan variables. Por
ejemplo, para resolver una ecuacion, esta se manipula sumando o restando canti-
dades desconocidas, sin preocuparnos mayormente si los ntimeros involucrados
son positivos o negativos.

Los nimeros reales se identifican con la recta numeérica, cada punto de la
recta numérica corresponde a un nimero real y viceversa. Por lo tanto, todos los
numeros naturales, las fracciones y los niimeros negativos, que seran aquellos
a laizquierda del 0, son nimeros reales. En particular, los nimeros reales a la
derecha del 0y el 0 corresponden a los niimeros decimales.

El punto esencial acerca de las operaciones con niimeros reales es que ellas
satisfacen todas las propiedades basicas de las operaciones con nimeros natu-
rales y fracciones. El enfoque que usaremos en este capitulo para trabajar con las
operaciones es distinto a lo que hemos hecho hasta el momento. Aceptaremos
que es posible definir la suma y la multiplicacién de niimeros reales de manera
que se satisfagan estas propiedades bésicas y que coincidan con las operaciones
ya definidas para las fracciones. A partir de estas propiedades, deduciremos otras
tales como: “al multiplicar dos niimeros negativos, el resultado es positivo’, que
el lector puede recordar de la Educacion Media.

En este capitulo estudiaremos algunos aspectos de los niimeros enteros,
racionales y reales, en particular su operatoria y orden. Los temas que abor-
daremos nos permitiran volver a estudiar las propiedades de las operaciones,
ganando comprension sobre su significado y sus consecuencias. Serd necesario
trabajar con expresiones que involucran variables, debido a que deduciremos
propiedades generales. En el Capitulo I del texto de Algebra de esta coleccién,
se aborda en detalle el trabajo con expresiones y también se discuten en profun-
didad las propiedades de las operaciones, revisitando y ahondando en algunos
temas que abordaremos en este capitulo.
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1. Larecta numérica

Recordemos que la recta numérica es una recta graduada en la cual se distingue un punto,
el 0, y otro punto que identificamos con 1, que se marca a la derecha del 0. La longitud de este
segmento se fija como la unidad de medida y usdndola graduamos la recta como se muestra
a continuacion:

I »
T L4

01 2 3 4 5 6

Figura X 1.

Como vimos anteriormente, los nimeros se identifican con puntos en la recta numérica. Habla-
remos indistintamente de punto en la recta numérica o de nimero.

Los niimeros naturales se ubican en la recta numérica a la derecha del 0, incluyéndolo, y son
aquellos en que la longitud del segmento definido por 0 y el punto es un multiplo de la unidad.
Por ejemplo, el nimero 5 estd representado por un punto en la recta, de manera que la longitud
del segmento entre el 0 y el 5 tenga 5 unidades.

Figura X.2.

Una vez que estd fija la unidad o el segmento unitario, podemos ubicar en la recta a las fracciones
y, en general, a los nimeros decimales (con expansion decimal finita o infinita), que como vimos
en el Capitulo VIII son todos los puntos de la recta numérica a la derecha del 0.

A todos los nimeros en la recta numérica los llamaremos nzimeros reales. Observemos que
para identificar un niimero en la recta no es suficiente entregar la longitud del segmento entre 0
y el niimero, sino que tenemos que indicar también a qué lado del 0 estd. Esto se hace a través del
signo. Por ejemplo, el numero -5 se identifica con el punto de la recta a la izquierda de 0, tal que el
largo del segmento entre este punto y 0 es 5.

Figura X.3.
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En general, si a es un nimero real a la derecha del 0, entonces -a serd el niimero a la izquierda
del 0, tal que el largo del segmento entre este nimero y 0 sea a. Al usar el signo, podemos distinguir
los nimeros reales considerando no solo su distancia al origen, sino que también su ubicacién
con respecto a él. Diremos que los ntimeros a y -a son opuestos.

Definicion X.1 Para a, un nimero cualquiera de la recta numérica, definimos su
opuesto, que denotamos por -a, como su punto simétrico con res-
pecto al 0.

Tenemos que la longitud del segmento entre el 0 y a es igual a la del segmento entre el 0y -a.
Si a estd ala derecha del 0, entonces -a estara a la izquierda, mientras que si a esta a la izquierda
de 0, -a estard a la derecha. También se tiene que -0 = 0.

v

v

Figura X 4.

El signo - que aparece en -a es una manera de indicar que es el opuesto de a y, por el momen-
to, no tiene ninguna relacion con la resta. Mds adelante trataremos ese tema.

Ejercicio

Ubique los siguientes niimeros en la recta numérica:
a. -4,5

D. -0,5

c. -(-5)
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A partir de la definicién, vemos que si tomamos el opuesto del opuesto de un niimero, obte-
nemos el mismo ndmero. Es decir, para cualquier nimero real a, -(-a) = a.

-~

ST S
Q4+
v

Figura X.5.

No debemos confundir esta propiedad con (-1) - (-a) = a, ya que -(-a) = a hace referencia a
tomar el opuesto de un niimero en la recta y no a la multiplicacién por (-1). Sin embargo, en la
Seccion 3 veremos que ambas propiedades estan relacionadas.

Definimos los nimeros enteros como aquellos que son nimeros naturales u opuestos de los
nimeros naturales. De manera similar, definimos los nzimeros racionales como aquellos que son
fracciones u opuestos de las fracciones. Por ejemplo:

e -3 es un nimero entero y también racional.

- es un nimero racional, pero no entero.
2 ) .

e -— es un numero racional, pero no entero.
11

« /2 es un niimero real, pero no es racional.

Al identificar los nimeros en la recta numérica podemos ordenarlos, extendiendo la nocién
de orden a los niimeros enteros, racionales y reales. Diremos que a < b si a estd a la izquierda de b.

a<b

Figura X.6.
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Por ejemplo, -5 < -3, como se muestra en la figura:

-5<-3

v

Figura X.7.

A partir del orden de los niimeros, podemos definir cuando un ntimero es positivo o negativo.

Definicion X.2 Un ntmero real a es positivo si a > 0, es decir, si esta a la derecha del 0.
De manera andloga, decimos que un niimero real a es negativo sia < 0,
es decir, si esta a la izquierda de 0.

b<0 a>0

v

Figura X.8.

Por la definicion de opuesto, vemos que si a > 0, entonces -a < 0. Reciprocamente, si a < 0, enton-
ces -a > 0. Por ejemplo, -5<0y-(-5) =5>0.

Es importante enfatizar que -a no siempre denota un niimero negativo. El error de hacer esta
suposicion estd muy arraigado en la Educacién Media. La manera de leer -a como ‘el negativo de
a’ 0 “menos a” contribuye a pensar que siempre estamos hablando de un ntiimero negativo, lo que
puede ser falso. Si a = -4, entonces -a = 4, que es un nimero positivo.

Ejercicio
Las siguientes rectas numéricas indican la ubicacion de los nimeros a, b, ¢y d o de sus opues-
tos. Para cada caso, ordene de mayor a menor: a, b, cy d.

a.
| —t | 1 4
d < 0 -b a
b.
| | | | 1 4
d b 0 - -a
C.
| | | | —>
-c a 0 d -b
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El siguiente teorema establece que al tomar el opuesto, se invierte el orden.

Teorema X.1

Sean a y b dos niimeros reales, si a < b, entonces -b < -a.

Demostracion

Debemos considerar varios casos:
a) ay b positivos.

h) ay b negativos.

)
)
C) anegativo y b positivo.
d) anegativoy b = 0.

)

e) a =0y b positivo.

Supongamos que estamos en el caso d), es decir, a y b son positivos. Eso significa que el
segmento entre 0 y b tiene mayor longitud que el segmento entre 0 y a. Por lo tanto, el seg-
mento entre -b y 0 tiene mayor longitud que el segmento entre -a y 0, de donde -b estd a la
izquierda de -a. Esto se ilustra en la siguiente figura:

Figura X.9.

Para el caso D), que se ilustra en la figura a continuacion, se puede argumentar de manera
similar y queda de ejercicio para el lector.

Figura X.10.

Si se tiene C), es decir,a < 0y b > 0, entonces -a > 0y -b < 0, por lo que -b < -a, como se mues-
tra en la siguiente figura:

v

Figura X.11.

Cuando se cumple d), tenemos que como a es negativo, entonces -a es positivo, por lo que
-b = 0 < -a. Similarmente, se puede verificar la propiedad en el caso €).

Capitulo X: Niimeros enteros, decimales y reales
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~
Definicién X.3 Para un nimero real a, se define su valor absoluto, que se anota por

|al, como:
o |a|=asia>0.
o |a|=-assia<0.

o |a|=0,sia=0.

)

El valor absoluto de un nimero a entrega el largo del segmento definido por el niimero a y
0. En particular, |a| = |-a].

Enla figura a continuacion, se ilustra el significado del valor absoluto:

|b| = -b la| =a

N A
Y
0

v

ST N
S + “

Figura X.12

Si dos niimeros tienen el mismo valor absoluto, entonces, o bien son iguales, o uno es el
opuesto del otro. También tenemos que el valor absoluto de un niimero es 0 solo en el caso de

que el nimero sea 0.

En resumen

o Los niimeros reales se identifican con los puntos de la recta numérica.

o Para cada nimero real a, se define su opuesto -a como aquel punto simétrico con respec-

to al 0. Se tiene que -(-a) = a.
 Un ntimero se dice entero si es un nimero natural o el opuesto de un niimero natural.

 Un nimero se dice racional si es una fraccion o el opuesto de una fraccion.

o Se puede extender el orden a los niimeros reales. Si dos nimeros reales satisfacen
a < b, entonces sus opuestos satisfacen -b < -a; es decir, tomar el opuesto invierte el orden.
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CAPITULO

10

Numeros enteros, decimales y reales

Ejercicios de la seccion

1. Ordene los siguientes numeros reales de mayor a menor:

2 3
4. -05:-2; -—; -— y 13.
379 Yy
b. -0,01: -(-0,1); -0,1; -1,01 y -1,001.

c. |-21); -20; 22y -|-20].

6 5
2. Calcule el valor absoluto de los siguientes niimeros: -1,2 ; = ; o ;-0,2y 0,1. Ubique en una

misma recta numérica cada uno de los niimeros y sus valores absolutos.

3. Encuentre 5 ntimeros reales que estén entre:

a. -0,04y0,01.

b. -1,1y-1,05.

6. ~y-2
9 7 7

4. Sean ay b dos niimeros reales.

Si |a| = |-b], ;qué puede decir de a'y b?

d.

D. Si|al <|b], sserd cierto que a < b?

C. Se sabe que a < b, jserd cierto que |a| < |b|?
d.

;Qué puede decir de los ntimeros |a| + a, |a| - ay -|a| + a? Distinga el caso en que a sea
negativo, positivo o 0.

5. En cada una de las siguientes rectas numéricas, ubique los niimeros 4, -, ¢, |a| y -|c|.

d.
1 1 1 1 4
b 0 -a -c
b.
1 1 1 1 4
b -a 0 -C
C.
1 1 1 1 >
-a -C 0 -b
d.
| | | —>
0 -a b -c
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2. La suma de numeros reales

En esta seccién estudiaremos la suma de nimeros reales. El enfoque que adoptaremos serd
distinto a como se ha trabajado con la suma en los otros capitulos del libro. Vamos a suponer que
la suma estd definida y que satisface las siguientes propiedades basicas:

Propiedad 1: (Conmutatividad) si a y & son dos niimeros reales, entonces a + b= b + a.
Propiedad 2: (Asociatividad) si a, b, ¢ son ntimeros reales, entonces a + (b + ¢) = (a + b) + c.

Propiedad 3: (Elemento neutro de la suma) si a es cualquier ntimero real, entonces a + 0 = a.

Como vimos en los Capitulos Il y VII, estas propiedades se cumplen para la suma de nimeros
naturales y fracciones. Adicionalmente, vamos a suponer que la suma de niimeros reales satisface
la siguiente propiedad:

Propiedad 4: (Elemento inverso para la suma) para cualquier niimero real a, se tiene que a + (-a) = 0.

Esta tltima propiedad es clave, pues nos permite relacionar la resta con la suma del opuesto.
Usaremos extensamente esta propiedad para deducir otras que nos permitan expresar la suma
de nimeros enteros y racionales en términos de la suma y la resta de naturales y fracciones.

Adicionalmente a las Propiedades 1, 2, 3 y 4, supondremos que si a y b son fracciones, enton-
ces la suma a + b coincide con la suma de fracciones que ya definimos. Esta propiedad nos dice
que esta suma es una extension de la operacion que ya conocemos.

Calculemos (-5) + (-6). La manera en que procederemos ilustrara el razonamiento que debe-
mos seguir para calcular la suma de dos niimeros negativos cualesquiera.

Usando la Propiedad 1 y la Propiedad 2 obtenemos:

((-5) +(-6)) + (5+6) = ((-5) + 5) + ((-6) + 6)

Y por las Propiedad 3 y 4 se tiene:
((-5) +(-6)) + (5+6) =((-5) + 5) + ((-6) + 6) = 0

Sumando a ambos lados de la igualdad -(5 + 6), deducimos que:

(((-5) + (-6)) + (5+6)) + (-(5+ 6)) =-(5+6)
Nuevamente, usando la Propiedad 2 se tiene que:

((-5) +(-6)) + ((5+6) + (-(5+6)) =~(5 + 6)

Como por la Propiedad 4 se tiene que ((5 + 6) + (-(5 + 6)) = 0, concluimos, usando la Pro-
piedad 3, que:

(-5) + (-6) = -(5 + 6) = -11

Veamos ahora cdmo calcular la suma 6 + (-4). Este caso corresponde a la suma de un niimero
positivo y uno negativo cuyo opuesto es menor que el sumando positivo. Vemos que si sumamos
4 a esta suma, obtenemos que:

6+(-4)+4=6+((-4)+4)=6
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Donde hemos usado las Propiedades 2 y 4. Por lo tanto, si sumamos 4 a 6 + (-4), obtenemos 6. Esto
mismo se cumple para la resta 6 — 4, si a esta le sumamos 4, obtenemos 6. Asi:

6-4+4=(6+(-4)+4

Ya que ambos lados de la igualdad son iguales a 6. Sumando (-4) a ambos lados de esta igualdad,
resulta:

(6-4)+4)+ (-4 =(6+(4)+4)+(-4)

Y, usando la propiedad asociativa concluimos que (6 — 4) =6 + (-4), porlo que 6 + (-4) =6 -4 =2.

Ejercicio

Calcule las siguientes sumas:

2 1
a =+ -—
3 8
D. -0,05 + 3,04

o -(23)+(-(59))

La suma a + (-b) generaliza la nocién de resta de dos nimeros. Recordemos que a — b
se define como el niimero que resuelve b +| | = a, es decir, aquel que al sumarlo a b se ob-
tiene a. Como:

b+(a+(-b)=a+((-b)+b)=a+0=a

Se tiene que a + (-b) satisface b + | |= a. Més atin, existe un solo ntimero que cumple esta propie-
dad. De hecho, si b + d = a, entonces:

b+d+(-b)=d+b+(-b)=a+(-b)
Y como d + b + (-b) = d, obtenemos que d = a + (-b).

Definiciéon X.4 Sean a y b dos nimeros reales, definimos la resta a — b = a + (-b).
Se tiene que a - b es el inico ndmero que al sumarlo a b se obtiene a.

Hemos definido la resta en términos de una suma: restar un niimero a otro es sumarle el
opuesto. También es posible expresar la suma de dos niimeros como una resta. De hecho:

a+b=a+(-(-b))=a-(-b)
Es decir, sumarle un niimero a otro es lo mismo que restarle el opuesto.

El préximo teorema expresa los opuestos de sumas y restas, en términos de sumas y restas
de los opuestos. Estas propiedades nos permitiran calcular sumas y restas de nimeros enteros
y racionales, ya que las expresardn en términos de sumas y restas de niimeros naturales o de
fracciones.
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Teorema X.2

Sean ay b nimeros reales. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:
a) (-a) + (-b) =-(a + b).
D) -(a-b)=b-a.

Demostracion
Para demostrar @) observamos que:
((ca)+(-b))+(a+b)=(-a)+(-b)+a+b=(-a)+a+(-b)+b=0
Sumando -(a + b) a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos:
(@) + (-0)) + (a+ b)) + (-(a+ b)) =(a+b)
Y como el lado izquierdo de esta igualdad es (-a) + (-b), pues (a + b) + (-(a + b)) = 0, deducimos que:
(-a)+(-b)=-(a+b)
Probemos ahora D). Por definicion, se tiene que -(a - b)=-(a + (-b)) y, usando a), tenemos que:
-(a+(-b))=-a+(-(-b))=-a+b.

Pues -(-b) = b. Concluimos entonces que -(a - b) =-a+b=b+(-a)=b - a.

Ejercicio

Justifique cada paso realizado en la demostracion anterior usando las Propiedades 1,2, 3y 4.

Veamos algunos ejemplos de sumas y restas que cubren las distintas posibilidades que pue-
den tener los nimeros involucrados.

Ejemplo
Calculemos las siguientes sumas y restas:
a) -5+ (-8)
5 4
b)-—+—
4 3
c) 9+(-10)
d)0,1-03

05 (3)
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Vemos que en la suma de la parte a) ambos sumandos son negativos. Para encontrar
la suma usamos la parte 2) del Teorema X.2:

5+(-8)=-(5+8)=-13

La suma en b) se puede escribir como una resta en donde el minuendo es mayor que
el sustraendo:

La suma de la parte c) también se puede expresar como una resta, pero en ella el
minuendo es menor que el sustraendo:

9+(-10)=9 - 10
Usando la parte h) del Teorema X.2, obtenemos que 9 - 10 =-(10 - 9) = -1.

En d) tenemos una resta en donde el minuendo es menor al sustraendo, asi que pro-
cedemos como en c) y obtenemos 0,1 - 0,3 =-(0,3 - 0,1) = -0,2.

El minuendo en la parte €) es positivo y el sustraendo es negativo. En este caso, nos

. 1 1 7
conviene expresar esta resta como una suma — — (3) =—+3=—.

2 2

Finalmente, en f) tenemos una resta donde tanto el minuendo como el sustraendo
son negativos. En este caso, podemos escribir la resta como una suma y luego aplicar

1
la parte a) del Teorema X.2, para obtener que - 7 3= z + (—3) __ 7 +3 = D .
4 4 4 4

Ejercicio

Calcule las siguientes sumas indicando las propiedades de la suma y resta que utilice.

a. -0,04 + 0,005

2 4 2
b -=+—+ -=
5 7 3
c.(-1-5)+9

d. -1,02 - (0,03 - 0,5)

A continuacién, vamos a representar la suma de dos nimeros reales a y b, en la recta numé-
rica. Notamos que si b = 0, entonces a + b = a; si b = -a, tenemos que a + b = 0; y si a = 0, tenemos
a+ b = b. Por lo tanto, basta considerar que b # 0y b # -a. Supongamos ahora que a > 0. Vamos a
distinguir tres casos:

Caso1l: b>0.
Caso2: b<0ya>-b.
Caso3: b<0ya<-b.
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Analizamos, a continuacién, cada uno de estos casos:

Caso 1: cuando a > 0y b > 0 estamos en la situacion usual. En este caso, la suma a + b se identifica
con la yuxtaposicion de los segmentos de largo a y b, tal como se muestra en la siguiente figura:

a
A
r \
1 1 4
0 a
b
_—
1 1 4
0 b
a b
A A
r Y \
| — ; >
0 b a a+b
Figura X.13.

Vemos que para encontrar a + b en este caso, partimos de a y nos movemos b unidades hacia
la derecha.

Figura X.14.
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Caso 2:sia >0y b <0cona>-b, entonces nos conviene escribir a + b = a - (-b), es decir, la resta
entre ay -b. Observamos que en este caso el largo del segmento entre 0y b es -b.

a
A
~
‘ 4
a
>
a
N
~
A )
v ! Y
a-(-b) L b
1 ? 1 >
-b a+b a
Figura X.15.

Para ubicar a + b cuando b es negativo, partimos de a y nos movernos -b unidades hacia

laizquierda.

v

Figura X 16.
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Caso3:sia> b, b<0ya<-b,nos conviene escribir a + b = -(-b — a). Observamos que a + b es
negativo y su valor absoluto es -b - a.

a
A
r )
1 1 >
0 a
-b
AN
r N
i \ 14
b 0
-b
N
r N
L A )
! Y Y
i -b-a a
E 1 1 >
a+b 0 a
Figura X.17.

Aligual que en el caso anterior, para ubicar a + b partimos de a y nos movernos -b unidades
hacia la izquierda.

v

Figura X18.
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Resumiendo, para ubicar la suma a + b en la recta numérica debemos:

o Partir de a y movernos b unidades hacia la derecha, si b > 0.

o Partir de a y movernos -6 unidades hacia la izquierda, si b < 0.

b>0
b
i 1 >
a a+b
b<0
-b
N
r N\
i 1 >
a+b a
Figura X.19.

Esto lo justificamos solamente para el caso en que a sea positivo. Queda como ejercicio
para el lector verificar que este procedimiento entrega la ubicacién de a + b también en el caso
enqueac<0.

Para ubicar a - b en la recta numérica, basta con usar que a — b = a + (-b). Asi, para ubicar
a - b debemos:

o Partir de a y movernos b unidades hacia la izquierda, si & > 0.

« Partir de a y movernos -b unidades hacia la derecha, si b < 0.

b>0
b
i 1 >
a-b a
b<0
-b
i 1 >
a a-b
Figura X.20
Para pensar

También se pueden interpretar los nimeros reales como segmentos que tienen un sentido.
Esto usualmente se anota como una flecha cuyo largo es el valor absoluto del nimero, la
cual apunta a la derecha, si el nimero es positivo, y alaizquierda, si el nimero es negativo.
Explique cémo visualizar la suma y la resta de niimeros reales usando esta interpretacion.
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Aligual que con numeros naturales, al sumar un niimero a ambos lados de una desigualdad
esta se mantiene. Es decir, si a, b y ¢ son niimeros reales, entonces:

Sia<bsetienequea+c<b+c.

Esta propiedad se cumple, pues de la discusién anterior vimos que si sumamos ¢ a ambos
niimeros, nos movemos |¢| unidades hacia la derecha o la izquierda partiendo de a o de b. Por lo
tanto, si a estd a la izquierda de b, se tendrd que a + c estard a la izquierda de & + c.

c>0 c
c
AL N
r 7 D) \
i i i i 4
a b a+c b+c
c<0
-Cc -C
| | | | >
a+c a b+c b
Figura X21.
En resumen

« La suma de niimeros reales satisface las siguientes propiedades basicas:

1. Siay bson dos nimeros reales, entonces a + b =b + a.
2. Sia, by cson nimeros reales, entonces a + (b + ¢) = (a + b) + c.
3. Siaes cualquier nimero real, entonces a + 0 = a.

4. Para cualquier niimero real a, se tiene que a + (-a) = 0.
o Laresta de dos niimeros a — b se define como a + (-b).

« Usando las propiedades bésicas, se puede expresar la suma y la resta de niimeros racio-
nales, (enteros) en términos de la suma y la resta de fracciones (naturales) y sus opuestos.

o Sumar un numero ¢ a ambos lados de la desigualdad a < b la preserva. Es decir,
a+c<b+ec
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1.

Ndmeros enteros, decimales y reales

En el caso en que a < 0, explique por qué para ubicar la suma a + b en la recta numérica debemos:

« Partir de a y movernos b unidades hacia la derecha si, b > 0.
« Partir de a y movernos -b unidades hacia la izquierda si, & < 0.

Explique por qué para ubicar a - b en la recta numérica debemos:

- Partir de @ y movernos b unidades hacia la izquierda, si b > 0.
« Partir de @ y movernos -b unidades hacia la derecha, si b < 0.

Usando la recta numérica, explique el procedimiento para calcular las siguientes operaciones:

a.-10+9
b. -(0,6 - 0,2)
C.-9-7

d. 4-(-8)

Calcule mentalmente las siguientes operaciones, justificando el procedimiento realizado:
a. -(-31+6)

D.24-19-32

C. (5+(-18)) + (27 - 12)

d. 0,1 - (1,1 -0,87)

Pruebe algebraicamente las Propiedades de la 1 a la 12 del Capitulo II en la Seccién 2.1,
para la resta de numeros reales.

Explique por qué si a < b, entonces a - b < 0 y reciprocamente, si a - b < 0, entonces a < b.

Interprete:

a. 8.000 - 12.000 en el contexto de una situacion financiera.
D. 8 — 14 en relacién a temperatura.
C. 3-(-4) en el contexto de la trayectoria de un ciclista.

En cada caso, determine el valor de x para que la igualdad sea cierta:
a5-x=-2

D -x-4=8

C.x+(12-x)=x-5

d.3-x-(15-x)=3-x

Identifique en la recta numérica los ntimeros reales que satisfacen las siguientes desigualdades:

a. -x+5<0
D.3-x>0
C.6-x<7
d6-x<3-x

. x+2<x+5-(x-8)
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3. La multiplicacion de numeros reales

Interpretar qué significa multiplicar niimeros con signo no es sencillo. Podemos definir la
multiplicacién 4 - (-5) en términos de la suma iterada:

4-(-5) = (-6) + (-5) + (-5) + (-5) = 20

E, incluso, dar sentido a la multiplicacion —-(-5), como aquel niimero que si se multiplica por 3
3 5
(es decir, se suma tres veces) da como resultado -5, o sea - g Sin embargo, no es claro como dar
2
un sentido a (-5)- 3 en términos de las interpretaciones usuales para la multiplicacion que

conocemaos.

Para tratar la multiplicacién de niimeros enteros, racionales y reales, procederemos de ma-
nera similar a con la suma, es decir, supondremos que estd definida y que satisface ciertas propie-
dades bésicas. A partir de estas propiedades, deduciremos reglas que nos permitiran multiplicar
dos niimeros enteros o racionales en términos de la multiplicacion de dos niimeros naturales o
fracciones.

Vamos a suponer que la multiplicacién de niimeros reales estd definida y satisface las siguien-
tes propiedades basicas:
Propiedad 1: (Conmutatividad) si a y & son dos ntiimeros reales, entoncesa-b=5- a.
Propiedad 2: (Asociatividad) si a, b y ¢ son ntimeros reales, entonces a- (b-¢) = (a- b) - c.
Propiedad 3: (Distributividad con respecto a la suma) si @, b y ¢ son niimeros reales, entonces:

a-(b+c)=a-b+a-c.

Propiedad 4: (Elemento neutro) Si a es un nimero real, entonces a - 1 = a.
Propiedad 5: (Elemento inverso para la multiplicacién) si a es un ntimero real distinto de 0, en-
tonces existe otro numero real, que llamaremos inverso multiplicativo de a y que denotaremos

1 1
como —, talquea-—=1.
a a

Aligual que para la suma, también supondremos que si @ y b son dos niimeros naturales o
fracciones, entonces a - b coincide con la multiplicacion ya definida. Es decir, estamos extendiendo
a los reales la multiplicacién que ya conocemos. En particular, notamos que al elemento inverso
de a, lo hemos expresado como —, para que coincida con el inverso ya definido en el caso en que
a es una fraccion. ¢

Recordamos que si multiplicamos por 0 un nimero natural o una fraccion, el resultado es 0.

Esta propiedad se conoce como propiedad absorbente del 0. La multiplicacién de nimeros reales
también tiene la esta propiedad.

Propiedad 6: (propiedad absorbente del 0) si @ es un niimero real, entonces 0 - a = 0.

Para demostrar esta propiedad, notamos primero que por ser 0 neutro de la suma, 0-a=(0+0) - a.
Ahora, usando la propiedad distributiva se obtiene que 0-a=0-a + 0 - a. Finalmente, restando 0
- a a ambos lados de la igualdad tenemos que 0 =0 - a.
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Ejemplo

Probemos que (-1) - (-1) = 1.

Usando la propiedad absorbente del 0 y la propiedad distributiva obtenemos que
0=(1-(-1+1)=(-1)-(-1)+(1)- (D)

Por lo tanto, (-1) - (-1)=-((-1)- 1) =-(-1) = 1.

Para calcular el producto de dos niimeros racionales cualesquiera, vamos a proceder tal como

en el caso de la suma, expresandolo en términos de multiplicacién de fracciones y sus opuestos.
En el caso de la multiplicacion, esto sé logrard probando lo que se denomina usualmente como la
regla de los signos.

Teorema X.3

Sean a y b dos niimeros reales. Entonces:
A (-a)-b=-(a-b)
) (@) (b)=a-b

Demostracion
Usando la propiedad absorbente del 0 y la propiedad distributiva, tenemos que:
O=(-a+a)-b=(-a)-b+a-b
Por lo tanto, (-a) - b = -(a - b), lo que prueba ).
Procediendo de igual manera, se tiene que:
0=(-a)-(-b+b)=(-a)-(-b) +(-a)- b

De donde obtenemos que (-a) - b = - (-a) - (-b). Usando la parte a. deducimos que -(a - b) =
-(-a) - (-b), y tomando opuesto a ambos lados concluimos D).

Laregla de los signos nos permite calcular el producto de cualquier par de niimeros raciona-

les en términos del producto de dos fracciones. En particular, vemos que a- b > 0 si ay b tienen
el mismo signo y que a - b < 0 si ay b tienen distinto signo.

1.
2.

Verifique que para todo niimero real a se tiene que (-1) - a = -a.
Calcule los siguientes productos indicando cdmo utiliza la regla de los signos.
2 9
b. -(8-(-0,9))
c. (-04)-(-1,2)
d. -0,2- 3
5
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Respecto del orden de dos niimeros, vemos que este se mantiene si multiplicamos por un
numero positivo, y se invierte si multiplicamos por un nimero negativo. Para verificar esto, ob-
servamos que a < b, siy solamente sia - b < 0 (ver ejercicio 6 de la Seccion 2). Si ¢ > 0, tendremos
que ¢ (a - b) < 0, de donde se obtiene que ¢-a - ¢- b < 0, es decir, ¢ a < ¢ - b. Por otra parte,
sic <0, setiene que ¢ (a - b) > 0y son por tanto, c-a > c- b.

Las propiedades de orden son abordadas en detalle en el Capitulo IT del texto Algebra de esta
coleccion.

Ejercicio

Sisabequea>byc>d. ;Quépuededecirdea-cyb-d?

En esta seccidn, al igual que en la anterior, no discutimos el tema del cdlculo de operaciones
con numeros reales que no sean racionales. El problema no radica en el signo de estos nimeros,
sino en el hecho que no tenemos algoritmos para hacer el calculo de sumas y productos con nu-
meros positivos que no sean fracciones, tal como discutimos en el apartado VIIL.3.3.

Como vimos en ese capitulo, cualquier nimero real positivo tiene una expansién decimal.
Truncando esta expansion obtenemos una aproximacion de este nimero real, que puede ser tan
precisa como uno desee. Una manera de aproximar una suma o producto de niimeros reales es
truncando los nimeros involucrados y luego calcular la suma o producto de las fracciones deci-
males correspondientes a los truncamientos. Al ir aumentando el numero de cifras decimales del
truncamiento de cada nimero, se va mejorando la aproximacion de la suma o el producto deseado.

En resumen

 La multiplicacidon de nimeros reales satisface las siguientes propiedades basicas:
1. Siay bson dos nimeros reales, entonces a-b="5-a.
. Sia, b, ¢ son niimeros reales, entonces a- (b-c)=(a-b)-c.
. Sia, b, c son niimeros reales, entonces a-(b+c)=a-b+a-c.

2
3
4. Sia esun numero real, entoncesa -1 =a.
5

. , o . . 1
. Siaesun nimero real distinto de 0, existe otro niimero real que denotamos —, tal que
1 a
a-—=1
a

o A partir de estas propiedades, se puede probar que:
6. Para todo nimero real a, se tiene a - 0 = 0.
7. Siay bson nimeros reales, (-a)-b=-(a-b)y(-a)-(-b)=a- b.

« Usando las propiedades anteriores, se puede expresar la multiplicacion de ntimeros racio-
nales (enteros) en términos de la suma y la resta de fracciones (naturales) y sus opuestos.

o Al multiplicar una desigualdad a < & por ¢ > 0, esta se mantiene, es decir, a-c< b - c.

o Almultiplicar una desigualdad a < b por ¢ < 0, esta se invierte, es decir, a-¢> b - c.
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Ejercicios de la seccion

1. Supongaquea < b.En cada caso, si es que se puede, ordene los ntimeros. Justifique sus respuestas.
a.5-a-7y5-b-7.
h.2-ay2-b.

C.4-3.ay4-3-b.

d

e

f.

.a+8yb+17.
.5.ay3-b
-2-ay-b.

2. Calcule mentalmente y justifique el procedimiento utilizado:
a. (50-79)-3
b. -(45-15)-(-0,1)
C. 2+(-17-23)-(-0,5)
d. (43-48)-(2-(13-22)-(-5)

3. Para cada caso, encuentre todos los niimeros reales x que satisfacen la desigualdad:

a. x>0
D. X*>0
C.x-(x-1)<0
d x-(x+1)>0

4. Para a 'y b numeros reales, con b = 0, se define la divisién de a por b, la cual anotaremos

a ;o , T .
como 7 como el tnico numero que multiplicado por b es igual a a.

a. Demuestre las siguientes propiedades:

a 1
o —=q-—
b b
1 11
ab abd
ac_ac
bd bd

b. Explique por qué se cumple la regla de los signos para la divisién:

-a_a
b b
a a
"B b
-a_a
"
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Ejercicios del capitulo

1. Compare |a + b|y|a| + |b|. Determine en qué casos se cumple que |a + b| y |a| + |b|. ;Puede
pasar que |a + b| > |a| + |b|?

2. En cada caso, explique cdmo encontrar en la recta numéricaa - b, -(a + b),-(a - b) ya + b.

d.
1 1 1 4
b 0 a
b.
| 1 1 4
-a 0 b
C.
| | | >
-b 0 a
d.
1 1 1 4
a 0 b

3. Para cada caso, encuentre todos los niimeros reales x que satisfacen la igualdad:

a |x-5[=7

b |5-x-3|=1

C.2-]x]+3=10

b x+x=0

6. x—|x=0

fox+2-]x=3

0.2-x-|x=3

4. Determine todos los niimeros enteros que estan entre:

a. -1,01y5.
b. -105y -20.
C. -34y23.
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