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PRESENTACION

Cuando se incuba un suerio y nace una idea, el mundo se ensancha,

se ponen en juego los recursos y se inicia un camino donde los obstdculos
se presentan uno a uno. Cuando la idea es buena y el suerio es grande,
nada detiene el impetu desatado.

La coleccidn de libros que tengo el honor de presentar es el fruto de un suefio
grande y del trabajo persistente de un equipo formado por mateméticos y educadores
matematicos, quienes, liderados por su directora, se abocaron a la tarea de escribir
cuatro libros de matematica, sobre los temas centrales del curriculo escolar: Numeros,
Geometrfa, Algebra y Datos y Azar.

Estos cuatro libros representan la culminacién de un proceso de aprendizaje, re-
flexion y maduracién que se inicia muy atrds, con las primeras iniciativas en educacién
en el Centro de Modelamiento Matematico, cuando se vislumbraba que era posible
hacer un aporte a la educacién desde la perspectiva de los matematicos, pero no se
sabfa muy bien cdmo. Fueron muchos los proyectos que se sucedieron y que fueron
ayudando a comprender mejor el problema que se enfrentaba y ayudaron a apuntar
con mayor precision a una de nuestras principales debilidades en matemadtica escolar:
las escasas oportunidades que nuestro sistema de formacion de profesores brinda a
los estudiantes de Pedagogia en Educacion Basica de conocer la matemética escolar.
Esta coleccion de libros apunta, con una potente fuerza de saber, al corazén del siste-
ma formativo, proveyendo matemaética en sus contenidos y la manera de ensefiarlos.

Si estos libros representan la culminacién de un proceso, también son solo un
hito en el camino que se abre hacia el futuro con inmensos desafios, algunos de los
cuales son desatados por estos mismos. La incorporacién en las aulas universitarias de
la matematica escolar, con toda la potencialidad y riqueza que estos libros proponen,
requiere de grandes esfuerzos de parte de las propias unidades formadoras, de los
formadores de profesores y ciertamente de los estudiantes de pedagogia que suefian
con un aula escolar viva y dvida de conocimiento. Estos libros ponen de manifiesto
la necesidad de formacién académica de los formadores de profesores y llaman a la
creacion de material de apoyo complementario en otros formatos. Con una mirada de
largo plazo, estos libros también muestran la necesidad de contar con académicos de
alto nivel, conocedores de la matemética escolar, de su ensefianza y de su aprendizaje,
en todas las unidades de formacion de profesores.

El proceso que da vida a esta coleccién de libros, desde su concepcion hasta la
impresion final de sus paginas, tiene numerosos rasgos originales que quisiera des-
tacar. Este es un proyecto que convoca a matematicos interesados por la educacion,
expresando una realidad creciente en todo el mundo y también en nuestro pais, que



mueve a cientificos investigadores de sus propias disciplinas a abordar problemas
de la educacion, con espiritu abierto y con el respeto que merecen. Expresiones de
esta tendencia van en la linea de un cambio de parte de los cientificos, que han ido
comprendiendo la complejidad de los problemas de la educacién, de la formacién
de profesores, de la escuela y la sala de clases. Pero este proyecto también convoca a
educadores matematicos que, por la naturaleza de su disciplina cientifica, tienen a la
educacion en toda su complejidad en el centro de su quehacer, pero que en muchas
ocasiones han caminado por una via paralela a los cientificos. El proyecto que da
origen a los libros que aqui presento es una muestra mas de la importancia de acer-
car estos mundos y de la tendencia nacional a comprender que en la educacion hay
espacio para todos, que la incorporacion de actores enriquece la discusion y mejora la
calidad de los resultados. Estos libros son el fruto del trabajo conjunto de matematicos
y educadores matemaéticos.

Estos libros no nacen del trabajo aislado de los expertos convocados, sino que
en todo momento se ha tenido presente la realidad, expresada a través de la opinién
de los actores que intervienen en la formacion de los profesores de educacion basica.
Las necesidades, el sentir y las opiniones de los académicos formadores y de los estu-
diantes de pedagogia fueron recogidos en consultas y aplicaciones piloto a lo largo de
todo el pais. Esta es una experiencia inédita en Chile, que incorpora a los lectores en
la redaccién de libros de texto universitarios, basando las decisiones editoriales en la
evidencia encontrada, sobre lo que es relevante para el profesor, y dando fuerza a las
ideas que se presentan en sus paginas. Es interesante que en la busqueda de informa-
cién para apoyar la escritura de los libros, los autores tuvieron la oportunidad de dar
una mirada nacional a la formacién de los profesores de educacién basica en cuanto
ala matematica, la que les permitid levantar evidencia de investigacion que resulta
de extremo interés, mds alld de su propésito original.

Estos libros sobre la matematica escolar son una herramienta poderosa para
apoyar la formacion de profesores, ya que enfocan los contenidos matematicos co-
nectados con su ensefianza y teniendo en cuenta el curriculo nacional. Asf como sus
cuatro tomos van tomando uno a uno los temas centrales del curriculo, con una mi-
rada puesta en los contenidos escolares, proyectados en la sala de clases. Dan cuenta
de la matematica escolar en todas sus dimensiones, las que muchas veces son mi-
nimizadas equivocadamente ignorando su complejidad. Una lectura de sus paginas
nos lleva a comprender rapidamente que la tarea de ensefiar matematica escolar es
intelectualmente demandante y que requiere de una cuidadosa preparacién, que va
mucho maés alld de unos cursos aislados. Estos libros muestran la importancia de la
comprension de los contenidos, teniendo presentes las diversas formas de ensefianza
y de aprendizaje y el curriculo escolar, y sugieren un cambio importante en el eje de
las carreras de pedagogia, moviéndolo desde una mirada generalista desprovista de
contenido a una mirada integradora del contenidos y su ensefianza.

Enlalinea de esta tltima reflexién, con la publicacién de esta obra se plantean en
forma concreta lineamientos respecto de como deberiamos formar a los profesores en
Chile. Debemos transformar una cultura universitaria que considera que la disciplina



que se ensefla es secundaria frente a un saber pedagégico general y tedrico, desde el
cual serfa posible deducir qué hay que hacer en el caso de cada disciplina. Debemos
transformar una cultura universitaria que considera que en la formacion de profesores,
la preparacion disciplinaria y pedagdgica van en paralelo, dejando que el estudiante de
pedagogia haga la integracion. Es necesario movernos a una cultura de la integracion
entre las disciplinas y lo pedagdgico, generando un compromiso de los formadores que
abordan estos aspectos en forma coordinada e integrada. Ciertamente la formacién
de un profesor va més alld de lo disciplinario y lo pedagdgico, pero si estos aspectos no
estan presentes con fuerza y en forma integrada, no tendremos un profesor o profesora
con la potencialidad de proyectar el saber formador en su integridad.

Estos libros nacen en un contexto marcado por una creciente preocupacion na-
cional por la educacién, empujada por las demandas del movimiento estudiantil en
sus multiples expresiones. Esta preocupacion pone énfasis en el acceso y la calidad
de la educacidn, y demanda importantes recursos para la introduccion de los cam-
bios estructurales necesarios, que garanticen el acceso de todos los nifios y nifias a la
educacion de calidad. Sin embargo, es necesario hacer notar que con una inyeccién
importante de recursos y con una juiciosa reorganizacion administrativa, la calidad
de la educacién no queda garantizada. En este contexto, es importante mencionar
que la coleccién de libros que presentamos nace en el seno del programa INICIA,
lanzado en 2008 y que tiene como proposito el fortalecimiento de la formacidn inicial
de los profesores. Estos libros nacen y se nutren de las experiencias adquiridas en la
formulacion de los estandares de matematica, que definen lo que como pais espera-
mos que los futuros egresados de las carreras de pedagogia sepan y sepan hacer, y que
se miden en la prueba INICIA. Los estdndares y la prueba INICIA definen un marco
de demandas para los formadores de profesores y para los estudiantes de pedagogia
dificiles de lograr sin tener el apoyo del Estado, de las instituciones y de académicos
preocupados por el avance de la calidad de la educacién. Esta coleccion ofrece apoyo
en el area de matematica e interpreta los estdndares desde una perspectiva de la rea-
lidad nacional. Bienvenidos serdn materiales complementarios que ayuden a formar
mejores profesores y profesoras.

Me sumo con alegria a todos los que ven en estos libros una poderosa herramien-
ta para seguir construyendo una mejor educacion para todos nuestros nifios y nifias,
y a todos quienes levantan su voz para felicitar a la directora y a todos los autores de
estos libros, quienes con su trabajo, talento y perseverancia nos ponen un desafio mas
en esta tarea de hacer de Chile un pais con una educacién justa y de calidad, donde
todos los nifios y nifias tengan acceso a una educacion que les permita conocer las
matemadticas, las ciencias, las humanidades, las artes y todas las expresiones de la
cultura humana, para construir asi un pafs mejor, un pais desarrollado.

Patricio Felmer

Premio Nacional de Ciencias Exactas 2011
Académico de la Universidad de Chile
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INTRODUCCION

Siempre la matematica, y en particular la geometria, ha constituido un saber extraor-
dinariamente polivalente. En Mesopotamia, los astrénomos la usaron como un proceso ra-
cional para el estudio del movimiento de los astros. En Egipto supieron aprovecharla para
resolver como cobrar impuestos a los terrenos, si el Nilo cada temporada borraba los limites
de los terrenos a gravar. Los pitagéricos vieron en la aritmética y la geometria la llave que
permite conocer profundamente el universo, asi como también preparar el espiritu para la
unién con la divinidad.

La visién de la matematica como un camino hacia la divinidad prevalecié a través de la
concepcion platénica del mundo en la antigiiedad y en la edad media, llegando los matema-
ticos incluso a despreciar el posible interés practico de sus elucubraciones. En la edad clasica
y media, se siguid con el ideal platdnico y pitagérico que buscaba, sobre todo, la disciplina del
pensamiento y el fomento del espiritu contemplativo, los temas de estudio eran: aritmética,
geometria, musica y astronomia.

La geometria vuelve a recuperar su aspecto practico, con el nacimiento de la ciencia
moderna, en los trabajos de Galileo, primero, y Newton, después. En los siglos XVIIL, XIX y XX,
la geometria de nuevo se dedica a asuntos mds propios, mas internos, sin intentar resolver
problemas practicos; en esa época pretende solidificar los fundamentos de su propia teoria,
lo cual ocurre al unfsono en toda la matematica.

Todos estos aspectos de la geometria han teflido siempre su ensefianza. Los elementos
de Euclides, era el texto obligado para su estudio, hasta bien avanzado el siglo XIX. En la edad
media, se llegd publicar el libro Los elementos, exclusivamente los teoremas, suprimiendo las
demostraciones, quitando del libro toda argumentacién y fijandose solo en las aplicaciones.
Aun con demostraciones Los elementos no constituyen mas que el esqueleto de unas cuantas
secciones interesantes de la matematica, que podria servir como guia del profesor.

La actitud formalista, la inversa de la anterior, aparecio en la segunda mitad del siglo XX,
cuando muchos matemdticos que fueron educados en el formalismo, en la primera mitad
del siglo pasado, llegaron a pensar que aquello que habia servido para resolver los problemas
referidos a los fundamentos era lo adecuado, mutatis mutandis, para la introduccion en la
matematica de los mas jévenes; esto result6 un fracaso espantoso.

Actualmente, atin se conserva una prevalencia de la ensefianza de la geometria en el
curriculo escolar. Junto al eje de Nimeros, constituyen gran parte de los contenidos de ense-
fianza basica. La inclusién de los ejes de Probabilidades y Estadistica, y Algebra al currfculo
es bastante reciente y ha ocurrido en forma modesta.

Los “Estandares orientadores para egresados de carreras de Pedagogia en Educacion
Bésica”, en lo que a matematica se refiere, tienen indicadores divididos en 2 grandes bloques;
el primero es lo que en aquel documento se llama “saber la matematica para ensefiar” y el
segundo, “saber ensefiar la matematica’”. El libro que tiene en sus manos se ha dedicado solo
al primero de esos aspectos, saber la matemética para ensefiar, que se refiere al conocimiento



disciplinario. Esto significa conocer los conceptos, los procedimientos, aspectos de resolucion
de problemas, el razonamiento y el lenguaje matematico, pero en el contexto de la ensefianza
y el aprendizaje de la geometria. Es por esto que el futuro profesor podra reflexionar sobre las
definiciones en geometria, las representaciones de los objetos y la forma en que se relacionan
los diferentes elementos, de acuerdo a la labor de aula que tendra que realizar en su futura
practica.

Este libro estd dividido en dos partes, la primera llamada “Geometria intuitiva’ y la se-
gunda, “Geometrfa deductiva’. En la primera parte, los primeros cinco capitulos, desplegamos
todas las ideas bésicas de la geometria plana y del espacio. Discutimos acerca de los con-
ceptos primitivos y de las ideas que contienen, damos las primeras definiciones y relaciones
entre los objetos. También damos argumentos informales de algunos resultados geométricos,
que salvo una presentacion axiomatica de los contenidos, serian demostraciones correctas.
La segunda parte del libro presenta la geometria desde un punto de vista més formal. Varios
de los contenidos del libro estan abordados en ambas partes, por ejemplo, la definicion de
tridngulo y sus clasificaciones, paralelismo y perpendicularidad, construcciones con regla y
compds, entre otros. En la primera parte se muestran materiales para entender los conceptos,
se usan varias representaciones y se estudian posibles dificultades de los alumnos, en cambio,
en la segunda parte se presenta formalmente el por qué de los resultados que se obtienen con
los objetos geométricos estudiados.

La primera parte del libro se organiza en cinco capitulos. El primero de ellos aborda el
tema de medicion. Si bien este no es un tema propio de la geometria, tal cual la conocemos
hoy, introduce ideas importantes, como unidades no estandarizadas y estandarizadas de
longitud, drea y volumen. El segundo capitulo, llamado “Nociones geométricas basicas’, in-
troduce los conceptos bésicos de geometria, como son punto, recta, plano, superficie, dngulo,
poligonos en general, tridngulos y cuadrildteros en particular, circulo y circunferencia. Las
isometrias y construcciones se abordan en el capitulo tercero; ahi se introducen las trasla-
ciones, reflexiones y rotaciones, se reflexiona respecto de las diferentes representaciones de
ellas. También hay una seccién completa dedicada a la visualizacién en dos dimensiones y
se introducen los instrumentos propios de la geometria, como son, el compds, la regla y la
escuadra. En este capitulo se hacen las primeras construcciones con regla y compds, aunque
la justificaciéon de por qué son correctas se estudia en la segunda parte del libro. El cuarto
capitulo, dedicado al “Area y perfmetro” de figuras planas, no hace un estudio axiomatico del
asunto, sino que intenta mostrar por qué es razonable pensar que el drea del rectangulo es el
producto de la medida de sus dimensiones lineales, para luego mostrar cémo, a partir de esto,
se puede deducir el drea de otras figuras. Un caso particularmente importante es el estudio
del perimetro de la circunferencia y el drea del circulo, lo cual se hace en forma aproximada,
sin llegar a usar nociones de limite. El tltimo capitulo de esa primera parte se refiere al estu-
dio de cuerpos en tres dimensiones; ahi se introducen las primeras definiciones e ideas, y hay
una secciéon completa dedicada a la visualizacion y representaciones planas de cuerpos. Al
final de ese capitulo, se calcula el volumen y el drea de algunos cuerpos geométricos.
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La segunda parte del libro presenta la geometria desde un punto de vista deductivo y
estd ordenada en cuatro capitulos. El capitulo seis, “Razonamiento en geometrfa’, introduce el
pensamiento deductivo en contraposicion con el pensamiento inductivo. Se presenta la idea
de demostracion en matematica, sin adentrarse en logica formal, y se dan las primeras ideas
de la construccién formal de la geometria. El capitulo siete estd dedicado a la congruencia de
tridngulos, principalmente; ahi se hacen las primeras demostraciones basadas en axiomas,
conceptos primitivos y definiciones. En el octavo capitulo, “Paralelismo y cuadrildteros”, se
hace una muy breve discusién acerca del postulado de las paralelas, o Quinto Postulado de
Euclides, para luego pasar a estudiar sus consecuencias, como son que la suma de los dngulos
interiores de un tridngulo es 180° y distintas propiedades de paralelogramos. Para finalizar, en
el dltimo capitulo del libro, el noveno, llamado “Proporcionalidad en geometria’, se estudian
dos importantes teoremas, el de Pitagoras y el de Tales, se introduce la idea de tridngulos
semejantes y se aplican estos resultados al célculo de voltimenes de cuerpos, a la verificacion
de que las traslaciones, rotaciones y reflexiones efectivamente preservan distancias y dngulos,
y ademds se obtienen resultados de proporcionalidad entre elementos de la circunferencia.

Tanto en la primera como en la segunda parte, en cada caso que lo amerite, nos hemos
detenido en aspectos importantes relativos a la ensefianza y aprendizaje de la geometria.
Por ejemplo, se analizan dificultades que pueden tener los alumnos respecto de definiciones
inclusivas y excluyentes, representaciones y metaforas para comprender las isometrias, ex-
plicaciones intuitivas de congruencia y semejanza de tridngulos, casos particulares de Teo-
remas, como el de Pitdgoras, etc.

Ademads en ambas partes se ha intentado abordar las diferentes visiones de la matema-
tica, esto es, como un drea del conocimiento que tiene sus propios cuestionamientos y afa-
nes, como una disciplina que provee de herramientas para resolver problemas de diferentes
indoles y, por sobre todo, como una via para acceder al conocimiento.

Este libro, fue realizado por mucha gente. En primer lugar, es parte de una coleccién,
ReFIP “Recursos para la formacién inicial de profesores de educacién bésica’, la cual aparte
del libro de Geometria, contempla uno de Niimeros, uno de Datos y Azar y otro de Algebra.
Esta coleccion fue dirigida por Salomé Martinez, a quien va todo nuestro agradecimiento por
confiar en nosotros y guiar a buen puerto este proyecto.

Todos los autores de estos libros trabajamos en coordinacion, para que las ideas, inten-
ciones y motivaciones caminaran cercanamente en los diferentes textos. Todos los autores
nos reunimos continuamente para discutir los avances de cada uno de los libros, para criticar
y “copiar” ideas. A todos ellos va nuestro mds sincero agradecimiento.

Algunos de los capitulos de este libro fueron piloteados con estudiantes de Pedagogia en
varias ocasiones, y los autores que prepararon esa version preliminar fueron Pierina Zanocco,
Macarena Larrain, Andrés Ortiz, Luis Dissett y Cristidn Reyes. La version definitiva que usted
tiene en sus manos fue elaborada por un equipo més reducido, quienes son los responsables
de los desaciertos que usted pueda encontrar.



Queremos agradecer a todos los estudiantes de Pedagogia en Educacién Basica que
pilotearon este libro, o parte de él, y tuvieron la generosidad de responder encuestas y hacer
sugerencias para mejorarlo. A los académicos que tuvieron a bien utilizar este libro en sus
cursos, completar encuestas y entrevistarse con los autores para entregarnos sus sugerencias
de modificaciones, a todos ellos, nuestra mas honesta gratitud.

Hubo un grupo de especialistas que revis6 una version preliminar de este libro, que
nos entregaron detallados informes, en donde nos mostraron nuestros errores y nos dieron
sugerencias de mejoras. Entre ellos se destacan Miguel Diaz y Dinko Mitrovich. Quisiéramos
dedicar una lineas para agradecer muy especialmente a Pablo Dartnell, académico de la Uni-
versidad de Chile, quien con un celo y rigurosidad notable pudo encontrar en nuestro libro
una infinidad de maneras de mejorarlo. En gran medida, que este texto sea mucho mejor
que la version preliminar se debe a Pablo Dartnell. Las partes que atin no estdn muy bien
logradas, son responsabilidad exclusiva de los autores, que no pudimos dar forma eficiente
a las sugerencias de Pablo.

Un agradecimiento especial queremos ofrecer a todo el equipo de SM, a sus diagrama-
dores, correctores, disefiadores, dibujantes, coordinadores y directivos, que constantemente
estuvieron dispuestos a darle forma a nuestros manuscritos, que no siempre fueron todo lo
claros y ordenados que se ameritaba.

Finalmente, queremos agradecer a Salomé Martinez, a Anita Araneda, a Eugenio Chan-
dia y a Daniela Rojas, por sus importantes sugerencias en partes claves de la tltima version
del libro. También agradecer a Benjamin Bossi quien nos ayudd en la edicién de una version
preliminar, y a Marcela Lizama quien nos ayud¢ a elaborar algunos problemas. Particular-
mente, queremos agradecer muy sinceramente a Héctor Ramirez, quien fue el inico que
revisd y corrigi6 el libro completo en varias ocasiones, y nos guié para lograr un texto tutil
para la formacién inicial de profesores de matematica en educacion basica.

Esperamos que el esfuerzo realizado se vea reflejado en este libro, que los estudiantes de
Pedagogia encuentren en él una base sélida, en donde apoyar su propio conocimiento de la
geometria y asi poder desarrollar, en sus futuros alumnos de ensefianza basica, las habilida-
des necesarias que requiere nuestra sociedad. Confiamos que en el futuro se elaborardan mas
y mejores libros de geometria para la formacién inicial de profesores de educacién bésica, con
el objetivo que nuestras profesoras y nuestros profesores sean y se sientan mejor preparados
para ejercer la desafiante labor de educar a nuestros nifios y nifias.

Los autores.
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Geometria - REFIP

Medicion en educacion basica

“No hay pie de rey que mida la Maravilla”.
M. Benedetti.

Introduccion

Etimoldgicamente, geometria quiere decir “medida de la Tierra’. El histo-
riador Herddoto atribuye a los egipcios el origen de esta ciencia. Segun él, el
impuesto que pagaban los egipcios propietarios de tierras era directamente
proporcional al drea de cada pedazo de terreno. Las subidas del rio Nilo hacian
desaparecer parte de las tierras de los agricultores. Entonces, los cobradores de
impuestos del faradn tenfan que recalcular cada drea con el fin de ajustar el mon-
to que se debia cobrar. Descubrimientos posteriores revelaron que los pueblos
que habitaron Mesopotamia, genéricamente denominados babilonios, tenfan co-
nocimientos mas extensos y avanzados que los egipcios, pues ademéds de poder
calcular el drea y volumen de figuras y cuerpos simples, conocian la relacién que
hoy conocemos como Teorema de Pitagoras, mil afios antes que los pitagéricos.

Por lo visto, las medidas de longitudes, dreas y volimenes han despertado
el interés del hombre desde la antigiiedad y son la idea inicial y fundante de la
geometria.

Desde el prisma de la ensefianza, la medicion también permite introducir
a los nifios y nifias al mundo de la geometria. Las mismas preguntas histérica-
mente iniciales son las que ellos van respondiendo a medida que se avanza en
el estudio de la geometria.

En este capitulo, desarrollaremos ideas de medicion y del uso de instrumen-
tos. También analizaremos el uso de unidades informales y como surge la nece-
sidad de utilizar medidas estandarizadas. Mas en detalle, queremos decir que la
medicion involucra la comparacién de un atributo de un objeto con una unidad
que tiene el mismo atributo que el objeto en cuestion. Por ejemplo, al medir el
largo de la mesa con cuartas, estamos determinando cudntas veces cabe el largo
de la cuarta en el largo de la mesa. O cuando medimos el drea de una baldosa en
cm”, estamos determinando cudntas veces cabe el 4rea de un cuadrado de lado
1 cm en el &rea de ella.

Por ultimo y no menos importante, intentaremos dejar claro que los ins-
trumentos de medicion son dispositivos que reemplazan la necesidad de tener
fisicamente disponible la unidad de medida, que los atributos son independien-
tes de las unidades y que las unidades estandarizadas surgen por la necesidad
de comunicar informacién.



Medicion en educacion basica

1. Significado y proceso de medir

Para responder algunas preguntas que surgen en la vida diaria, es necesario medir. Por ejem-
plo, si queremos saber si un lapiz cabe en un estuche que mide 20 cm y no tenemos el estuche a
mano, es necesario medir el lapiz o, al menos, saber si mide menos de 20 cm. Si queremos saber
si el jugo que prepararé en la juguera cabe en los 2 vasos que tengo, es necesario medir cuanto
jugo cabe en los 2 vasos. Esas preguntas de medicion nos dicen qué del objeto se requiere medir.

Supongamos que preguntamos a nuestros alumnos respecto de la medida de un recipiente
cilindrico vacio.

Figura 11: ;cudnto mide el recipiente?

Notemos que la peticion estd incompleta, es necesario decir qué del recipiente queremos
que se mida. ;La altura del recipiente?, ;el didmetro del recipiente?, ;el contorno circular?, ;el
volumen?, ;el area? o ;el peso? Cada uno de esos aspectos que pueden ser medidos son un atributo
del recipiente.

Una vez que determinamos el atributo que queremos medir, necesitamos escoger la unidad
(medida de referencia) a utilizar. En un primer nivel, una unidad es un objeto concreto que com-
parte con los objetos que queremos medir el atributo en cuestion. Asi, por ejemplo, para medir la
altura o la circunferencia del recipiente podemos, en principio, usar cuartas, cordones de zapato,
el largo de un brazo, el ancho del dedo mefiique, o cualquier otro objeto que tenga el atributo de
longitud.

Cuadles de estas unidades serdn adecuadas para medir el objeto en cuestion dependerd, entre
otras cosas, de su tamafio (no es una buena idea medir la circunferencia de un tubo de ensayo
en cuartas).

Note que al utilizar un objeto como unidad de medida para un cierto atributo, nos concen-
tramos solo en ese atributo de la unidad, olviddndonos de todos los otros que pueda tener. Ast,
por ejemplo, al usar un cordén como unidad de medida de longitud, no nos interesa su peso, su
volumen, su color o ningtin otro atributo fuera de su longitud.

Figura 1.2: midiendo la circunferencia de un jarro en cuartas.
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Note que la medicién sugerida en la Figura 1.2 anterior es directa, es decir, estamos compa-
rando nuestra unidad (corddn, cuarta, etc.) con el objeto a medir, sin intermediarios.

;Qué harfamos si quisiéramos usar como unidad de medida un lapiz? Una solucién es en-
rollar un cordén alrededor del recipiente, luego estirar el cordén y, por ultimo, contar cuantos
lapices caben ahi.

Figura 1.3: se enrolla el cordon alrededor del recipiente.

Figura 1.4: jcudntos ldpices caben en el cordon?

Este método de medicion indirecta no solo puede ser aplicado cuando la unidad no se pres-
ta para una medicion directa. Por ejemplo, también podriamos haber enrollado el cordén en el
recipiente, haberlo estirado y medido cuédntas cuartas caben en él.

Figura L.5: jcudntas cuartas caben en el cordon?

Entonces, una idea de medicién tiene que ver con determinar a cudntas unidades (respecto
al atributo dado) es equivalente el objeto que estamos midiendo. Asi, en el ejemplo del recipiente,
podemos llegar a que la medida de su contorno es 5 cuartas, 3 cordones o 4 lapices.

Geometria - REFIP



Medicion en educacion basica

Para que el proceso de medicion sea 1til, debemos tener una cierta familiaridad con la unidad
de medida que estamos usando. Por lo tanto, para medir la masa del recipiente, debemos compa-
rarlo con objetos que tienen el atributo masa, por ejemplo, equilibrando una balanza (los platillos
de la balanza sostienen la misma masa siempre y cuando la balanza esta equilibrada); para eso, es
necesario que tengamos una idea de la masa de lo que estd en el otro platillo.

Figura 1.6: una balanza en equilibrio.

En este caso, por lo que discutiamos antes, sabemos que la masa del recipiente es 3 veces la masa
de uno de estos pesos.

Figura 17,

Pero, para que esta medicion tenga algin significado, necesitamos tener alguna familiaridad con
la masa de ese objeto.

En resumen

Para medir algo, es necesario:
Decidir el atributo a medir.
Escoger la unidad que también tiene el atributo.
Determinar, por llenado, por cubrimiento o por algiin otro método directo o indirecto,
a cuantas unidades equivale el objeto que quiere ser medido.

Cuando decimos “determinar a cudntas unidades equivale el objeto’, se podrfa pensar que nos
estamos refiriendo a nimeros enteros positivos; es decir, ‘determinar a cudntas unidades enteras
equivale el objeto’, pero eso no es siempre asi. Perfectamente podrfa ocurrir que el contenido de
un vaso quepa 2 veces y media en una botella. También puede ocurrir que para cubrir una region
sea necesario “recortar” la unidad, y que la medicién no resulte una cantidad entera.

«—3/7

Unidad

M <—6/49

Objeto a medir 4 Rellenado
2/7

Figura 1.8: la unidad de medida cabe “un niimero fraccionario de veces”
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Por ejemplo, en la figura anterior, la unidad en el objeto a medir cabe:

2
12+4 3 +3 — +i
7 7 49

Es decir, 14 unidades y 34 partes de unidad.
49

Honestamente, “;cudntas veces cabe?” es bastante ambiguo, uno podria pensar en todas las
fracciones positivas o, lo que es lo mismo, en todos los niimeros decimales finitos o periddicos y
es una buena idea para cuantificar las medidas. Sin embargo, esto esconde algo mas profundo:
que estamos asumiendo que el “;cudntas veces cabe la unidad en el objeto a medir?” siempre
tiene respuesta. ;Serd eso cierto? Es decir, dada una unidad, mediante un ntiimero finito de cortes
y pegados, ;se puede cubrir un objeto? Por ejemplo, ;cudntas veces cabe el drea del cuadrado en
el area del circulo?

Figura 1.9: el cuadrado y el circulo.

La verdad es que no existe una fraccion de nimeros enteros que responda a esa pregunta. Del
mismo modo que no existe una fraccion que permita responder a la pregunta: ;cudntas veces cabe
el lado de un cuadrado en su diagonal?

Figura 110: el lado y la diagonal del cuadrado.

Esa discusion es antigua en matematica y fue una pregunta que apasiond a matematicos des-
de la antigua Grecia. Por ejemplo, recién en 1770 el matemadtico alemdn Johann Heinrich Lambert
mostré que la pregunta ;cudntas veces cabe el didmetro de una circunferencia en el contorno de
la circunferencia? tiene como respuesta un nimero que no es la fraccion de 2 niimeros enteros.
Para los griegos, los niimeros eran medidas y decian que dos medidas (ntimeros) son conmensu-
rables si existe una medida comtin que pueda medir un niimero entero de veces a cada una de las
medidas iniciales. En el lenguaje de hoy, para decir que 2 niimeros son conmensurables, decimos
que el cociente entre ellos tiene el mismo valor que una fraccion de nimeros enteros. Entonces en
lenguaje de los griegos, el didmetro de una circunferencia no es conmensurable con el contorno
de la misma circunferencia, como del mismo modo el lado de un cuadrado no es conmensurable
con la diagonal del mismo cuadrado.
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Medicion en educacion basica

Recordemos que la matematica estudia objetos ideales, que no existen en el mundo fisico. Asi
que la discusion anterior es puramente matematica. Es posible aproximar tanto como se quiera
cualquier medida, con niimeros decimales finitos o fracciones de niimeros enteros. Sin embargo,
la aproximacion propone otro problema: ;cudn preciso quiero y puedo ser? Si se nos pregunta
scuanto mide el lapiz?, lo que hacemos es poner un extremo del lapiz en la marca 0 y vemos la
marca de la regla que coincide con el otro extremo del lapiz. Pero ;como podemos estar seguros
de que pusimos exactamente un extremo en la marca 0?

Figura I11: ;ddnde estdn exactamente los extremos del lapiz?

,Como podemos convencernos de que la marca que nosotros vemos como la que coincide
con el extremo del lapiz es efectivamente esa? Puede ser que estemos seguros de que esta entre
14,5 cmy 14,6 cm, pero exactamente jcudnto mide? Entonces, tendriamos que hacer marcas més
pequeiias, digamos marcas correspondientes a las décimas de milimetro, pero de nuevo no ten-
drfamos absoluta certeza sobre cudl es la medida exacta. Ademds, cuando tengamos marcas muy
pequeiias, nuestro ojo no serd capaz de discriminar entre una marca y otra. Y aun mas, a medida
que aumentemos la precision del instrumento, mas dificil serd determinar cudl es exactamente
el extremo del lapiz. Es decir, toda medicion tiene intrinsecamente un error. 7oda medicion es una
aproximacion.

Ya que toda medicién es una aproximacion, cuando decimos que un lapiz mide 14,5 cm, esa
informacién tiene algtin grado de error. Pero ese error no es tan grande como para decir, tal vez,
mide 7 cm. Existe un convenio respecto a comunicar informacién usando decimales. Cuando
decimos que un lapiz mide 14,5 cm, queremos significar que el 1apiz mide alguna longitud x y que
x estd entre 14,45y 14,55, es decir:

14,45 < x < 14,55

Pues cualquiera de esas medidas se aproximaria a 14,5. Entonces, cuando usemos decimales para
denotar medidas, usaremos ese convenio. Por lo tanto, si decimos que una medida es a, entonces
queremos significar que la medida del objeto, puede ser una medida que cuya aproximacion es a.
Por ejemplo, si decimos que un clip mide 2,34 cm, queremos significar que la medida del clip esté
entre 2,335 cm y 2,345 cm, es decir:

2,335 cm < medida del clip < 2,345

Por lo mismo, 1,2 cm significaria una medida que esta entre 1,15 cm y 1,25 cm. En cambio,
1,30 cm significarfa una medida que estd entre 1,295 cm y 1,305 cm.
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1.1 Conservacion

En el proceso de medir en forma directa, podemos comparar el objeto a medir con la uni-
dad de medida sin intermediarios. Sin embargo, al medir en forma indirecta es necesario hacer
algunas transformaciones. Por ejemplo, cuando enrollamos un cordén alrededor de un frasco y
luego lo estiramos y medimos el cordén estirado, estamos asumiendo que el corddn estirado o
enrollado mide lo mismo, es decir, que al enrollar un cordén no cambia su longitud. Al realizar
transformaciones en los objetos, algunos atributos del mismo pueden cambiar; por ejemplo,
si tenemos una bolita de plastilina y la aplastamos, su masa no cambia y, por tanto, su peso
tampoco cambia, pero el drea superficie exterior cambia. Si tenemos un cuadrado de cartén y
lo cortamos por una de sus diagonales, la suma de las dreas de los tridngulos resultantes es la
misma que el drea del cuadrado inicial.

Alrea1 : +

Figura 1.12: el principio de conservacion en accion.

Para pensar

En la Figura I.12, respecto a los perimetros, ;se cumple el principio de conservacion?

Esta propiedad de que el drea se preserva después de “cortar y pegar” es muy util en geome-
tria. Por ejemplo, haciendo recortes y pegando podemos ver que el drea de la figura A, que es un
paralelogramo, es la misma que el drea de la figura B, que es un rectdngulo.

Figura 113: dos figuras de igual drea: cortando y pegando.
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El 4rea de la figura B es facil de determinar conociendo algunos datos bésicos; entonces,
también podemos determinar el drea de la figura A, pues ambas tienen la misma drea.

Otro ejemplo donde aparece el principio de conservacion es el siguiente: si consideramos un
puniado de granos de maiz y los molemos en un mortero, la masa del pufiado de granos y la masa
de los granos pulverizados es la misma, si asumimos idealmente que nada de los granos de maiz
se quedd en el mortero.

Figura 114.

Ejercicios de la seccion

1. Para mostrar que el drea de un tridngulo rectdangulo es la mitad del area de un rectangulo
cuyos lados miden lo mismo que los catetos del tridngulo, jcudl propiedad del drea se esta
usando?

2. Cuando un recién nacido es muy inquieto y no es posible pesarlo, los pediatras pesan al
padre con el bebé y luego pesan al padre solo, asi el peso del nifio es la resta de la primera
medicion con la segunda medicion, jcudl propiedad del peso se estd usando?

3. Sise tiene un tubo como el de la imagen y luego se enrolla para formar un neumadtico, ;es
cierto que el volumen de liquido que cabe en el tubo estirado y el volumen de liquido que
cabe en el neumadtico es el mismo? ;El tubo estirado y enrollado tiene el mismo peso?

4. Enuna sala de clases se plantea el siguiente problema:

Usted corta con un serrucho una tabla y obtiene dos tablas, jes cierto que el largo de la tabla
original es igual a la suma de los largos de las tablas resultantes?

Discuta las posibles respuestas a las que pueden llegar los alumnos y especifique los supues-
tos detrds de cada una de ellas.

5. Sicambia el volumen de un objeto, ;cambia necesariamente su peso?

6. Busque un ejemplo de una transformacion de un objeto que cambie su masa, pero no su
volumen.

Capitulo I: Medicion en educacion basica 27



28

2. Conceptos y habilidades de medicion

Como hemos dicho, la medicién es una comparacion, pero no es cualquier comparacion, sino
que es una comparacion con referente fijo y, ademads, es bastante precisa, ya que se requiere decir
scudntas veces cabe la unidad en el objeto a medir? Por lo tanto, para medir se deben desarrollar
previamente habilidades de comparacion, y luego pasar a la medicién propiamente tal. A continua-
cién, presentamos etapas que estan presentes en el aprendizaje de la medicion.

« Etapa 1; reconocimiento del atributo: en esta etapa, es necesario identificar la pregunta
que se quiere responder, para asi reconocer el atributo que se quiere medir. En los primeros
afios de escolaridad, es importante que los nifios y nifias reconozcan el atributo que desean
comparar y no confundan estos atributos. Por ejemplo, si se desea comparar el volumen que
encierran 2 botellas, no es correcto comparar las alturas de ellas; los nifios y nifias pueden
decir frases como “esta botella encierra mas volumen que esta otra, porque es mas larga”,
confundiendo asi los atributos de volumen y longitud.

« Etapa 2; comparacion directa: una vez determinado claramente el atributo a medir, pode-
mos comparar objetos con respecto a este, utilizando frases como: ‘es mas grande”, “es mas
pequeno’, “miden lo mismo’, ‘es mds pesado’, “es mas liviano’, “tienen la misma masa’, etc.
La literatura recomienda comenzar comparando directamente, es decir, para comparar el
largo de 2 cordones, se sugiere “empatar” ambos cordones poniendo uno al lado del otro,
hacer coincidir uno de los extremos de cada uno y ver cudl supera a cudl. También podemos
comparar el volumen que encierran dos botellas trasvasijando el contenido de una en la otra.

« Etapa 3; comparacion indirecta: en un tercer paso se puede comparar indirectamente usan-
do alguna ley de transitividad. Por ejemplo, un cordén es “mas corto” que el largo de una
bancay el otro es mas largo que la misma banca; por lo tanto, el primer cordén es mas corto
que el segundo.

« Ftapa4; ;cudntas veces cabe?: las fases anteriores son precursoras de la medicion. Recién en
esta etapa se comienza con la medicién propiamente tal. Aqui, cuando ya no hay confusion
de atributos, se les pide a los nifios y nifias que comparen 2 objetos, pero ahora ‘es mas largo’
0 “mas pesado’ ya no basta, ahora es necesario cuantificar. ; Cudntas veces cabe tu cuarta en
el largo del cuaderno? o ;cudntas veces cabe el largo de tu dedo gordo en el largo del lapiz?

« Etapa 5;uso de unidades de medida: una vez que no haya confusion respecto al atributo a
medir, ya se hayan realizado comparaciones directas e indirectas y se haya calculado cudntas
veces cabe un objeto en otro, es el momento de hablar de unidades de medida. Es decir, medir
con una misma unidad varios objetos y asi comparar objetos mediante la medida referida a
una unidad fija.

« Etapa 6; desarrollo de unidades estandarizadas de medida: para finalizar, es necesario hacer
surgir la necesidad de usar medidas estandarizadas, para comunicar informacioén referida a
mediciones. Preguntas del tipo: “Marfa midié con su mano y dice que el ancho de la mesa
mide 4 cuartas y media; por su parte, Claudia también midié con su mano y dice que el
ancho de la puerta es 4 cuartas y media. ; Es cierto que el ancho de lamesa y el ancho de la
puerta miden lo mismo?” ayudan a reflexionar acerca de la necesidad de utilizar unidades
estandarizadas.
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Estas etapas sugieren un camino a seguir para desarrollar habilidades de medicién, pero en

ningln caso corresponde a un escalafén en el cual no se pueden saltar peldafios o unificar fases.
La decisién la debe tomar el profesor, teniendo en mente los conocimientos y habilidades de los
nifios y nifias de su curso y el nivel de escolaridad. En algunos casos, por ejemplo, las etapas 2y 3
se pueden desarrollar al mismo tiempo.

Ejercicio

1.

Considere la siguiente actividad de un texto escolar y responda:

oy
A L
Con pasos (— \

—_— | 1paso
4. Anota tu medida, la de un comparfiero/a y la del profesor/a.

Tu Compariero/a Profesor/a

Largo de la sala Q pasos Q pasos Q pasos
Ancho de la sala Q pasos Q pasos Q pasos

¢Son iguales las medidas? ¢Por qué?

Con cuartas
/" 1cuarta

5. Anota tu medida, la de un compafero/a y la del profesor/a.
Tu Compariero/a Profesor/a

Largo escritorio Q cuartas Q cuartas Q cuartas
alumno
Ancho escritorio chartas chartas chartas
alumno
Alto escritorio Q cuartas Q cuartas Q cuartas
alumno

$Son iguales las medidas? ¢Por qué?

oA cudl etapa de las antes descritas corresponde esta actividad? Explique.
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3. Medicion de distintas magnitudes

Es comun, en los primeros niveles de ensefianza bésica, usar unidades no estandarizadas
(informales) para medir longitud y a veces drea, pues permite concentrarse en el proceso de me-
dicién. Sin embargo, si el sentido de medicion ya estd logrado en el nifio, no es tan claro que sea
necesario completar todo el proceso (comparacién, unidades no estandar, unidades estandari-
zadas) para la medicion de nuevos atributos. Esto también tiene que ver con las habilidades que
poseen los nifios y nifias. Si un nifio observa cdmo su padre mide en centimetros cuando trabaja
en carpinteria, él mismo utiliza huinchas y conoce perfectamente la unidad centimetro; la lite-
ratura afirma que no se gana nada haciendo pasar a ese niflo por el uso de medidas no estanda-
rizadas de longitud. A continuacién, comentamos algunas de las ventajas del uso de medidas no
estandarizadas en nifios que recién son introducidos al proceso de medicidn.

« Las unidades no estandarizadas hacen mas simple que el foco sea el atributo y no la
unidad de medida. Por ejemplo, en la discusion acerca del drea de una figura irregular, se
pueden utilizar diferentes unidades informales y se obtendrdn diferentes valores, lo que
hace evidente que no es lo mismo el drea que su medida. Entonces, la discusion se focaliza
en qué significa medir el drea. Ademads, aparece en forma mds evidente que las mediciones
son aproximaciones.

« Las discrepancias que aparecen al usar unidades no estandarizadas de medicién mues-
tran la necesidad de usar medidas estandarizadas para comunicar, de modo que todos
entendamos lo mismo.

La iniciacién de nifios y nifias al proceso de medicion deberia ser, probablemente, con uni-
dades informales y progresar a unidades e instrumentos estandarizados de medicién. Los estu-
diantes de los primeros afios de ensefianza bésica requieren varias experiencias con una amplia
variedad de unidades informales de medida de longitud, peso, volumen y otras. El uso de este tipo
de unidades juega un rol clave en la adquisicién de los conceptos y el desarrollo de las habilidades
que son fundamentales para el proceso de medicién; de esta forma, el aprendizaje de este conte-
nido cobra mayor sentido para los alumnos.

Una vez establecidos los fundamentos del significado de la medicién, al estudiar otras magni-
tudes, sobre todo en ciencias, no siempre es necesario pasar por todas las etapas enunciadas mas
arriba. Por ejemplo, al medir tiempo o temperatura, simplemente se podria comenzar utilizando
unidades estandarizadas.

El uso de unidades estandarizadas debe contemplar numerosas y diversas experiencias que
les permitan manipular y practicar el uso de reglas, huinchas, balanzas, pesas, etc. Esto permitird
que los nifios y niflas se familiaricen con estas unidades de medida desde los primeros afios de
escolaridad, lo que les facilitard el trabajo de medicién en cursos superiores y en la vida diaria.

Otro asunto importante a considerar en el uso de medidas informales es la eleccién de la
unidad. La eleccién de la unidad puede estar condicionada por la exactitud y/o por la mejor
comunicacion. Por ejemplo, para medir el largo de un libro, las cuartas pueden ser unidades muy
grandes; en ese caso, tal vez sea preferible usar el ancho de un dedo o el largo de un clip.
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3.1 Medicion de longitud

Lalongitud es, usualmente, el atributo que primero se aprende a medir. Sin embargo, se debe
tener en cuenta que no es simple de entender para estudiantes pequefios. Una de las complicacio-
nes de la longitud es que es una magnitud fisica fundamental que no puede ser definida a partir de
otras. Pese a esto, los nifios y niflas tienen una idea intuitiva de longitud, ellos y ellas se expresan
comparando longitud: “yo soy més alto que Martina’, “el lapiz es mds largo que un palo de fésforo”.

Si en la hoja de papel dibujamos un segmento y le llamamos u (de unidad), y luego tomamos
otro segmento, diremos que la longitud de este es la cantidad de veces que cabe u en él.

o =

Figura L15: en nuestro caso el segmento mide 7u.

Entonces, cuando consideramos una cuarta como unidad de longitud, no estamos pensando
en todos los atributos de la mano, sino que solo en su largo; es decir, estamos considerando el
extremo del pulgar y el extremo del mefiique, y el segmento que estd entre esos extremos.

T

Figura 1.16: una cuarta.

Ahora bien, si consideramos un alambre flexible, entonces su largo es el mismo cuando estd
estirado que cuando estd enrollado, o cuando estd en alguna forma curva. Entonces, para medir
el largo de un alambre nos basta estirarlo y medirlo cuando estd en una linea recta.

Alambre torcido

Alambre estirado

Figura 1.17: un mismo alambre: torcido y estirado.

Cuando medimos el ancho de un libro, lo que hacemos es fijarnos en una recta que esta
paralela al borde del libro y medir el largo de este segmento de recta.

— Elancho dellibro es el
largo de este segmento

Figura 118
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Las primeras actividades podrian estar destinadas a comparar longitudes, a usar palabras
como “mas largo’, “mds corto’, “miden lo mismo’. Para hacer esta comparacién, la pueden hacer
directamente: por ejemplo, poniendo un cordén al lado del otro para decidir cudl es mas largo.
O bien, que un nifio se pare al lado de una nifia y decida quién es mds alto. También se puede
comparar indirectamente: un nifio se para de espaldas a la pared y marca el borde superior de
su cabeza, y lo mismo hace la nifia, el nifio més alto es el duefio de la marca que estd mas arriba.

Luego, es necesario cuantificar cudntas veces cabe un objeto en otro, en cuanto a su longitud,
para después pasar a unidades de medida, informales y formales. Es importante recordar que la
medicion es cuantificar cudntas veces cabe la unidad en el objeto a medir, la pura comparacién
de “mds grande” o “mds pequefio’ no constituye una medicion.

Es importante que se midan objetos que no son necesariamente lineas rectas. Un error que
puede aparecer en nifios pequerios es creer que la longitud es un atributo exclusivamente de ob-
jetos rectos. Para ello, es importante usar cordones, cintas o cuerdas que permitan medir objetos
irregulares. Esto también da la idea de medicion indirecta.

Ejercicio

Describa una estrategia para medir un alambre que no se puede estirar.

3.1.1 Medidas de longitud

Al utilizar medidas no estandarizadas, se centra el estudio en la habilidad de medir y no en
las unidades. Ademads, ayuda a utilizar unidades adecuadas. Por ejemplo, para medir el largo de la
sala, los nifios no deberian utilizar como unidad un clip, sino que un paso, o un pie, etc.

Una vez que se ha comunicado informacién de longitudes utilizando unidades no estandari-
zadas, surge la necesidad de utilizar unidades estandarizadas. Si un estudiante dice que su cordén
mide 3 cuartas y 2 dedos, y otro estudiante dice que su cordén mide 3 cuartas exactamente, ;cdmo
decidir cudl es el cordén més largo? O si queremos comprar un vidrio para una ventana y necesita-
mos saber cuanto vale ;cémo le damos por teléfono las dimensiones de la ventana al dependiente?
Es por esto que necesitamos utilizar medidas estandarizadas, para comunicar informacion.

Ejercicio

Considere la siguiente situacion:

Al pedirle a un nirio que determine cudntas veces cabe un lapiz en el largo de la mesa, el nifio
dice que mide exactamente 5 ldpices. Sin embargo, cuando explica su procedimiento, la profe-
sora Herndndez se da cuenta de que utilizo diferentes ldpices de distinto largo, y de hecho, los
escogio de tal forma que la respuesta fuera un niimero entero.

;Qué actividad podria sugerirle usted a la profesora Herndndez, para que se la asigne al
niflo, con el fin de que el estudiante se sienta en la necesidad de usar unidades del mismo
tamafio?
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3.1.2 Unidades estandarizadas de longitud

El conocimiento de unidades estandarizadas de longitud es un objetivo de cualquier curriculo
de matematicas y ciencias. Estas surgen de la necesidad de comunicar informacion que sea uni-
versalmente comprendida. El Sistema Internacional (SI) de medidas tiene como base de unidad

1
de longitud el metro. El metro es la distancia que recorre la luz en el vacio en ————— partes
299.792.458

de un segundo. En 1889 se materializé el metro patrén de platino e iridio depositado en la Oficina
Internacional de Pesos y Medidas en Parfs. El simbolo del metro es m, no es una abreviatura, por
lo tanto, no admite plural; es decir, para anotar cuatro metros en simbolos, escribimos 4 m y no
4 ms ni tampoco 4 mts; como simbolo, tampoco admite mayusculas. Aproximadamente, un metro
es la medida de un paso de un adulto.

La palabra metro proviene del griego metron que significa “medida’. Del metro se desprenden
subunidades de longitud, como el centimetro (una centésima de metro), el milimetro (una milésima
de metro). Utilizando el metro como base, se describen unidades mayores que el metro, como el
kilémetro (mil veces un metro). La siguiente tabla muestra algunas equivalencias:

Unidad Simbolo Correspondencia
1
Milimetro mm Imm=——m=—cm
1000 10
1
Centimetro cm lem=—m=10mm
100
Metro m 1m =100 cm = 1000 mm
Kilémetro km 1 km = 1000 m
Tabla1.1.

En general, el prefijo “mili” significard la milésima parte; por ejemplo, miligramo significara la
milésima parte de un gramo. Del mismo modo, el prefijo “kilo” significara mil veces; por ejemplo,
kilogramo significard mil veces un gramo. La siguiente tabla muestra algunos otros prefijos:

Prefijo Simbolo

Nano Mil millonésima parte

Micro Millonésima parte

Mili Milésima parte

Centi Centésima parte

Deci Décima parte

Deca 10 veces

Hecto 100 veces

Kilo 1.000 veces

Mega 1.000.000 veces

Giga 1.000.000.000 veces
Tabla1.2.

Por ejemplo, un micrémetro es la millonésima parte de un metro y su simbolo es pm. El
didmetro de la tierra mide aproximadamente 12.700 kildmetros, es decir, 12.700.000 metros, es
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decir, 12,7 megametros. Asi que, en términos practicos, en medidas terrestres no utilizaremos
los gigametros. Aparte del Sistema Internacional de medidas, existe otro sistema de unidades de
longitud que se utiliza en Gran Bretafia y algunos paises que fueron sus colonias, incluyendo a
Estados Unidos. Este sistema contempla: la pulgada, el pie, la yarda y la milla.

Una pulgada es la medida de la primera falange del dedo pulgar (el dedo gordo), es por esto
que a estas unidades se les llama antropométricas, pues son medidas del cuerpo humano. Como
esa medida depende de cada persona, al momento de estandarizarla se decidié que seria la me-
dida de la falange del rey de turno; el valor escogido equivale aproximadamente a 25,4 milimetros.
El simbolo de la pulgada es in, que proviene de la palabra inch (“pulgada” en inglés).

S

Figura [.19: una pulgada.

La unidad conocida como pie corresponde a 12 pulgadas, que en el Sistema Internacional
equivale aproximadamente a 12 - 2,54 cm = 30,48 cm.

Ejercicios

1. Cual unidad del SI usaria para describir:

La altura de un edificio. El contorno de la Tierra.

El ancho de un libro. El contorno de una cancha de fiitbol.
El grosor de una moneda. La altura del Volcén Villarrica.

Fl contorno de una moneda. Fl ancho maximo de Chile continental.

2. Complete la siguiente tabla de equivalencias de unidades de medida:

Milimetros | Centimetros | Decimetros | Metrom | Decdmetro' | Hectdmetro | Kilémetro

mm cm dm dam hm km
1.000.000 100.000 10.000 1000 100 10 1

0,008

20

5
3,5
600
8.700

! Decametro = 10 metros.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

Medicion en educacion basica

Realice las siguientes transformaciones:

380 mm =©m 12 mm :D cm 83,2 km :D dm
25cm = )mm 360mm =(  )dm 3276m = )km
250cm = D dam 05km = D dam 4860 cm = D dm
678cm =(  )m 234dam =( ) km 0,0032km=( ) cm
1350mm=( ) dam 0204km = )m

Roberto sale a trotar y recorre una distancia de 4,2 km a la ida. ;Cudntos metros habra
recorrido en total, si se vuelve por el mismo camino?

Marcela compré 37 m de cinta y ya ha utilizado 2.340 cm. ;Cudntos dm de cinta le quedan?
¢Cudntos centimetros quedan de una tabla de 35 dm de largo si se corta un trozo de 1.570 mm?

En una urbanizacion, una calle mide 0,437 km de largo, ;cudntos metros se deben afiadir
para que mida 1 km de largo?

Pedro esta corriendo la maratén (42,2 km). Si luego de mas de 3 horas de trote le dicen que
solo le faltan 3.700 m, ;cuantos kildmetros ha recorrido?

Dos estaciones de trenes estdn a una distancia de 720 km. En un dibujo a escala, estas es-
taciones distan 9 dm. Entonces, ;cudl es la distancia real entre 2 ciudades que en el dibujo
estdn a 25 cm?

La casa de Carolina estd a 1,46 km de su colegio. Cada dia ella va y regresa por el mismo
camino. ;Cudl es la distancia en metros que recorre diariamente?

Carlos recorre un quinto de la distancia entre 2 lugares en bicicleta, un cuarto a pie y los
33 km restantes en bus. ;Cudl es la distancia en metros entre los 2 lugares?

Ellargo de una cancha de futbol es de 100 m aproximadamente. ; Cudntas veces el largo de
una cancha de fitbol cabe en un kilémetro?

Si la velocidad de la luz (en el vacio) es aproximadamente 3 - 10° m/s, entonces ;cudnto se
demora un rayo del Sol a Mercurio en el momento en que estan mds alejados? (la distancia
entre el Sol y Mercurio en el momento en que estan mas alejados es aproximadamente
70.000.000 km).

La distancia de la Tierra ala Luna es aproximadamente 353.680.000 m. ; Cuanto tarda la luz
que sale de la Tierra en llegar a la Luna?

Si existiera un puente de la Tierra a la Luna y se pudiera recorrer en un automdvil a
100 km/h, ;cudnto tardaria el automdvil en ir de la Tierra a la Luna?

Silaluz se demora aproximadamente 8 minutos del Sol a la Tierra, ;cudl es la distancia del
Sol ala Tierra?

Si una yarda equivale a 3 pies, ;a cudntos centimetros equivale una yarda?

Si una milla equivale a 5.280 pies, ;a cudntos metros equivale una milla?
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3.1.3 Errores que pueden surgir en el uso de instrumentos de medicion de
longitud

El manejo de instrumentos de medicion es, muchas veces, dificil para los estudiantes. Por ello,
su aprendizaje requiere de un trabajo sistematico que permita que los estudiantes comprendan
cémo estos instrumentos han sido graduados y cémo funcionan.

Asi, por ejemplo, en el caso de la regla graduada, es necesario que los profesores expliciten
que en ella ha sido marcado un punto de origen, que una unidad de medida (por ejemplo, el cen-
timetro) ha sido repetida una cierta cantidad de veces y que los niimeros correlativos indican la
cantidad de unidades de medida desde el origen. Explicitar estos conceptos, de la posicién que
debe ocupar el punto de origen (el 0) y de cdmo se debe posicionar la regla en relacién con el ob-
jeto a medir, contribuird a evitar procedimientos incorrectos en el uso de la regla.

Algunos de los errores que podrian aparecer entre los estudiantes al momento de utilizar la
regla graduada son:

« Cuando existe una distancia entre el 0 y el borde de la regla, algunos estudiantes utilizan
el borde de la regla como punto de origen, lo que genera errores en la medicion del objeto.
Por ello, se requiere que el profesor muestre a los alumnos cémo debe alinearse el objeto
con la marca del 0 en la regla y no con su borde.

Figura 1.20.

« Relacionado con el anterior, sucede cuando el estudiante, al medir un objeto, cuenta el
numero de marcas con que ha sido graduada la regla desde el 0 hasta el final del objeto,
en lugar de contar las veces que la unidad de medida se repite. Es decir, cuenta las lineas y
no los espacios entre ellas. Por ejemplo, si se quiere medir un segmento de 5 centimetros,
cuenta 6 marcas: las 2 de los extremos y las internas.

Figura I.21.

o Cuando el alumno utiliza el 1 como punto de origen para la medicién en lugar del 0. De
esta manera, la medicion realizada es un centimetro menor a la medida real del objeto.

A
4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 10 11 12
Figura 1.22.
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o Cuando se mide un objeto partiendo desde un punto diferente al 0, es comtn que los
estudiantes olviden restar la distancia existente entre el punto de origen utilizado y el
cero. Por ejemplo, un estudiante podria decir que el segmento de la figura mide 12 cm y
nol2-4=8cm.

0 1 2 3 4 9 6 7 8 9 10 11 12

Figura 1.23.

« Cuando se solicita a los estudiantes medir una linea curva, algunos sefialan que esto no es
posible de realizar, ya que desconocen la posibilidad de utilizar un elemento secundario,
por ejemplo, una cuerda, que permita cubrir la linea curva, para luego estirar la cuerda y
medirla con una regla.

En particular, el conocimiento y la practica del uso de la regla graduada son fundamenta-
les para el aprendizaje matemadtico futuro por diversas razones. Por ejemplo, se relacionan con
el aprendizaje de la recta numérica y con la representacion de operaciones aritméticas en ella;
familiariza a los estudiantes con las unidades de medida estandarizadas de longitud; y construye
una base de crucial importancia para el aprendizaje de otros tépicos en geometria.

3.2 Medicion de area

3.2.1 Idea intuitiva

A cada figura que se encuentra en un plano (o en la superficie de un cuerpo sélido) le asocia-
mos una magnitud llamada drea, que corresponde intuitivamente a la “medida de la superficie”
de la figura.

Al estudiar la medicién de longitud, nuestros primeros pasos apuntaban a compararlas lon-
gitudes de 2 objetos (para determinar cudl era el mas largo). ;Qué ocurre si queremos comparar
las dreas de 2 objetos, por ejemplo, un cuaderno y un libro? Si, por ejemplo, el libro es més largo
y mas ancho que el cuaderno, la respuesta es facil de obtener (podemos poner el cuaderno sobre
el libro, y vemos que el libro “sobra en todas las direcciones”).

¢Pero qué ocurre si, por ejemplo, el libro es mds largo pero mas angosto que el cuaderno?
Ahf la respuesta de cudl de los 2 tiene mayor drea no es tan evidente: note que la férmula que
tenemos aprendida (multipliquemos largo por ancho y comparemos los productos obtenidos), en
realidad apunta a obtener la cuantificacién de la magnitud del area de cada objeto, comparando
las cantidades resultantes.

Asimismo, responder la pregunta de “cudntas veces cabe” el drea de un objeto en la de otro
(por ejemplo, un cuaderno en una mesa) presenta complicaciones, si se quiere hacer directamente:
¢qué pasa si el largo de la mesa equivale a 12 largos del cuaderno, y el ancho de la mesa a 8 anchos
del cuaderno?

Por las razones anteriores, al desarrollar los conceptos y habilidades relativos a la medicién
de drea puede ser conveniente llegar luego a la etapa de definir una unidad (informal o formal)
de drea, y cuantificar directamente (respondiéndonos: ;cudntas veces cabe la unidad de drea en
el area del objeto medido?).
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3.2.2 Medicion de area con unidades informales

+Qué objetos nos conviene usar como unidades de area? En principio, podriamos usar cual-
quier objeto con el atributo de drea como unidad para medir esta. Sin embargo, entre otras razo-
nes, porque cuadrados (o rectangulos) del mismo tamafio “se pegan bien” entre ellos, tendemos
a escoger como unidades de drea objetos rectangulares. Asi, las primeras actividades del tipo
“cudntas veces cabe” el drea de un objeto en otro pueden involucrar, por ejemplo, un cuaderno y
el escritorio, o un trozo de papel lustre y un libro.

Si queremos medir el drea de un objeto en papel lustre o en cuaderno, pondremos copias de
estos objetos, una al lado de la otra, tratando de llenar el objeto a medir.

Recordemos que toda medicion es una aproximacion. Asi, si nuestra unidad no cabe un nu-
mero exacto de veces en el objeto a medir, la cantidad de veces que cabe entera es una primera
aproximacion a la respuesta buscada. ;Qué hacer para mejorar esta aproximacion?

Una idea simple es cortar copias de la unidad en pedazos y usarlos para rellenar lo que falta
por cubrir. En principio, usando repetidamente este método -y cortando la unidad en trozos cada
vez mas pequerios— podriamos obtener mediciones del drea tan aproximadas como quisiéramos.

Ejercicios

1. Usando como unidad de drea un cuadrado (o rectdngulo) de papel (por ejemplo, papel
lustre, tarjetas de visita, Post-It), mida el drea de una mesa encerrando estos rectangulos
unitarios, para determinar cudntos caben en la mesa. Si es necesario, corte algunos de los
cuadrados para obtener una mejor aproximacion.

2. Repita el ejercicio anterior con rectangulos de papel de distintos tamafios (y midiendo la
misma mesa).

3. Repita el ejercicio anterior midiendo la misma mesa, pero reemplazando los rectangulos
de papel por tridngulos o por circulos de un tamafio dado. Note que en este tltimo caso es
imprescindible cortar algunos circulos para rellenar partes de la mesa. ;Qué complicacion
se presenta en este ejercicio?

4. Elija alguna figura de forma triangular y mida su 4rea usando como unidad, primero, rec-
tangulos, después tridngulos y finalmente circulos.

3.2.3 Unidades estandarizadas de area

Sibien es cierto que podemos tomar cualquier figura plana como nuestra unidad de érea, es
costumbre elegir cuadrados para dicho rol. Los cuatro ejercicios anteriores muestran que cuadra-
dos y rectangulos se prestan mejor para ser unidades de area.

Maés atn, si un cuadrado tiene lados de longitud u (donde « es una unidad de longitud),
decimos que el 4rea del cuadrado es un z? (un u cuadrado). Asi, por ejemplo, en el Sistema Im-
perial (EE. UU. e Inglaterra, entre otros) se habla de pulgadas cuadradas, pies cuadrados y millas
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cuadradas, entre otros; mientras que en el Sistema Internacional encontramos metros cuadrados,
centimetros cuadrados y kilémetros cuadrados. Las unidades que mads nos interesan correspon-
den al sistema métrico decimal, pero, ocasionalmente, aparecen situaciones en que es necesario
recurrir al Sistema Imperial.

Ejercicios

1. Suponga que tiene 2 cuadrados y el lado de uno es 10 veces el lado del otro. ; Cudntas copias
del cuadrado mas chico caben en el otro? En otras palabras, ;cudntas veces cabe el drea de
un cuadrado, en otro de lado 10 veces mayor?

2. ;Cuéntos cuadrados de lado 1 cm caben en un cuadrado de 10 cm de lado?
3. ¢Cudntos cuadrados de lado 10 cm caben en un cuadrado de 1 m de lado?

4. ;Cudntos cuadrados de lado 1 cm caben en un cuadrado de 1 m de lado? (Ayuda: la res-
puesta no es 100).

5. Averigiie, ;a cudntos metros cuadrados equivale un acre?, ;una hectdrea? y ;un pie cuadrado?

6. Indique 2 ejemplos en los que, para medir el drea de una superficie, sea adecuado utilizar:

Kilémetros cuadrados Hectdreas
Metros cuadrados Centimetros cuadrados

Milimetros cuadrados

7. Unrecténgulo cuya édrea es 50.000 m ;tiene mds o menos drea que una cancha de ftitbol?
8. Al estacionar un auto, ;se cubre un drea mayor o menor que 20 m*?

9. Dibuje y recorte, en tamario real, cuadrados con las siguientes dreas:

1 centimetro cuadrado 1 pulgada cuadrada

1 decimetro cuadrado 1 pie cuadrado

10. Compare las superficies de los cuadrados anteriores y responda:

¢Cudntos centimetros cuadrados hay en un decimetro cuadrado?

Aproximadamente, ;cudntas pulgadas cuadradas se necesitan para cubrir un decimetro
cuadrado?

¢Cuéntas pulgadas cuadradas hay en un pie cuadrado?

Aproximadamente, ;cudntos decimetros cuadrados se necesitan para cubrir un pie cua-
drado?

¢Por qué algunas comparaciones de las anteriores se pueden realizar en cantidades en-
teras y otras no? Explique.
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3.2.4 Area de figuras geométricas abstractas

En la discusién anterior, asi como en la mayor parte de la discusién sobre medicién de longi-
tud, nos referimos a mediciones de los respectivos atributos de objetos reales: cuerdas, cuadernos,
puertas, recipientes, etc.

En geometria, estamos interesados también en el estudio de objetos ideales: segmentos de
recta o trozos de curva que no tienen grosor, cuadrados perfectos, figuras planas cuyos bordes no
ocupan drea, y muchos otros.

Gran parte del estudio de area en el curriculo escolar estd dedicado precisamente a encon-
trar maneras de determinar el drea de estas figuras planas ideales. Para algunos estudiantes, el
contenido que mejor recuerdan de la geometria escolar son las férmulas de drea (de rectangulos,
tridngulos, trapecios, otros poligonos e incluso circulos).

¢Cudl es el origen de estas férmulas de drea que nos son tan familiares?
Muchas de ellas nacen de las dos propiedades siguientes:

o El drea es invariante bajo movimientos rigidos: si trasladamos (movemos), rotamos (gira-
mos) o reflejamos (damos vuelta) una figura, su drea se mantiene.

L) 6o (L &9

Figura 1.24: las figuras B, C, y D resultan de reflejar, trasladar y rotar la figura A, respectivamente.
El drea de todas esas figuras es la misma.

« Si2figuras no se traslapan, entonces, el drea de su unién es la suma de las dreas de las
figuras consideradas por separado.

AV

Figura 1.25: las figuras que no se traslapan.

Note que si 2 figuras se traslapan, en general, el drea de su unién es menor que la suma de

sus 4reas:

Figura 1.26: 2 figuras que se traslapan.
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Un caso critico de la situacion anterior ocurre cuando 2 figuras tienen puntos comunes, pero
todos ellos estan en sus bordes:

Figura 1.27: 2 figuras que tienen en comun un borde.

Una pregunta que aparece naturalmente relacionada con la de jcudl es el drea de una unién
de figuras que comparten el borde? es la siguiente: “;cudl es el drea de un trozo de linea (recta o
curva)?”

Note que, si no estamos trabajando con objetos ideales, es perfectamente valido considerar el
trozo de linea como un rectdngulo muy delgado, en que el ancho corresponde a su grosor. Asi, po-
driamos afirmar que el 4rea de un trozo de cuerda de 0,5 m de largo y 1 mm de grosor es 500 mm?.

Sin embargo, si nos restringimos a objetos ideales (trozos de linea sin grosor), la respuesta a
la pregunta de més arriba es: el rea de un trozo de linea es 0.

En resumen

La discusion anterior nos lleva a concluir que, en realidad, para que las dreas de 2 figuras
se sumen, basta que no tengan puntos comunes o que todos sus puntos comunes estén en
sus bordes, es decir, que las figuras esten yuxtapuestas como en la Figura 1.27.

Las dos propiedades mencionadas anteriormente no son suficientes para determinar el area
de una figura; todavia es necesario fijar una unidad de drea que determine la escala.

De manera similar a cuando se trataron las unidades estandarizadas de longitud, elegimos
como unidad de drea al cuadrado cuyo lado mide exactamente una unidad de longitud; desde
este momento, las dreas de otras figuras pueden ser calculadas por aplicacion reiterada de las 2
propiedades anteriores.

Ejemplo
El drea de un rectangulo se obtiene multiplicando sus 2 dimensiones lineales (largo y
ancho). Cuando ambas son ntiimeros enteros es facil justificar esta regla (y aqui nos
aparece una conexion con el eje de Numeros); si las medidas del largo y ancho del
rectdngulo son fracciones la justificacion es un poco mas compleja, pero abordable
(aqui no entraremos en los detalles, serdn vistos en el Capitulo IV).
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Figura 1.28: el drea del rectdngulo es 45 u*=20 u”.

e Que el drea de un paralelogramo se obtiene del producto entre las longitudes de su base
y de su altura (o, abreviadamente, “su base por su altura”) puede ser justificado cortando
el paralelogramo en 2 piezas y rearmando un rectangulo de igual base e igual altura que
el paralelogramo original.

<N

Figura 1.29: el drea del rectdngulo es igual al drea del paralelogramo.

o La formula para calcular el drea de un tridngulo (la mitad de la base por la altura) se ob-
tiene considerando un paralelogramo del cual el tridngulo dado es la mitad.

B

Figura 1.30: el drea del tridngulo AABC es la mitad del drea del paralelogramo ABCD.
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Ejercicios

1. Suponga que tiene 2 tridngulos, y que cada lado de uno de ellos es el doble de la longitud
de un lado del otro tridngulo. ;Cudntas veces cabe el drea del tridngulo menor en la del
tridngulo mayor?

2. Repita el ejercicio anterior reemplazando “doble” por “triple”.

3. 4Sepueden extrapolar los resultados de los ejercicios anteriores a figuras que no sean trian-
gulos? Si se tienen dos rectangulos y se sabe que cada lado de uno es el triple de la longitud
de un lado del otro, jes posible determinar la razén entre las dreas de ambas figuras? ;Qué
se debe tener en cuenta, en general?

3.3 Medicion de volumen

3.3.1 Medicion de volumen con unidades informales

La medicién de volumen es el paso natural que sigue a la medicién de drea: lo que se hace
con un cuadrado (u otra figura plana: rectangulo, tridngulo, trapecio) al medir el area, que sirve
como unidad de drea, al medir volumen se hace con un cubo (u otro cuerpo tridimensional, por
ejemplo un paralelepipedo, un tetraedro o una esfera) que define la unidad de volumen. Al igual
que en el caso del drea (en que elegfamos un cuadrado como unidad por la comodidad de que
varias copias de €l “encajan bien” al momento de cubrir una porcién del plano), para el caso del
volumen se suele elegir como unidad un cubo, pero esto no es esencial.

El proceso de aproximacion que se sugirio al calcular el drea también puede ser utilizado
para aproximar volumen, esta vez, rellenando las figuras con cubos unitarios o trozos de ellos.
Por ejemplo, si es posible conseguir muchos dados iguales y declaramos como unidad de volumen
el dado, podriamos medir el volumen de agua que cabe en un balde o en una taza, o el volumen
que puede ser contenido en una caja de cartén. En lugar de dados, pueden servir los cubitos que
forman las “serpientes de madera’, juguetes que se enrollan hasta formar un cubo:

Figura 1.31: una “serpiente de madera’, estirada y enrollada.

Las unidades estandarizadas utilizadas para la medicién de volumen son las unidades cu-
bicas: en el Sistema Internacional, metros ctibicos, centimetros ctbicos, kilémetros cibicos; y
en el Sistema Imperial, pulgadas cubicas, pies cubicos, millas ciibicas. Un nombre comtn para el
decimetro ctbico es itro.
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Ejemplo
+Como medir el volumen de un huevo?

1) Primero ponga agua en un recipiente graduado. Mida el volumen de agua que puso
en el recipiente.

2) Luego, sumerja un huevo en el recipiente y emptijelo hasta que esté completamente
cubierto por el agua.

3) Mida el volumen del contenido que marca el recipiente. Entonces, el volumen del
huevo es la diferencia de las 2 mediciones de volumen en el recipiente.

3.4 Medicion de masa y peso

La RAE define masa como la “magnitud fisica que expresa la cantidad de materia que con-
tiene un cuerpo’. No intentaremos dar una definicién mas precisa (esto corresponderia mas bien
al drea de ciencias). Mencionaremos solamente que, en lugar de medir la masa directamente,
medimos sus efectos; por ejemplo, midiendo el peso de un cuerpo o su resistencia a cambiar de
velocidad (su fuerza de inercia).

El peso de un cuerpo (en un punto dado fijo sobre la superficie terrestre) es la fuerza con
la que el cuerpo es atraido por la Tierra. Esta fuerza es directamente proporcional a la masa del
cuerpo, por lo que, al comparar los pesos de 2 cuerpos, dicha comparacidn se aplica a sus masas.
Este es el principio detrs de la balanza:

Figura 1.32.
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Para medir la masa de un cuerpo, comparamos su peso con el peso de una masa ya conocida.
Si los pesos son iguales, también lo son las masas.

Estaidea de comparar pesos usando una balanza ya era conocida por los egipcios: la figura
muestra a Anubis decidiendo si el corazén de un difunto es mas pesado (en cuyo caso el alma era
condenada a la muerte eterna) o mas liviano que la “pluma de la verdad” (lo que le permitia al
alma vivir eternamente).

Figura 1.33: Anubis compara el corazon de un fallecido con la “pluma de la verdad.

Para completar el proceso de medir masa, sélo falta determinar una masa patrén que sea
usada como unidad de medida. ;Qué elegimos como unidad de masa? En el sistema métrico, la
unidad bésica de masa es el kilogramo (= 1.000 gramos), que queda definido a partir del kilogramo
prototipo internacional. Denotamos el kilogramo como kg, la milésima parte de un kilogramo, se
llama gramoy se anota g. La milésima parte del gramo se llama miligramo 'y se anota mg. Por otra
parte 1.000 kilogramos corresponden a una tonelada y la denotamos por t.

3.4.1 Medicion de peso

¢Qué ocurre si deseamos medir el peso de un cuerpo?

Como deciamos, el peso es una fuerza, por lo que debe ser medido como tal. Un instrumento
que mide esta fuerza (basandose, por ejemplo, en el estiramiento de un resorte) es el dinaméme-
tro; y uno similar es la pesa que se usa, por ejemplo, para pesar papas en la feria:

Figura 1.34: un dinamdmetro (izquierda) y una pesa de feria (derecha).

Capitulo I: Medicion en educacion béasica 45



46

Note que el peso es una magnitud que varia debido a traslaciones: una persona no pesa lo
mismo a nivel del mar que en la cumbre de una montafia. De hecho, debido a que la Tierra no
es una esfera perfecta (es achatada en los polos), una persona pesa més en los polos que en el
Ecuador.

Note ademads que, en general, cuando medimos peso y masa, usamos instrumentos que nos
“dicen” cuanto pesa algo. Es decir, no comparamos directamente con una unidad preestablecida,
por lo tanto, en este caso solo usamos comparacion indirecta, salvo en el ejemplo de la balanza
de platillos.

Ejercicios

1. Averigiie, jcudl es la razén (aproximada) entre el peso de un objeto medido en la superficie
de la Tierra y en la superficie de la Luna? ;A qué se debe esta razén?

2. Averigiie, ;cudnto pesard una persona de 70 kg de masa en la superficie lunar?

3. Averigile, ;como funciona una romana?

Las unidades mds usadas para medir el peso estdn relacionadas con las unidades de masay,
de hecho, muchas llevan el mismo nombre, al que se le agrega el sufijo “-fuerza’. Asi, por ejemplo,
un kilogramo-fuerza es la fuerza que le imprime a un kilogramo de masa una aceleracion especifi-
cada (a saber; 9,80665 m/s?); esto corresponde a la fuerza que ejerce la Tierra sobre un kilogramo
de masa en un punto especifico de la superficie terrestre.

Note que, en lenguaje coloquial, generalmente usamos las unidades de masa (gramo, kilogra-
mo) para referirnos a peso; lo correcto serfa hablar de gramos-fuerza o kilogramos-fuerza. La uni-
dad bésica del SI para medir fuerza es el Newton (N), que es la fuerza que le imprime a una masa
de 1kg, una aceleracion de 1 m/s Asf, un kilogramo-fuerza es més o menos equivalente a 9,8 N.

Ejercicios

1. Indique qué unidad de medida serfa la mds apropiada (miligramo, gramo, kilogramo, tone-
lada) para medir la masa de los siguientes objetos:

Un grano de arroz. Un ascensor transportando 5 personas.
Una bolsa de manzanas. 2 rebanadas de pan.

Un pufiado de almendras. Una caja llena de libros.

Una tableta de paracetamol. Un limén.

Un camidn cargado de madera.
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2. Complete la siguiente tabla de equivalencias:

Toneladas Kilogramos Gramos
0,0025 2,5 2.500
3,2
0,5
1.000
2.200
2,7
750
35
45.000

3. Realice las siguientes transformaciones:

kg = g 35k = Je
250g = ke 280kg =t
ssmg = ) e = e

4. Resuelva los siguientes problemas:
Si un paquete de caramelos pesa 215 g ;Cudntos paquetes de ese mismo peso puedo
armar con 4 kg de caramelos?
Un bombdn de chocolate pesa 6 g. ;Cudntos kg pesan 500 bombones?

Una caja de manzanas de exportacion contiene 40 manzanas. Si cada manzana pesa, en
promedio, 70 gy se tienen 5 cajas, ;cudnto pesaran todas las manzanas?

Al puerto llega un barco con 2.800 t de mercancia. ;Cudntos camiones se necesitardn
para transportarla, si cada camién puede cargar 1.200 kg? ;Y si se consiguen camiones
que pueden cargar 1.400 kg?

3.5 Medicion de tiempo

Para el final de esta seccion y de este capitulo, hemos dejado la medicion del tiempo. Por una
parte, el tiempo es mucho menos tangible que la longitud, la masa, y el volumen; de hecho ha sido
un quebradero de cabeza para fildsofos y fisicos. Sin embargo, todos creemos tener una nociéon
de tiempo, aunque ninguno de nosotros podamos explicar qué cosa es. San Agustin ejemplifica
esta idea muy bien, él dice:

“;Qué es, pues, el tiempo? Si nadie me lo pregunta, lo sé; si quiero explicarlo a quien me lo
pide, no lo sé”

Por otra parte, la medicién de tiempo, al igual que la medicién de masa y peso, escapan del
ambito de la geometria. Pero suele ocurrir que los curriculos incluyen un eje de medicién en el
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area de matematicas o, a veces, dentro del eje de geometria. Es por esto que un profesor de ma-
temadtica de ensefianza basica debiera conocer acerca de la medicién del tiempo y el uso de los
relojes. Ademas, en los primeros afios de ensefianza basica, el profesor de ciencias y el profesor
de matematicas suele ser el mismo profesional.

En musica, por ejemplo, una redonda denota 4 tiempos, una blanca 2 tiempos, una negra
denota un tiempo, y una corchea mide medio tiempo, y esas medidas no se traducen ni a segun-
dos ni a minutos. En este caso, la medida “tiempo” es no estandarizada, pese a que los musicos
cuando leen estos simbolos en las partituras todos entienden lo mismo y tocan al mismo ritmo.

Redondas | o

Blancas J J
Negras J J J J
Corcheas J" I I j’ I I I J"

Figura 1.35: tabla de equivalencia de los simbolos musicales, segun tiempos.

El programa de estudio de nuestro pais, del 2012, sugiere que se les pida a los nifios que usen
medidas no estandarizadas de tiempo para comparar la duracién de actividades cotidianas. Por
ejemplo, mientras un nifio escribe su nombre en la pizarra, otro nifio dice en voz alta la secuencia
de nimeros naturales y registra el nimero que coincidié con el término de la tarea; luego inter-
cambian papeles; y concluyen que aquel nifio que registré un niimero menor en la secuencia es
aquel niflo que se demor6 menos en escribir su nombre.

El programa sugiere también que en lugar de usar la secuencia numérica, también se pueden
usar aplausos, rebotes de pelota y golpes de pie en el suelo. Si la duracién de una actividad esta
asociada a alguna competencia, por ejemplo, ;quién se demora menos en armar un rompecabe-
zas? y no se tienen 2 copias del mismo puzle, entonces, los nifios usardn alguna de las unidades
antes mencionadas para medir el tiempo que demoran, por ejemplo, el “recitado” de la secuencia
numeérica. Pero los nifios con la intencion de ganar aceleraran el ritmo en que dicen la secuencia.
En ese momento, se hace necesario el uso de una medida estandar del tiempo.

Para medir el tiempo en forma estdndar, usamos un reloj que hace la medicién por si solo,
es decir, no necesitamos interactuar con él, como lo hacemos con una regla para medir longitud,
o como lo hacemos con una balanza de platillos para comparar masa. Lo tinico que tenemos
que hacer es saber leer el reloj. La lectura de relojes andlogos (de manecillas) es un objetivo en
enseflanza prebdsica y en enseflanza basica. En las bases curriculares de nuestro pais del 2009, la
lectura relojes andlogos y digitales aparece en el primer ciclo bésico.

Reloj analogo Reloj digital

Figura .36: tipos de relojes que se estudian en enserianza bdsica.
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El reloj andlogo cuenta con 2 o 3 manecillas: la mas pequenia indica la hora y se llama /ora-
rio, la que le sigue mide los minutos y se llama minutero, y la mds larga y mas delgada indica los
segundos y se llama segundero. El reloj estd dividido en 12 marcas, el segundero da una vuelta
completa en un minuto, el minutero da una vuelta completa en una hora y el horario en una hora
pasa de una marca a otra. Es decir, si el horario estd justo en la marca 4, entonces al cabo de una
hora estard en la marca 5. Pero ese paso no ocurre en un instante, sino que el horario avanza lenta
y homogéneamente de una marca a otra durante una hora. Es decir, a las 10 y cuarto, el horario
no estard justo en la marca 10, si no que habra avanzado un poco. Por su parte, el minutero habra
dado un cuarto de vuelta completa, es decir, estard en la marca 3.

Figura 1.37.

Para pensar

Si un reloj andlogo ha perdido su minutero y su segundero, ;cémo se podria decir la hora
aproximando al cuarto de hora?

Elreloj digital no presenta las dificultades de la lectura, pues muestra la hora y los minutos en
forma explicita; por ejemplo, cuando el reloj marca 10:25, dice que son las 10 con 25 minutos. Sin
embargo, existe una dificultad que se produce entre el sistema decimal y el sistema sexagesimal.
En el sistema decimal, las diferentes nomenclaturas cambian de 10 en 10; en cambio 10 segundos
no son un minuto, ni 100 segundos son un minuto, de hecho, ninguna potencia de 10 segundos
equivale a un minuto; la equivalencia es que 60 segundos corresponden a un minuto y 60 minutos
equivalen a una hora. Entonces, 10 horas y 50 minutos alguien podria escribirlo como 10,5 horas,
lo cual corresponderia a un error, pues 10,5 horas corresponde a 10 horas y media, lo que equivale
a 10 horas y 30 minutos.

Una notacién que se suele usar para denotar tiempo es la siguiente: los minutos se marcan
con un apdstrofe () y los segundos con dos apdstrofes (”), por ejemplo, para denotar 2 horas 25
minutos y 13 segundos, se usa:

22513

El problema surge cuando tenemos unidades de tiempo menores al segundo, entonces, se
deja de lado el sistema sexagesimal, y se vuelve al sistema decimal, y para medidas menores que
el segundo se usan centésimas de segundo.

Por ejemplo, Usain Bolt, con un tiempo de 9,58 s, es el récord masculino de los 100 metros
planos, y para la categoria femenina, Florence Griffith Joyner, con una marca de 10,49 s, posee el
récord. Es decir, Bolt recorre 100 metros en 9 segundos y 58 centésimas de segundo. Entonces, el
récord de Usain Bold difiere del de Florence Griffith en 91 centésimas de segundo (ese tiempo es
equivalente al de 2 parpadeos, mas o0 menos).

Capitulo I: Medicion en educacion basica 49



50

3.5.1 Unidades de medida de tiempo

La unidad que utiliza el Sistema Internacional de Unidades para el tiempo es el segundo y su

simbolo es s, como ya lo hemos utilizado. Otras unidades estandarizadas de medida de tiempo
son: el dia, que equivale a 24 horas; la semana, que corresponde a 7 dias; el mes, el afio; la década;
y el siglo. Una mencidn especial merece el mes, pues hay meses con 28 dias, con 30 dias y con
31 dfas, incluso hay aflos que tienen meses de 29 dias. Sin embargo, cuando se dice que algiin
proceso durd 8 meses, por ejemplo, se suele pensar en meses de 30 dias, si es necesario hacer la
transformacion a dias.

Ejercicios del capitulo

1.

Si Jorge en desayunar se demora 15 minutos; en bafiarse, lavarse los dientes y vestirse se
demora 35 minutos; el colegio le queda a 25 minutos de su casa; entra a las 08:15 de la ma-
fiana. ;A qué hora debiera levantarse para no llegar atrasado al colegio?

Cuando el reloj marca las 03:48, ;el horario estd mas cerca del 3 o del 47

Un tren sale de la estacion a las 07:45 y llega a destino a las 20:16 ;Cudnto tiempo durd el
viaje?

Una méquina imprime 15 paginas por minuto ;Cudnto tiempo ha estado funcionando si
ha impreso 555 paginas?

Un nifio sale de su casa alas 07:10 de la mariana y regresa a las 11:20 de la mafiana. ;Cudnto
demora en ir y regresar a la casa?

¢Cuél de las siguientes es una buena aproximacion de la hora que muestra el reloj que solo
tiene horario?

01:30

01:15

1,45

10 minutos para las 2.

Las 2y 10 minutos.

Unay solo una de las siguientes afirmaciones es correcta. Decida cudl es y explique por qué.

Maria pesa exactamente 45 k.
Maria mide exactamente 1,50 m.
Maria demord exactamente 20,4 minutos en correr 100 m.

Maria tiene exactamente 4 hermanos.

Explique cudl es la diferencia entre decir que algo mide 2,3 m y decir que algo mide 2,30 m.

Si se informa que el ancho de una mesa mide 45 cm, ;entre qué valores se encuentra la
medida del ancho de la mesa?
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CAPITULO

|

Medicion en educacion bdsica

10. ;Cudl de las siguientes podria ser la medida del alto de una puerta?

d. I,7cm
0. 21 cm

C. 2,1 km
. 210 cm

11. Describa una estrategia para determinar cudntas veces cabe el largo del contorno de una
moneda en el ancho de una mesa.

12. Un estudiante de tercero basico pone un eldstico en una geoplano formando la siguiente
figura.

El nifio dice que el 4rea de la figura es mayor que el area de 2 cuadrados del geoplano, pero
que no sabe cudnto mas, pues las otras partes de la figura no son cuadrados.

a. ;Cuél es el drea de la figura, si la unidad de medida es el drea de un cuadrado del geoplano?

0. 4Como le ayudarfa al nifio a encontrar la respuesta?
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Capitulo

II Nociones geométricas basicas

“A ti, contorno de la gracia humana,
recta, curva, bailable geometria,
delirante de luz, caligrafia

que diluye la variable més liviana’.
R. Alberti.

Introduccion

En este capitulo, hacemos un recorrido por distintos conceptos e ideas ba-
sicas de la geometria. Debemos aclarar (y declarar) que adoptaremos un punto
de vista a la vez intuitivo y platénico; por esto ultimo, queremos decir que con-
sideramos los objetos geométricos como ideales, sin las limitaciones impuestas
por el mundo fisico. Asi, por ejemplo, concebimos los puntos como infinitamente
pequerios, las rectas y curvas como infinitamente delgadas, las rectas y planos
de extension infinita, etc. Hacemos esto porque esta es, precisamente, la mirada
con que la matemaética estudia estos objetos.

Partiremos acordando las ideas primitivas de la geometria, como son punto,
linea, recta, plano, superficie y espacio, entre otras. Estas ideas no son presenta-
das mediante definiciones, sino que invocaremos a la intuicién para que todos
entendamos lo mismo de esas ideas. En la Seccién 2 daremos las primeras de-
finiciones usando las ideas primitivas anteriores, estas incluyen: punto medio,
segmento, rayo, angulo, paralelismo y perpendicularidad. Ademads, en esta parte
daremos algunos argumentos para asegurar la validez de algunas propiedades
en total generalidad.

La Seccién 3 estd dedicada a figuras geométricas en el plano. Hacemos una
detallada discusion acerca de la definicién de poligono, a modo de ejemplo, y de
como se desarrolla una definicion en matematica, de tal forma de que sea lo mas
precisa y econémica posible.

También en la Seccidn 3 se entregan las definiciones de circulo y circun-
ferencia y de algunos elementos de ella. Finalmente, al igual que en el capitulo
anterior, dedicamos un apartado a los errores que pueden surgir en la represen-
tacion de objetos geométricos en aulas escolares.
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1. Nociones primitivas

Aqui mencionaremos y describiremos conceptos primitivos, o sea, conceptos que daremos
por conocidos sin definirlos. Esto nos permitird comenzar a construir el lenguaje que usaremos
para comunicar nuestras ideas.

Sin embargo, si no definimos estas nociones, ;cémo pretendemos trabajar con ellas? Nos
apoyaremos en las nociones intuitivas que, con alta probabilidad, todos compartimos, ya que han
llegado a ser parte de nuestra cultura.

Asi, damos las siguientes descripciones de conceptos primitivos:

» Punto: usualmente, asociamos la nocién de punto a la de posicion; por ejemplo, es comtn es-
cuchar que “un punto es algo que no tiene dimensiones, sino que solo tiene posicién”. Euclides
intentd definir el punto como “aquello que no tiene partes”. La RAE nos dice que un punto, en
su acepcion geométrica, es el “limite minimo de la extension, que se considera sin longitud,
anchura ni profundidad”.

En el lenguaje cotidiano, usamos la palabra “punto’ para referirnos a una posicién como (el
punto penal, el punto de partida de una carrera, un punto de encuentro para una cita). En los
dibujos geométricos, solemos representar los puntos con marcas de ldpiz (una pequefia marca
hecha con la punta o 2 pequenas lineas que se cruzan). Pero estas representaciones no reflejan
fielmente lo que queremos: la marca del lapiz, en realidad, es una figura parecida a un pequefio
circulo y el cruce de 2 lineas es una pequefia cruz. Ni siquiera los puntos que vemos dibujados
en la pantalla del computador o impresos con tecnologia ldser son representaciones perfectas
de nuestro concepto ideal de punto (una forma de verificar esto es observar la pantalla o el
papel impreso con un lente de aumento lo suficientemente potente).

Ademads de pequefias marcas para mostrar la ubicacion de los puntos, usaremos letras mayus-
culas para poder referirnos a ellos en la discusion.

C

Figura I1: tres Puntos.

» Linea: llamamos /inea a un conjunto continuo' de puntos, que pueden ser recorridos (sin re-
peticiones) solo de 2 maneras, que llamaremos los sentidos de los recorridos.

El origen de la palabra linea es la palabra latina /inum, “lino™. Asf, una primera imagen de lo que
es una linea nos la da una hebra de hilo delgado.

! Por “conjunto continuo de puntos” entendemos uno que puede ser dibujado sin levantar el lapiz.
? Planta cuyo tallo se usa para fabricar telas.
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Figura I1.2: hebra de hilo.

En el mismo sentido que decimos que un punto no tiene dimensiones, diremos que una linea
“no tiene ancho’. Asi, toda linea tiene una sola dimensicn, la que llamamos largo o longitud.

Distinguiremos, gruesamente, 4 tipos de lineas: cerradas (en que tras recorrerlas a partir de
un punto se llega nuevamente a este), finitas (que tienen dos puntos extremos), infinitas (que
se extienden sin limites al ser recorridas en ambos sentidos) y semiinfinitas (que tienen un
extremo en un sentido, pero que se extienden sin limite en el otro). En las figuras siguientes,
indicaremos, con una linea punteada terminada en una flecha, una porcién de una linea que se
extiende infinitamente en uno de sus sentidos (claramente, esta forma de indicar la infinitud
de la linea es insatisfactoria, pero no hay una manera universalmente aceptada de dibujarla).

~
-

N

Figura I1.3: una linea cerrada. Figura I1.4: una linea infinita.

Figura IL5: una linea finita. Figura I1.6: una linea semiinfinita.

Una linea, que al recorrerla, la direccién del movimiento va variando la llamamos una linea
curva.
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T

Figura IL.7: linea que cambia su direccion en cada momento.

» Recta: una recta (o linea recta) es una linea infinita en ambos sentidos, que al recorrerla siempre
se mantiene la misma direccién.

Una propiedad importante de las rectas es que, dados 2 puntos distintos cualesquiera, ellos

determinan una y solo una recta; si 4 y B son dos puntos, denotaremos por AB alatinica recta
que pasa por ambos puntos.

Si se tienen 3 0 mds puntos, diremos que ellos son colineales si y solo si existe una recta que los
contiene a todos. Note que, por la propiedad del parrafo anterior, 2 puntos cualesquiera siempre
estdn contenidos en una recta, por lo que no es interesante preguntarse por la colinealidad de
dos puntos.

Figura I1.8: los puntos A, By C son colineales, pero A, By D no son colineales.

» Distancia: unida a la nocién de punto y a la nocién de recta que pasa por 2 de ellos, se encuen-
tra la de distancia entre puntos. La distancia entre dos puntos distintos Ay B (que es lo que
podemos medir con una regla graduada apoyada en ellos) es siempre un niimero positivo, que
denotamos por AB, y la distancia entre un punto y el mismo es 0.
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Para pensar

Note que lo anterior implica que si 2 puntos Py Q son tales que PQ = 0, entonces
necesariamente P=(Q. Esto puede chocar con la nocién intuitiva, reforzada por la
representacion de puntos como circulos rellenos, de que puede haber 2 puntos distintos
“pegados” (a distancia cero).

Por ejemplo, a partir de la imagen de la izquierda (en que 2 puntos aparecen muy
juntos) podria pensarse que, vista con un lente de aumento, la situacién es como en la
figura de la derecha, los dos puntos —que ahora parecen mas grandes- siguen juntos.

Figura I1.9: 2 puntos ‘pegados’.

Pero en realidad, si pudiéramos ver la figura de la izquierda con un lente de aumento,
verfamos algo como lo siguiente:

Figura I1.10: 2 puntos vistos a través de un lente.

Recuerde que los circulos que marcan la posicién del punto no son propiamente circulos,
sino simples marcas; entonces, al acercarnos a ellos no los veremos més grandes. Tampoco
veremos las lineas mds gruesas si nos acercamos a ellas. En la figura siguiente vemos una
recta con dos puntos marcados.

o0

Figura IL11.

Sin embargo, al verlos con un lente de aumento, vemos algo como lo que sigue:

Figura IL.12.

Plano: llamamos plano a un conjunto de puntos de extension infinita, sobre el cual podemos

movernos en linea recta, tanto como queramos, en 2 direcciones fijas (a lo largo y a lo ancho).

Estas 2 direcciones son llamadas las dimensiones del plano, por lo que este es un objeto bi-

dimensional (2D).

Buenas imégenes aproximadas de la nocién de plano son (salvo por el hecho de que son finitas)

el piso, el techo o las paredes de la sala de clases; la superficie de la mesa e incluso la tapa de

un cuaderno.
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» Superficie: llamamos superficie a un conjunto de puntos que, en cada uno de dichos puntos,
es “localmente parecido” a un plano. El parecido local entre una superficie y un plano se hace
evidente si aumentamos la escala de ella, o si —al menos en nuestra imaginacién- reducimos
la escala del observador.

Asi, por ejemplo, al observar una esfera pequefia (como, una bola de billar), nos damos cuenta
de cudn distinta es de un plano; pero si la esfera es mucho mas grande (como de un tamaio
similar al de la Tierra), o si el observador es mucho mas pequefio (imaginemos un insecto o
microbio parado sobre la bola de billar), la esfera le parecera indistinguible de un plano. De
hecho, la creencia de que la Tierra es plana se originé precisamente en este fenémeno.

Ya que una superficie es localmente similar a un plano, también es un objeto bidimensional.

Las siguientes figuras ilustran lo anterior mostrando 2 ejes (correspondientes a las 2 dimensio-
nes) en la superficie y ejes similares en un plano.

Figura IL13.

Aligual que las lineas, las superficies pueden ser finitas o infinitas. Tradicionalmente, llamamos
superficies a algunos objetos que no cumplen a cabalidad la definicién dada anteriormente,
sino que tienen —excepcionalmente- uno o més puntos en los que el objeto no es localmente
parecido a un plano. Un ejemplo tipico de esta situacién es el cono, que es localmente parecido
aun plano, salvo en su vértice.

Ejemplos
1) Superficies finitas

Figura I.14: una esfera (izquierda) y un toro (derecha).
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2) Superficies infinitas

T

Figura I115: La imagen representa un cono infinito.

Note que un plano es una superficie infinita con la propiedad de que, dados 2 cualesquiera,
larecta que los une esta completamente contenida en él.

Una superficie con borde es un conjunto de puntos tal que, al eliminar de él una o mas lineas (el
borde), se obtiene una superficie en el sentido anteriormente descrito. Las superficies con borde
también pueden ser finitas o infinitas.

Ejemplos
1) Superficies finitas con borde

S

Figura IL17: un trozo de toro con borde (izquierda), un cono con borde (derecha).

2) Superficies infinitas con borde

Figura I118: cono truncado infinito.
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,Qué pasa si “pegamos” dos superficies con borde justamente en sus bordes? Por ejemplo, si
tomamos un cilindro finito abierto (como, un tubo de cartén) y en sus 2 bordes pegamos sendos
discos, obtenemos un cilindro finito cerrado.

Figura IL19: un cilindro con bordes con dos “tapas” es un cilindro cerrado.

Algo similar pasa si tomamos un cono finito abierto (por ejemplo, un gorro de cumpleaiios
o un cono para helado) y en su borde pegamos un disco; en este caso, obtenemos un cono finito
cerrado.

Figura I1.20: un cono cerrado con “tapa’.

En general, en el lenguaje cotidiano, al hablar de conos o cilindros, nos estamos refirien-
do a sus versiones finitas. Ademads, no hacemos las distinciones entre las versiones “abiertas” o
“‘cerradas” de dichas superficies: usamos la palabra “cilindro” tanto para referirnos a una lata de
conservas como a un tubo de cartdn, y la palabra “cono” para hablar de un gorro de cumpleafios
o de un cono sélido de madera.

Otro aspecto en el que se aprecia la ambigiiedad de nuestro lenguaje usual es en que usamos
los mismos nombres para referirnos a las superficies cerradas que a los sélidos® que estas encie-
rran: al decir “esfera” pensamos tanto en la bola sélida (imaginese una bola de billar) como en la
céscara de ella; si tenemos una lata de conservas hueca, decimos que es “un cilindro’, y si la relle-
namos de cemento también es un cilindro. En cada caso, es el contexto el que permite reconocer
qué acepcion de la palabra se estd usando.

» Espacio: entendemos por espacio el conjunto de todos los puntos.

El espacio es ilimitado (infinito) en todas las direcciones, y en él podemos identificar tres
dimensiones: largo, ancho y alto”.

* Estudiaremos los sdlidos con mayor detencién en el Capitulo V.
“Un libro interesante para entender el concepto de ‘dimensién” es Planilandia, un romance de muchas
dimensiones, de Edwin Abbot, que narra las aventuras de seres que viven en un mundo de dos dimensiones.
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2. Primeras definiciones

En la parte anterior se dieron a conocer los conceptos primitivos, aquellos que no definimos,
pero tenemos una idea de qué representan. Aqui definimos conceptos que, sin ser primitivos, son
bésicos para entender las figuras geométricas. En esta seccion y en las siguientes de este capitulo,
restringimos nuestro estudio a geometria bidimensional (sobre el plano); toda la discusién sobre
geometria 3D es dejada para el Capitulo V.

2.1 La nocion de “estar entre”, segmentos y rayos

DefiniciéonIl.1  [Estar entre]: Dados tres puntos distintos A, By C, decimos que B estd
entre Ay CsiA, By Cson colineales y AB + BC = AC.

Figura I1.21: el punto B estd entre A y C.

Notemos que la condiciéon AB + BC = AC obliga a que A, By C sean colineales, pues si no, los
puntos 4, By C serian los vértices de un tridngulo y en este caso AB + BC > AC.

B
A

Figura I1.22.

Sin embargo, para que la definicion de “estar entre” resulte mas clara, dejaremos la condicién
de colinealidad en su enunciado.
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Definicién 1.2 [Segmento o trazo]: Dados 2 puntos Ay B, el segmento (o trazo) AB
es el conjunto de puntos delarecta AB formado por 4, By todos los
puntos que est4n entre ellos. Diremos que los extremos de AB son los
puntos Ay B.

A

Figura I1.23: segmento AB.

Definicién I3 [Punto Medio]: Dado un segmento, digamos AB, su punto medio es
aquel punto M que estd en el segmento y satisface AM = MB.

Como AM + MB = AB, entonces AM = MB = 4B . Note que este punto es tinico. De hecho,
2 AB AB
supongamos que existen 2 puntos, digamos My M., tales que AM = MB= “— yAM'= M'B= o
2

Ademas, tanto M como M’ estan entre A y B, lo que implica que A, B, M'y M’son colineales

yAM + MB = AB = AM’+ M’B. Entonces, M estd entre A y M’ o M esta entre A y M. En el primer
caso se tiene que

AM+ MM’ + M'B = AB

4B + MM+ 48 =AB

2 2
MM'=0

Es decir, M = M". Lo mismo resulta si suponemos que M estd entre A y M.

Una consecuencia de la existencia del punto medio de un segmento es que todo segmento
tiene una cantidad infinita de puntos. Una forma de convencernos de esto es que, tras encontrar
el punto medio M del segmento AB , podemos considerar ahora el segmento AM y encontrar el
punto medio de aquel segmento, y repetir este proceso indefinidamente.

B

Figura I1.24: M es el punto medio de AB, M | es el punto medio de AM, M ,
es el punto medio de AM, y M. es el punto medio de AM,.
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DefinicionII.4.  [Convexidad]: Un conjunto de puntos se dice convexo si, dados 2 cua-
lesquiera de sus puntos, el segmento que los une estd completamente
contenido en él.

Asi, por ejemplo, la imagen de la izquierda en la Figura I1.25 es convexa, ya que es imposible
encontrar 2 puntos tales que el segmento que los une no esté contenido en ella; pero la de la de-
recha no lo es (como lo demuestra el segmento dibujado).

Figura 11.25: la figura de la izquierda es convexa y la de la derecha no es convexa.

Unarecta / divide al plano en 2 regiones, ambas regiones se llaman semiplanos, y son conjun-
tos convexos; y el segmento que une un punto de un semiplano con un punto del otro semiplano
interseca a la recta /.

P
Definici6onIl.5  [Rayo]: Cualquier punto P de una recta AB la divide en 2 semirrectas.
Estas semirrectas no contienen al punto P.

< O »
<% O >

A P B

Figura I1.26: Una recta con dos semirrectas determinadas desde el
punto P, una en direccion de A y la otra en direccion de B.

Un rayo es una de las dos semirrectas en que queda dividida la recta,
unida al punto que la divide. Dicho punto es llamado el origen del rayo.

Para denotar un rayo, indicamos primero su origen y después otro
cualquiera de sus puntos, con una flecha (=) sobre ellos.

Figura I1.27: rayo AB.
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Ejercicios

1. ;Cdémo es posible definir en términos de la relacién “estar entre” estas semirrectas? (Ayuda:
,qué ocurre si se toma un punto de cada una de estas semirrectas? ;qué punto queda entre
ellos?)

2. ;Escierto que el rayo PQ es el mismo que el rayo QP?

3. El conjunto de puntos que forman una recta, ;es un conjunto convexo?
4. SiQPes igual a QS. entonces ses cierto que los puntos P, Qy § son colineales?

5. Sise consideran todos los puntos de QP yde PQ y luego se unen, ;es cierto que se obtiene
una recta?

6. Describa una estrategia para encontrar el punto medio de un segmento dibujado en una
hoja de papel, sin medir.

2.2 Angulos

DefiniciénIL.6  [Angulo]: Un dngulo queda determinado por 2 rayos que tienen un
origen comun (llamado vértice del d4ngulo). Si los rayos son BA y

BC, entonces el angulo lo denotaremos por £ABC.

Exactamente, qué entendemos por dngulo, depende del punto de vista que se adopte. En
general, en este libro adoptaremos el enfoque de que “un dngulo es la unién de los conjuntos de
puntos que forman 2 rayos con un mismo origen’.

A

Figura I1.28: el dngulo £BAC como la unidn de los rayos AB y AC.
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Sin embargo, existen, por lo menos, otras 2 posibilidades:

o Entender la nocién de angulo como la “abertura” que se forma entre 2 rayos con un origen
comun (algunos prefieren llamar a esta abertura region angular).

Figura I1.29: dngulo visto como abertura.

« Entender dngulo como el giro (rotacién en torno a un punto fijo) que se produce cuando
uno de los rayos cambia de orientacion, y pasa de estar orientado en la direccién de uno
de los rayos a estarlo en la direccion del otro.

En los primeros afios de escolaridad, la atencion se enfoca en el atributo principal de los
angulos, es decir, en la medida de su abertura. Es importante que los alumnos participen en
actividades que les permitan, a ellos mismos, realizar giros o hacer rotar objetos. Un error que se
puede observar en el aprendizaje de los dngulos se relaciona con la medida de los dngulos, como
las 2 lineas que representan los lados del éngulo en el caso de la figura de la derecha son més largas
que las de la izquierda, algunos nifios sefialan que el primer dngulo mide menos que el segundo,
reflejando una comprensién no acabada del concepto de angulo.

v

v

Figura I1.30.

§i 2 segmentos tienen uno de sus extremos en comun, digamos V, podemos considerar los
rayos que los contienen y decimos que el dngulo que forman los segmentos es el angulo de los
rayos que contienen a dichos segmentos, que tiene como origen a V. Lo mismo ocurre entre un
segmento y un rayo.
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2.2.1 Medida de angulos

A cada dngulo se le asocia un ntimero, el que llamamos medida. Informalmente, la medida de
un angulo nos dice “cudn amplio es su interior” denotaremos por m (£ABC) o m£ABC la medida
del dngulo £ABC.

Dados 2 puntos distintos, podemos considerar la recta que los contiene. Esa recta divide al

plano en 2 semiplanos. Consideremos un angulo £ABC y el semiplano determinado por A y por
B,y que contiene a C.

A

Figura I1.31.

Ahora consideremos el semiplano determinado por By C que contiene a A.

A

a

Figura I1.32.

Entonces, el interior del &ngulo £ABC corresponde a la interseccién de esos 2 semiplanos.

A

Interior

Figura I1.33.
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Una propiedad importante de la medida de los 4ngulos es que es invariante bajo movimien-
tos rigidos: si un dngulo puede ser llevado a otro, mediante un giro, un desplazamiento o una
reflexién, entonces deben tener la misma medida. Cuando 2 dngulos tienen la misma medida,

decimos que son congruentes.
Un tipo importante de dngulo se forma cuando 2 rectas se cortan formando 4 dngulos con-

gruentes entre sf; en este caso, se dice que los angulos son rectos (y, de paso, se dice que las rectas
son perpendiculares). Para denotar un angulo recto, lo marcamos formando un cuadrado en el

vértice del angulo

A

Figura I1.34: un dngulo recto.

Tradicionalmente, se le asigna al 4ngulo recto una medida de 90°, pero este ntimero corres-

ponde a una convencion: la unidad de medida para los dngulos (igual que para cualquier mag-
nitud) es esencialmente arbitraria, como lo evidencia el hecho de que existen otros sistemas de

medicién de dngulos.
En lo que sigue, adoptaremos como unidad de medida el grado (que es denotado por °).
Escogemos esta unidad de modo que la medida de un dngulo recto sea 90 grados (90° ), y las me-

didas de otros dngulos quedan proporcionalmente determinadas en base a esto.

2.2.2 Medicion de Angulos
¢Cémo se miden los dngulos en la practica? Para este propésito usamos el transportador,

instrumento graduado en el cual estd marcado un punto (el centro del transportador). El transpor-
tador de la figura tiene dos graduaciones, una en cada sentido. La marca “90” es comtin a ambas

graduaciones.

10
180 179,/

Figura I1.35: Transportador.

Para medir un dngulo, se hace coincidir el centro del transportador con el vértice del dngulo a
medir y se alinea la marca “0” con uno de los lados del dngulo. De esta forma, la medida del dngulo

estd dada por la marca correspondiente al otro lado de este.
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®

®»
A hLU
-0 110 0 1dy

Figura I1.36.

Una estrategia alternativa consiste en considerar que, una vez que se ha hecho coincidir el
vértice del dngulo con el centro del transportador, la medida del &ngulo corresponde a la diferencia
de las marcas correspondientes a los rayos que forman el éngulo. Asi, por ejemplo, en la figura po-
demos medir el 4ngulo considerando las marcas de la graduacion interior; en este caso, dirfamos

que la medida es 160° — 100° = 60°. También podriamos usar la graduacién exterior; en este caso,
dirfamos que la medida es 80° — 20° = 60°.

Figura I1.37.

Una propiedad importante de las medidas de los dngulos es la aditividad: dados 3 rayos

con un origen comun, digamos OA. OB y OC . si OB esté en el interior de £40C, entonces
mA&£AOB + m £BOC = m £AOC.

Figura I1.38: aditividad de dngulos.
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Notemos que nuestra definicién de dngulo, la unién de 2 rayos de origen comun, permite
definir el interior del dngulo, ya que la medida del dngulo da cuenta de cudn amplio es su interior.

Nuestra forma de definir interior y de medir d&ngulos solo nos permite considerar medidas de
angulos mayores que 0°y hasta 180°. Es decir, dado un angulo £ABC, como el de la Figura I1.39,
la medida de ese dngulo es B y no a.

<

Figura I1.39.
2.2.3 Clasificacion de los angulos

Un 4ngulo cuyo interior es un semiplano se llama dngulo extendido y mide el doble de un
angulo recto, es decir, 180°.

180°

A

Figura I1.40: dngulo extendido.

Un dngulo cuya medida es menor que la de un dngulo recto es llamado agudo

D

[
[
1
[l
[l
[}
[l
1
'
[l
[}
[}
[l
[
1
\

A

Figura IL41: el dngulo £BAD es agudo.

Un dngulo que mide més que un dngulo recto, pero menos que uno extendido es llamado
obtuso.

A

Figura I1.42: el dngulo £BAD es obtuso.
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Consideremos una recta L con un punto Ven ella. Si de V' nace un rayo V& que solo tiene a
Ven comtn con L, entonces se forman 2 dngulos entre VR y L, digamos o y 8, como lo muestra
la Figura I1.43.

Figura I1.43: Angulos adyacentes.

Si 2 dngulos son tales que tomados en conjunto forman un dngulo extendido (como a. y ),
son llamados dngulos adyacentes.

Siay B son dngulos adyacentes, entonces la medida de o més la medida de 3 es 180°. En
general, 2 dngulos se dicen suplementarios si sus medidas suman 180°. En nuestro caso, o y p son
suplementarios, o es el suplemento de B y viceversa. Es importante notar que dos dngulos pueden
ser suplementarios y no adyacentes.

B 45°

Figura I1.44: dngulos suplementarios.
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Ejercicios

1. Mida con el transportador e indique el valor de cada angulo

[ = V
S AN

2. Mida con el transportador, escriba las medida de cada dngulo y clasifiquelos (agudo, obtu-
80, recto o extendido).

<
)
a v
»
|4

3. Conla ayuda del transportador y la regla, construya angulos con las siguientes medidas.

a. 98° e. 450
h. 15 f. 1200
C. 141° g. 175°
d. 350
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4. Considere la siguiente figura, donde 4, By C son colineales. Marque en ella la medida del
angulo £ABE como o, la medida del 4ngulo £EBC como B, la medida del dngulo £ CBF
como v, la medida del éngulo £ EBF como 3y el éngulo £ABF como ¢. Decida si las siguien-

tes frases son ciertas o falsas:
E

a. Si B =y, entonces a = ¢.
D.B+y=8
C.a+B=30+¢

d. o+ p=180°

2.2.4 Perpendicularidad

Recuerde que dijimos que dos rectas son perpendiculares si se intersecan formando 4 éngulos
con igual medida (congruentes), y que dichos dngulos son rectos. Otra forma —equivalente a la
anterior— de definir perpendicularidad es que 2 rectas son perpendiculares si se cortan formando,
del mismo lado de una de ellas, 2 dngulos de igual medida.

Si se tienen dos rayos, dos segmentos, un segmento y un rayo, una recta y un segmento o
cualquier otra combinacién similar, decimos que ellos son perpendiculares si las rectas que los
contienen lo son.

A C
P A
0 B
Figura I1.45: el segmentos OP es Figura I1.46: el segmentos AB es
perpendicular al rayo OA. perpendicular al segmento BC.
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Una experiencia beneficiosa para el aprendizaje de dngulos rectos puede realizarse mediante
el plegado de papel. Para ello, se toma un papel de cualquier tamario y forma, y se hace un doblez.
Lamarca del doblez puede ser interpretada como un segmento, luego se vuelve a doblar haciendo
coincidir los extremos del segmento (el doblez anterior). Con esto, el ngulo extendido se divide
en 2 partes iguales. Al desplegar el papel, se obtienen 2 segmentos perpendiculares.

a éa )

. y
a )

N v

Figura 1147,

Ademas, se puede utilizar este dngulo recto construido artesanalmente para buscar dngulos
rectos en objetos del entorno cercano, a modo de escuadra, como se muestra a continuacion.

i« -

Figura I11.48.

2.2.5 Paralelismo

DefinicionI.7  [Paralelismo): Decimos que 2 rectas en el plano son paralelas (lo que
se denota usando el simbolo |]) si no se intersecan, es decir, si no tie-
nen ningin punto en comun.

Figura I149: las rectas 1,y I, son paralelas (1, |1, ).
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Dos rayos, 2 segmentos, un segmento y un rayo, u otra combinacion similar, se dicen paralelos
si las rectas que los contienen lo son.

Figura IL50: el segmento AB y el rayo CD son paralelos.

B C

A D

Figura IL51: los segmentos AB y CD son paralelos.

Notemos que 2 rectas son paralelas si no se intersecan; sin embargo, como las rectas se ex-
tienden infinitamente en ambos sentidos, el tamarfio de la hoja de papel en donde se representan
no puede capturar esa infinitud, por lo tanto, puede que 2 rectas no sean paralelas, pero no se
intersequen en la vista de la hoja de papel. Por ejemplo, las rectas de la imagen de abajo no son

paralelas.
B
/
A
/

Figura I1.52: 2 rectas no son paralelas, pero no se ve el punto de interseccion.

Otra forma de definir rectas paralelas en el plano es la siguiente: consideremos 2 rectas Ly L’
en el plano. Consideremos, ademds, una recta M no coincidente con las anteriores y que interseca
aLyal:Silos angulos agudos (o rectos) que forman M con L y M con L'miden lo mismo, entonces
diremos que las rectas L y L'son paralelas. En el dibujo siguiente, L es paralelaa L’siy solo si a. = o’

M L
(o> ‘
Figura IL.53.
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Que las 2 definiciones son equivalentes lo demostraremos en la segunda parte de este libro.
Entonces, con esta definicion podemos afirmar que las rectas de la Figura I1.54, no son paralelas,
pues o no mide lo mismo que o’

A/A./‘ D

/

Figura I1.54

=

DefinicionIL. 8  [Simetral] La simetral (también llamada la mediatriz o el bisector per-
pendicular) de un segmento es la recta perpendicular a este que pasa
por su punto medio.

A

Figura I155: la recta | es la simetral del segmento AB.

Se puede demostrar que los puntos de la simetral de un trazo son precisamente aquellos
que equidistan (estdn a la misma distancia) de los extremos del trazo. Esto lo probaremos en la
segunda parte del libro.

DefiniciéonIl.9  [Bisectriz de un dngulo] Dado un éngulo cualquiera, su bisectriz es un
rayo contenido en su interior que determina 2 dngulos, cada uno de
los cuales mide la mitad del 4ngulo original.

Figura I1.56: el rayo [ es bisectriz del £ABC.
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Definicién II. 10 [Angulos opuestos por el vértice] Consideremos 2 rectas L y I’ que se
intersecan en el punto V. Marquemos 2 puntos Py Q en L y también P’y
Q’en L, como muestra la Figura 11.57. Los dngulos £PVP"y £QVQ" se
llaman opuestos por el vértice.

Figura I157.

Denotemos por o la medida del dngulo £PVP" y por B la medida del dngulo £P'VQ . Como
estos dos angulos son adyacentes, se tiene que o + 3 = 180°.

Figura I158.

Si denotamos por o la medida del &ngulo £QVQ'y como este dngulo es adyacente a £ P'VQ,
entonces también se cumple que o + = 180°. Por lo tanto:

o + B =180° y o + p=180°
De lo cual se desprende que o = o

Del mismo modo, si denotamos por B’ la medida del angulo £ PVQ' se tiene que B =B’ En-
tonces, por lo tanto, nuestro argumento anterior asegura que 2 dngulos opuestos por el vértice
tienen la misma medida. Dejémoslo escrito como una propiedad.

Propiedad Il. 1 Los 4ngulos opuestos por el vértice son congruentes.
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Ejercicios de la seccion

1. Consideremos 2 rectas paralelas L y L, y M es una recta perpendicular a L. ; Es cierto que M
es perpendicular a L? Argumente.

2. Consideremos 2 pares de rectas paralelas L||L'y M || M'y ademds que L L M ;Es cierto
que L' L M"?

3. Consideremos 2 pares de rectas paralelas L||L"y M || M', y ademds, L no es paralela a M,
como lo muestra la figura de abajo.

d. Muestrequea+ =o' +p =a" +B" =a + B =180°
b. Muestre que =o' = o' = @
C. Muestreque =p"'=p" = B

4. Considere una hoja de papel y haga un doblez en ella.

Marque con Ay Blos puntos del doblez que estan en el borde de la hoja:
A
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Ahora hagamos un nuevo doblez, haciendo coincidir los puntos A y B. En el punto medio de
AB quedardn marcados cuatro dngulos una vez que se despliegue la hoja. Dé un argumento
para justificar que esos dngulos son todos rectos.

El minutero de un reloj da una vuelta completa en una hora, es decir, da media vuelta en
media, entonces en 15 minutos, ;qué angulo barrié el minutero? Es decir, si el minutero
estd en el 12 y luego estd en el 3, ;que dngulo forman esas dos posiciones?

Posicion inicial

Posicion final

El horario avanza una vuelta completa en 12 horas, es decir da media vuelta en 6 horas.
¢,Qué angulo barre el horario en una hora?

Si el reloj marca 03:00 entonces el horario y el minutero forman un dngulo recto. ;A las tres
y media el minutero y el horario forman un dngulo recto? Si no es recto, ;es menor o mayor
que un angulo recto?
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3. Figuras planas

Uno de los principales objetos de estudio de la geometria son las figuras planas. Estas son
conjuntos de puntos formados (o delimitados) por lineas. En este apartado, estudiaremos los
tridngulos, cuadrilteros, y poligonos en general; y como ejemplo de figura curva veremos la cir-
cunferencia.

3.1 Poligonos

El concepto de poligono es uno del cual manejamos, a nivel informal, una idea bastante pre-
cisa. Producto de nuestra experiencia y educacion previa, tenemos una imagen mental bastante
consensuada —una convencion no escrita— de qué es y qué no es un poligono. En este apartado,
intentaremos poner por escrito, en la forma de una definicion, los términos de esa convencidn.

La palabra “poligono” es comtinmente usada de 2 formas para definir una clase de figuras
planas. Por una parte, se entiende por tal a una porcion de plano delimitada por segmentos de
recta, pero también se usa definir como poligono el borde de dicha figura. En este libro, la usare-
mos en el segundo sentido dado (o sea, el borde de una porcion de plano que estd delimitada por
segmentos de recta). Para referirnos a dicha porcién de plano, usaremos la frase “regién poligonal”.

En cualquiera de los 2 casos, es necesario agregar ciertas condiciones adicionales para que la
definicion sea coherente con la idea de poligono que ya tenemos en nuestra mente.

Asi, por ejemplo, consideraremos que las siguientes 5 figuras son poligonos:

o7 AN [

Figura I1.59.

Y consideraremos que las siguientes 4 no son poligonos:

< b 84V

Figura I1.60.
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En la figura siguiente, se ven 2 poligonos:

Figura I161.

¢Es razonable considerar la figura anterior como un solo poligono? Acordaremos que no;
una propiedad importante de la nocién cominmente aceptada de poligono es que sea posible
dibujarlo sin levantar el 14piz.

Para pensar

Suponga que deseamos definir poligono como una porciéon de plano delimitada por
segmentos de recta. ;Qué condiciones adicionales cree usted que es necesario exigir?

Para responder lo anterior, piense en las siguientes 2 figuras. ;Es razonable aceptarlas
como poligonos?

<t XX

Figura IL.62.

Suponga que queremos definir poligono como una unién de segmentos, y que imponemos
las siguientes condiciones:

« 2 segmentos solo pueden encontrarse en sus extremos.
o En cada extremo de los segmentos, deben encontrarse exactamente 2 de ellos.
« Cada segmento se encuentra con exactamente otros 2.

¢Corresponden estas condiciones a nuestra idea preformada de lo que es un poligono? La
verdad es que le falta un poco. La Figura I1.61 muestra dos poligonos y no un poligono, sin em-
bargo, con las 3 condiciones de arriba lo podemos considerar como un solo poligono. Para evitar
este problema, agregaremos una condicién que diga que un poligono se debe dibujar en forma
continua, sin levantar el 14piz de la hoja.

Por lo tanto, en este libro adoptaremos la postura de que un poligono es la unién de algunos
segmentos, con las 3 condiciones enunciadas anteriormente, mds:

« Una que evite que consideremos una unién de 2 poligonos como si fuera uno solo (por
ejemplo, exigir que sea posible recorrer los segmentos pasando por todos ellos sin levantar
el lapiz), y

o Otra que obligue a que la cantidad de segmentos considerados en la unién sea finita.
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A continuacién, queremos definir conceptos como vértices y lados de un poligono. Una pri-
mera idea es que, si un poligono es la unién de ciertos segmentos, entonces dichos segmentos son
sus lados y los extremos de ellos son sus vértices.

E C

4 B

Figura I1.63: en este poligono, los vértices son A, B, C, Dy E; y sus lados son
los segmentos AE ,ED, DC, CB y BA.

Sin embargo, se presenta el siguiente problema: el poligono de la Figura I1.64 estd formado

por la unién de 3 segmentos AB, BC y CA, por lo que dirfamos que esos son sus lados y que sus
vértices son 4, By C.

C

Figura I1.64.

;Qué pasa si llamamos D a alglin punto del segmento CA que no sea uno de sus extremos?
C

D

Figura I1.65.
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Podemos ahora decir que los lados del poligono son AD, DC, CB'y BA, y que sus vértices son
A, B, Cy D. Pero entonces el poligono tiene 3 lados y también 4 (y lo mismo pasa con los vértices)!

Claramente, esta ambigiiedad no es deseable (en algiin momento quisiéramos hablar de “los
vértices” o “los lados” de un poligono dado), por lo que nuestra definicién de vértices y lados
requiere una precision.

La forma mads simple de hacer esto es no considerar como lados a 2 segmentos si ellos se
unen formando un dngulo extendido y no considerar como vértices a los extremos de los segmen-
tos donde esto ocurre.

Asi, dado un poligono indicado como unién de ciertos segmentos dados, llamamos vértices
a los puntos donde dichos segmentos se unen en dngulos no extendidos, y llamamos lados a los

segmentos que unen 2 vértices.
C

H

A F G B
Figura IL.66.

Asi, por ejemplo, en el poligono de la Figura I1.66 los vértices son 4, B, C, Dy E (F, Gy Hno

califican, ya que en ellos se forman dngulos extendidos), y los lados son AE, ED, DC, CB y BA.

En resumen

Un poligono es una figura plana que consiste en la unién de una cantidad finita de
segmentos que satisface las siguientes condiciones:

* 2 segmentos solo pueden tener un punto en comun y es uno de sus extremos.
« En cada extremo de los segmentos, deben encontrarse exactamente 2 de ellos.
« Cada segmento se encuentra con exactamente otros 2.

o Es posible dibujar todos los segmentos sin levantar el lapiz.

Ademds, cada uno de los puntos en que se encuentran dos de los segmentos del poligono,
sin que formen un dngulo extendido, es llamado vértice del poligono.

Los segmentos del poligono que tienen por extremos a 2 vértices son los lados del
poligono.
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Ejercicios

1. Busque definiciones de poligono en al menos 3 textos escolares distintos y analice si son
equivalentes a la presentada en este libro. En el caso de que no lo sean muestre un ejemplo
de una figura que para los textos es un poligono, pero no para nosotros (o viceversa).

2. Segtn nuestra definicién de poligono, ;Cuédl de las siguientes figuras es un poligono? En el
caso de que una figura no sea un poligono, describa cudl de las condiciones de un poligono
no se cumple.
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3. ;Encudl o cudles de los siguientes casos la figura no corresponde a un poligono convexo?

a. b. C. 9 d.

4. En cada caso determine los segmentos y los vértices de los poligonos.

K
G 7 0
F I
b. C. N
C H M
I

3.2 Clasificacion de los poligonos

Los poligonos son clasificados de acuerdo a cuantos lados tienen. Los mds simples (tres la-
dos) son llamados tridngulos; los de cuatro lados cuadrildteros; los de 5, 6, 7'y 8 lados son llamados,
respectivamente, pentdgonos, hexdgonos, heptdgonos y octdgonos.

Los angulos que forman los lados del poligono (considerando sus interiores hacia la regién
poligonal que este encierra) son llamados los dngulos interiores del poligono.

3.2.1 Clasificacion de los triangulos

Los tridngulos, segtin las caracteristicas de sus lados, se clasifican en equildteros, isdsceles y
escalenos.

« Un tridngulo es escaleno si no tiene pares de lados que midan lo mismo.

A

Figura I1.67.
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o Un tridngulo es isdsceles si tiene al menos un par de lados que miden lo mismo.
C
A
B
Figura IL.68.

« Un tridngulo es equildtero si todos sus lados miden lo mismo.

" C
B
A
Figura I1.69.

Los tridngulos, segun la medida sus dngulos, se clasifican en acutdngulos, rectdngulos y ob-
tusdngulos.

o Un tridngulo es acutdngulo si tiene todos sus angulos agudos.

C
A/\-D

Figura IL.70.

o Un tridngulo es rectdngulo si tiene un dngulo recto.

B
C
A
Figura IL.71.
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o Un tridngulo es obtusdngulo si tiene un dngulo obtuso.
C

Figura I1.72.

Es importante notar que nuestra definicion de tridngulo is6sceles es “si tiene al menos un
par de lados que miden lo mismo’, y la de un tridngulo equilétero es “si todos sus lados miden lo
mismo’; por lo tanto, segiin nuestras definiciones, todo tridngulo equilatero es isdsceles. Es decir,
toda propiedad que cumplan los tridngulos isésceles también la cumplirdn los equildteros.

Consideremos un tridngulo AABC cualquiera y denotemos por o, By y las medidas de los
angulos interiores del tridngulo, como muestra la Figura I1.73.
Cc

Y _—
&

B
Figura I1.73.

Ahora tracemos la recta L paralela a BC que pase por 4, prolonguemos los lados ABy AC y

marquemos los puntos Py Q en esas prolongaciones. También prolongaremos el segmento BC
solo para tener una imagen completa de la situacion.

Figura IL.74.

Notamos que el dngulo £ PAQ mide o, pues es opuesto por el vértice a £ CAB. Ahora bien,

fijémonos solamente en la recta BC y en la recta L paralela a ella que pasa por 4, y en el rayo de
origen C que pasa por A. Ademés marquemos un punto R en L.

Figura IL.75.
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Como CB y L son paralelas, entonces los angulos LACB y £ QAR miden lo mismo, es decir,
el angulo £ QAR mideyy.

Del mismo modo, ahora fijémonos solamente en la recta BC.enlarectal paralela a ella que
pasa por Ay en el rayo de origen B que pasa por A. Ademads, marquemos un punto Sen L.

Figura I1.76.

Como CB y L son paralelas, entonces los dngulos £ABC y £ PAS miden lo mismo, es decir,
el angulo £ PAS mide B. De este modo, viendo la situacion completa, se tiene la siguiente figura:

Figura IL.77.

Por lo tanto, o + B + y = 180°. Lo anotaremos como una propiedad.

En cualquier tridngulo, la suma de las medidas de sus dngulos interio-

Propiedad II. 2. res os 180°.

Arriba, hemos probado que “la suma de las medidas de los angulos interiores de un tridngulo
es 180°”. Una demostracion es un argumento, que se hace desde resultados conocidos y aceptados,
mediante pasos logicos, hasta llegar al nuevo resultado que queremos probar. En nuestro caso
usamos el resultado conocido y aceptado: “2 rectas L y L’ son paralelas si y solo si al intersecar
estas rectas por una tercera recta M, el angulo agudo (o recto) que forma L y M mide lo mismo
que el angulo agudo (o recto) que forma L’ con M. Sin embargo, este resultado que caracteriza a
las paralelas mediante angulos no lo hemos demostrado. En la segunda parte de este libro, hare-
mos una demostracion formal de ese resultado. El otro resultado que hemos supuesto conocido
y aceptado es que los dngulos opuestos por el vértice miden lo mismo.

En la demostracion de la Propiedad I1.2, usamos 2 técnicas que seran de mucha utilidad
en este libro: Primero, ver lo que no hay, esto es construir un objeto que en la situacion inicial no
estaba. En nuestro caso, dibujamos la recta paralela a CB que pasa por A y prolongamos todos
los lados del tridngulo. Eso nos permitio “poner copias” de los angulos interiores del tridngulo, de
tal manera de formar un angulo extendido. A esta técnica se le llama agregar objetos auxiliares.
Segundo: no ver lo que hay, esto es fijarse en algunos aspectos de la situacion, pues el dibujo com-
pleto no permite ver los detalles. En nuestro caso, nos fijamos en un par de rectas paralelas y un
lado del tridngulo, y nos olvidamos del resto. En la préctica, conviene hacer un nuevo diagrama
con menos elementos o borrar los objetos que interfieren en la visién local.
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CAPITULO

Nociones geométricas basicas

Ejercicios

1. Se define el dngulo exterior de un tridngulo como el adyacente de un dngulo interior del
tridngulo. Demuestre que la suma de los dngulos exteriores de un tridngulo es 360°.

9

[

2. ;Puede un tridngulo tener 2 dngulos rectos? Explique.

3. ;Puede un tridngulo tener 2 angulos obtusos? Explique.

4. ;Puede un tridngulo ser obtusdngulo y rectangulo a la vez? Explique.
5. ;Puede un tridngulo ser isésceles y rectdngulo a la vez? Explique.

6. ;Cudl es el valor de x?
C

@]

et

88°
B

7. Si AB es paralelo a FG, entonces jcuinto mide el &ngulo < EBA ?
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3.2.2 Clasificacion de los cuadrilateros

Dependiendo de si un cuadrilatero tiene o no pares de lados paralelos y cudntos, recibe di-
ferentes nombres.

DefiniciénII. 11  [Paralelogramo]: Si un cuadrilatero tiene 2 pares de lados paralelos,
se llama paralelogramo.

D

Figura IL.78.

Uno en particular es el rectdngulo: aquel paralelogramo que tiene todos sus dngulos interiores
rectos. Un rectangulo particular es el cuadrado, aquel rectangulo que tiene todos sus lados de la
misma medida.

Consideremos un paralelogramo cualquiera y prolonguemos sus lados a las rectas que los
contienen.

Figura IL.79.

Ahora, concentrémonos en una parte de esa configuracion.

D

Figura I1.80.
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Nociones geométricas bdsicas

Como CD es paralela a E se tiene que el dngulo £PBA midey, y como £ PBA es adyacente
a £ CBA se tiene que B +y = 180.

Concentrémonos ahora, en otra parte de esa configuracion.

Figura I1.81.

Como CB es paralela a AD, se tiene que el angulo £ DAQ mide By como los angulos £DAQ y
& DAB son adyacentes, entonces se tiene que o + = 180°. Entonces podemos concluir que o = .
Del mismo modo, podemos probar que = 3 y que o + & = 180°. En resumen, tenemos la siguiente
propiedad:

En todo paralelogramo, los dngulos que tienen un lado en comtn son
Propiedad Il. 3  suplementarios y los dngulos que no tienen lados en comin miden lo
mismo.

Definicion II. 12 [Trapecio]: Un cuadrilatero que tiene exactamente un par de lados
paralelos se llama trapecio.

D C

Figura I11.82. Trapecio.

Definicion IL. 13 [Trapezoide]: Un cuadrilatero que no tiene pares de lados paralelos se
llama trapezoide.

Notemos que el trapezoide es el cuadrildtero genérico; por ejemplo, si nos dicen “dibujen un
cuadrilatero con total generalidad”, debiéramos dibujar un trapezoide. Al igual que el tridngulo
escaleno es el tridngulo genérico. Por lo tanto, no es necesario llamarlo de alguna forma en par-
ticular. Sin embargo, hemos optado por incluir este nombre, pues los textos en varios idiomas
utilizan trapezoide para significar al cuadrildtero genérico y no quisiéramos que un profesor se
sienta sorprendido cuando encuentre esta definicién en la literatura.
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Figura I1.83: trapezoide.

Notemos también que, si bien en general preferimos las definiciones inclusivas, la clasifica-
cién tradicional de los cuadrildteros —que es la que hemos dado- es completamente excluyente:
las tres categorias en que dividimos los cuadrilateros son completamente disjuntas.

Ejercicios

1. Demuestre que si un paralelogramo tiene un angulo interior recto, entonces es un rectangulo.

2. Demuestre que la suma de las medidas de los dngulos interiores de un cuadrilétero es 360°.

3. Siel angulo suplementario a un dngulo interior de un paralelogramo se llama angulo exte-
rior del paralelogramo, demuestre que la suma de los dngulos exteriores de un paralelogra-
mo es 360°.

4. Lafigura ABDC es un paralelogramo, AD es diagonal. ;Cudnto mide el angulo £ADB?
B

5. Siunadiagonal de un rectdngulo mide lo mismo que una diagonal de otro rectangulo, ;en-
tonces los rectangulos tienen las mismas medidas de sus lados?

6. Considere 2 copias del mismo tridngulo.
C c
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Ahora haga coincidir el vérice A con A’y B con B’, pero que no coincidan C con C
Cc

o
a. ;Es cierto que el dngulo £ CA'C' mide lo mismo que el dngulo £ CBC"?
b. ¢Es cierto que el dngulo £B'CA" mide lo mismo que el dngulo £B'C'A"?

c. ;Es cierto que A'C es paraleloa B'C'?

3.3 Circunferencia y circulo

DefiniciénIL. 14  [Circunferencia]: Llamamos circunferencia a una figura plana formada
por todos los puntos que equidistan (que estan a la misma distancia)
de un punto dado, llamado el centro de la circunferencia.

La distancia comun a la que todos los puntos estan del centro es llamada e/ radio de la cir-
cunferencia. También nos referimos a un radio de una circunferencia como todo segmento que
une el centro de esta con uno de sus puntos.

Note la diferencia entre e/ radio y un radio de la circunferencia.

(Deﬁnici(’)n II. 15 [CuerdayDidmetro]: Una cuerda de una circunferencia es un segmen-
to que une dos puntos cualesquiera de ella. Una cuerda que pasa por
el centro de la circunferencia es llamada un didmetro de ella. Todos los
didmetros de una circunferencia miden lo mismo; la longitud comtin
de todos ellos es llamada e/ didmetro de la circunferencia, y mide el
doble del radio. Note cdmo, al igual que con el término radio, diferen-
ciamos entre e/ didmetro y un didmetro.
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Radio

Centro

Didmetro

Figura I1.84: una circunferencia y algunos de sus elementos.

La circunferencia separa el plano en dos partes; aquella donde estd el centro es llamada
interior de la circunferencia, y 1a otra es su exterior.

DefinicionIL. 16  [Circulo]: La unién de una circunferencia con su interior es llamada
circulo.

Uno se podria preguntar, ;es la circunferencia un poligono? La respuesta es categéricamente
no, ya que en la circunferencia es imposible identificar segmentos. Un error frecuente es decir que
“una circunferencia es un poligono con un niimero infinito de lados”, pero esto no resiste andlisis,
ya que implicarfa un nimero infinito de segmentos... y en la circunferencia no hay ninguno (a
menos que quisiéramos considerar los puntos como segmentos de largo 0, pero en este caso no
serfa cierto que “cada segmento interseca a exactamente otros 2”.

Ejercicios

¢Es el centro de la circunferencia un punto de la circunferencia?

—_

2. Siuna cuerda contiene a un radio, entonces ;es cierto que la cuerda es un didmetro?
3. Dado un punto P en una circunferencia, ;cuantas cuerdas pasan por P?
4. Dado un punto P en una circunferencia, ;cuantos didmetros pasan por P?

5. SiOes el centro de una circunferencia de radio r y P es un punto del plano tal que OP < r,
entonces ;P estd en el interior o en el exterior de la circunferencia?

6.  Siuna circunferencia de radio r y centro O interseca a una circunferencia de radio 7’y cen-
tro O’ en un solo punto. Muestre que 00’ > r + 1.
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3.4 Errores que pueden surgir en la representacion de objetos geométricos

Muchos de los errores, dificultades u obstaculos en el aprendizaje de la geometria se relacio-
nan con las representaciones poco habituales de figuras o elementos geométricos, ya que comun-
mente los libros los presentan siempre de una misma manera, lo que hace que la representacion
mental que se forman los alumnos de dichos elementos y figuras sea sumamente restringida y
acotada. Asimismo, estos errores reflejan la falta de comprension conceptual y la falta de elabo-
racion de relaciones entre los elementos. Algunos ejemplos son:

» Paralelismo: algunos estudiantes consideran que para que 2 segmentos sean paralelos, ademads
de no cortarse, deben tener igual longitud, identificando los segmentos de la Figura A como
paralelos, pero no las de la Figura B.

/ ./.
Figura A Figura B

Figura I1.85.

» Perpendicularidad: cuando se solicita dibujar rectas perpendiculares, es posible obtener como
respuesta una recta vertical (perpendicular al borde inferior de la pagina o de la pizarra) sola,
sin relacion a otra recta.

También se presenta la dificultad para identificar pares de rectas perpendiculares cuando ellas
no estan formadas por una recta vertical y una horizontal, como en la siguiente figura.

T\

Figura I1.86.

» Angulos: algunos estudiantes identifica como mayores los 4ngulos con segmentos més exten-
sos. Esto se produce porque se asocia el dngulo al largo de los segmentos o al drea entre los
segmentos. Por ejemplo, en las figuras de abajo, el dngulo de la izquierda es identificado como
mayor que el de la derecha.

Figura 11.87.
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» Poligonos: la recurrente representacion de formas geométricas en una determinada posicién
candnica induce a que los estudiantes reconozcan el objeto solamente en aquella ubicacion.
Por ejemplo, es probable que los estudiantes identifiquen como tridngulos solo a aquellos que
tienen un vértice que apunta hacia arriba y un lado paralelo al borde inferior de la pagina. Es
por esto, que podria ocurrir que nifios no reconozcan a todos los poligonos de la Figura I1.88.

como tridngulos.

Figura I1.88.

En el caso de los cuadrilateros, si la figura no es mostrada en su posicion habitual, esto es,
con sus lados paralelos a los bordes de la hoja, su reconocimiento no se vuelve una tarea facil.
Por ejemplo, si se muestra un cuadrado donde ninguno de sus lados es paralelo a los bordes de la
pégina, los alumnos y alumnas dicen que no se trata de un cuadrado.

<>

Figura I1.89.

Ejercicios del capitulo

1. Un estudiante le dice que no se puede saber si los segmentos son paralelos, pues es proba-
ble que las rectas que los contienen se intersequen en un lugar que no alcanzamos a ver.

—

;Qué argumentos darfa al alumno para que pueda decidir si los segmentos son paralelos
o0 no sin tener que extenderlos en su infinitud?
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2. Laprofesora Dominguez define rombo como “un paralelogramo que tiene sus 4 lados con-
gruentes’, define rectdngulo como “un paralelogramo que tiene todos sus angulos interiores
rectos” y define cuadrado como “un paralelogramo cuyos lados son congruentes y al menos
uno de sus angulos es recto’. Segtin la profesora Dominguez, ;cudl o cudles de las siguientes
afirmaciones son ciertas?

| Un cuadrado es un rombo.
Il Un cuadrado es un rectangulo.

[l Un rectangulo es un rombo.

3. Considere la siguiente definicién de rayo: “Dados 2 puntos A y B, el rayo AB es el conjunto
de todos los puntos C que son colineales con A y B tal que A no estd entre By C”. Es esta
definicién de rayo equivalente a la dada en el libro.

4. Siel dngulo LABC esigual al dngulo £ PQR, entonces se puede afirmar que:

. A=P

. B=Q

ll. C=R

a. Solo1 C. SoloIyII

D. Solo II d. LIIyII

5. Determine el valor del angulo x, si las rectas L y L’son paralelas.
B L
Cc
7 0 Ls

A

6. Los punteros del reloj a las 06:00 forman un dngulo extendido. ;A qué hora entre las 06:00
y las 07:00 los punteros del reloj forman un dngulo recto? (Ayuda: la respuesta no es a las
06:15).

/. Siausted le piden dibujar un tridngulo en total generalidad, dibujarfa uno escaleno, uno
isésceles o uno equilatero. ;Por qué?
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8. Cudl de los siguientes diagramas representa mejor la relacién entre rombos, rectangulos y
cuadrados.

Cuadrados

Rombos

Rectangulos

96 Geometria - REFIP



FECHA: / /

ReFIP...

97



Capitulo

III Isometrias y construcciones

“La musica es la aritmética de los sonidos asf
como la dptica es la geometria de la luz ™.
C. Debussy.

Introduccion

Una parte importante de la geometria son los movimientos de los objetos
geométricos. Es natural pensar que si se tiene una figura geométrica, digamos
un tridngulo, para fijar ideas, este no pierde ni gana propiedades si lo rotamos,
lo trasladamos o lo damos vuelta.

-

Figura Il 1.

Esos movimientos preservan distancias, esto es, transforman un segmento
de largo a en otro segmento del mismo largo a. Esos movimientos los llamamos
isometrias y seran parte del estudio de este capitulo.

Unido a esto estudiaremos el uso de instrumentos geométricos como regla,
escuadra y compds, para realizar estas isometrias y construir objetos geométri-
cos. Estas construcciones apasionaron a los matematicos desde la antigiiedad,
los griegos desde al menos el siglo III a. C., se preguntaban: jdado un dngulo
cualquiera podremos construir la bisectriz de un dngulo?, ;dado un cuadrado,
podremos construir con regla y compas otro cuadrado cuya drea es el doble que
el primero?, ;dado un circulo, podremos construir un cuadrado cuya drea sea la
del circulo?, etc. Algunas de esas preguntas se pueden resolver y otras no, en este
capitulo estudiaremos estas construcciones.
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1. Isometrias

En este apartado, estudiaremos algunas transformaciones de los puntos del plano, a saber,
aquellas que mantienen las distancias entre puntos. Es decir, si los puntos Ay B son llevados a A’y
B’por una de estas transformaciones, entonces el trazo AB mide lo mismo que el trazo 4'B'. Asf,
si los puntos de una figura son transformados por una de estas aplicaciones, entonces los puntos
obtenidos mantienen las distancias de la figura original. Estas transformaciones que preservan
distancia también preservan dngulos. Por ejemplo, si aplicamos una de estas transformaciones
aun tridngulo equilatero, el resultado serd un tridngulo equilatero de las mismas dimensiones
que el original. Si aplicamos una de estas transformaciones a un rectdngulo, el resultado serd un
rectangulo con las mismas dimensiones que el original. Mds adelante en el libro, estudiaremos
cudndo 2 figuras son congruentes, que es un tema central de la geometria de todo nivel. Pues bien,
la definicion de congruencia de figuras planas se basa en este tipo de transformaciones: diremos
que 2 figuras son congruentes si y solo si existe una de estas transformaciones, que transforman
auna en la otra. Por esta razon, estas transformaciones merecen nuestra atencién desde los pri-
meros niveles de enseflanza de la geometria.

Tales transformaciones seran llamadas isometrias o transformaciones isométricas'. Conside-
raremos 3 tipos particulares de isometrias en el plano: traslaciones, reflexiones y rotaciones. ;Por
qué solo estas 37 Estos 3 tipos de isometrias son la base de las isometrias, en el sentido de que
cualquier isometrfa resulta de aplicar consecutivamente varias (pero una cantidad finita) de estas
tres transformaciones destacadas.

1.1 Traslaciones

Nuestro primer ejemplo de isometria son las traslaciones. Una traslacién de los puntos del
plano mueve todos los puntos de éste en la misma direccién y en la misma magnitud. Pensemos
que el plano estd estampado en una cuadricula, la usaremos para sefialar cudl serd la accion de la
traslacion en los puntos del plano. Por ejemplo, podemos decir que el punto Olo trasladaremos 2
espacios hacia la derecha y 3 espacios hacia abajo, y el resultado lo denotamos por 0.

Figura III.2.

! “Iso” significa “igual”y “métrico” significa “medida’. Entonces, las transformaciones isométricas preservan
medida.
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Para denotar las traslaciones usaremos el simbolo 7| . para significar que los puntos del
plano se mueven a unidades a la derecha, si a > 0, y se mueven —a unidades a la izquierda sia <0,
y que se mueven b unidades hacia arriba, si & > 0, y -6 unidades hacia abajo, si b < 0. Por ejemplo,

la traslacion de la Figura I11.2 la denotaremos por T, 4

También podemos trasladar todos los puntos de una figura. Abajo vemos que hemos trasla-

dado los puntos de la imagen de la nifia segtin la traslacion T, . es decir, 7 puestos a la izquierda
y 3 puestos hacia abajo?.

7.3

Figura II1.3.

Ejercicios

1. ¢Qué ocurre si aplicamos la traslacion 7|, a un punto cualquiera del plano y luego la tras-
lacién T .0 al punto resultante?

2. ;Quéle ocurre a los puntos del plano si aplicamos la traslacién T0)?

3. ;Cudntos puntos deja fijos una traslacién?

4. ;Qué pasa si aplicamos a cada punto del plano la traslacion 7|, , y luego la traslacién 7, ,?

Compare su resultado con la aplicacion de la traslacién 7, .
(a+cb+d)

5. ;Conmutan las traslaciones? Es decir, si aplicamos a los puntos del plano primero una
traslacion 7, y luego la traslacion 7, ;resulta lo mismo que aplicar primero 7, y luego 7'?

* Si aplicamos una isometrfa a una figura o a un punto, entonces la figura resultante o el punto resultante, se
llama la imagen de la figura o del punto, respectivamente.
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1.2 Reflexiones

Consideremos la figura Willodmawe Nimin, que es un simbolo mapuche que representa un
abrazo, aunque algunos le dan el significado de una serpiente. Si copiamos esa figura en varias
transparencias y se pegan, podemos formar el disefio de abajo.

EEE  ghifs

Figura II1.4.

Como vemos, a partir de la imagen de la izquierda, haciendo algunos movimientos, logramos
hacer el disefio de la derecha. Pero hay que notar que dimos vuelta algunas transparencias para
formar el disefio. Fijémonos bien en la mitad derecha del disefio, esto es:

Figura IIL.5.

La imagen muestra la transparencia basica, arriba de la linea divisoria, y abajo estd una copia
de la transparencia, pero dada vuelta. Cuando estas 2 transparencias se pegan por el lado donde
estd la linea divisoria, resulta la mitad derecha del disefio anterior.

Lo mismo ocurre cuando ponemos un objeto en frente de un espejo: se ve el mismo objeto,
pero lo que estd a la izquierda se ve a la derecha y lo que estd a la derecha se ve a la izquierda. Es
importante notar que si una figura se pone frente a un espejo (plano), su imagen se ve del mismo
tamaiio.

Figura IIL6.
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La accion de dar vuelta una transparencia, lo que vimos antes, es la misma accion que refle-
jar en un espejo, por ejemplo, la siguiente imagen: se puede pensar que la linea es un espejo que
refleja lo de la izquierda en la derecha o también que la transparencia de la izquierda se dio vuelta,
seglin la recta divisoria vertical.

Figura II1.7.

Otra forma de entender las reflexiones es la siguiente: consideremos una hoja de papel y
marquemos una linea recta en ella donde luego haremos un doblez. En uno o en ambos lados de
lalinea (o sobre la linea) haremos una figura:

Figura II1.8.

Luego hagamos el doblez y marquemos la figura como muestra la imagen siguiente:

Figura II1.9.
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Para finalizar, con el ldpiz marcamos sobre la huella de la figura para obtener el reflejado.

Figura IIL10.

Hasta ahora, hemos mostrado 3 estrategias que permiten entender la misma idea. Esta idea
es la de reflexidn, que formalmente significa lo siguiente: consideremos una recta L y un punto
P.Si Pestden larecta L, entonces la reflexion de P respecto de L es el propio P. Si Pno estd en L,
entonces la reflexion de Prespecto de L es el punto P’que estd en la recta L’ que es perpendicular
a L, que no es P, y tal que la distancia de Pa L es la misma que la distancia de P"a L.

Figura IIL11.

La distancia de un punto a una recta se define del siguiente modo. Dado un punto Py una
recta L, trazamos la recta perpendicular a L que pasa por P, esa recta intersecta a L en un solo
punto, digamos Q, entonces la distancia de P a Q es lo que llamamos la distancia de P a L y ano-
tamos d(P,L).

Capitulo lll: Isometrias y construcciones
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Figura IIl.12.

En la practica, para encontrar la reflexion de un punto P respecto de una recta L, basta con-
siderar un punto P que no esté en L, pues si P estd en L, la reflexion lo deja fijo. En este caso, se
procede como sigue:

- Considere la recta L’ que pasa por Py es perpendicular a L.

Figura IIl.13.
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« Denote por Q el punto en comin de ambas rectas.

« Entonces, P’es el punto que estd en L) tal que P= P y PQ = PQ.

L’

Figura 1114

Hay quienes que para significar que P’es el reflejado de P respecto de L, dicen que P’es la
imagen de P, por la reflexion respecto a L.

Entonces, tenemos 3 estrategias para entender las reflexiones: el espejo, dar vuelta una trans-
parencia y copiar en una hoja de papel una imagen segtin un doblez. En este momento, es ne-
cesario hacer algunas consideraciones. Primero, es importante decir que la representacion de la
reflexion mediante la idea del espejo tiene algunos inconvenientes. Por ejemplo, al usar el espejo,
solo se pueden poner objetos a un lado del este. Tampoco se puede usar esta representacion para
figuras que atraviesen el eje de la reflexion.

Figura IIL15.
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Esto hace que en algunos textos y guias se pida a los alumnos reflejar figuras que se encuen-
tran siempre a un lado del eje. Esto puede producir dificultades, por ejemplo, cuando a los nifios y
nifias se les pide reflejar para ambos lados del eje o figuras que atraviesan el eje. Asi, por ejemplo,
si se les pide reflejar el rectangulo ABCD segtin la recta EF,lo que puede ocurrir es lo siguiente:

Figura IIl16.

En lugar de:

D
A C

NS

C’
F

Figura II17.
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Otra dificultad del espejo es que cuando ponemos un objeto sobre este (que corresponde al
eje de simetrfa), la imagen no se ve pegada al espejo, sino que se refleja con cierta distancia de
un borde del espejo, pues la figura se refleja en el fondo, donde estd la pintura de aluminio, y no
permite ver qué le hace la reflexién a los puntos del eje.

Figura IIL.18. el vidrio del espejo no es el eje de la reflexion.

Note que la idea de la transparencia permite ver el reflejado, pero se puede perder el eje de
simetria y ademds no se pueden reflejar figuras que atraviesen el eje de simetria. En cambio, la idea
del doblez permite hacer todo lo que las transparencias y el espejo no pueden, pero el proceso de
ver el reflejado no es tan inmediato como en los otros casos.

Un concepto asociado al de reflexion es el de eje de simetria. Dada una figura, un eje de sime-
tria es unarecta L, tal que al hacer una reflexion respecto a L, la figura que resulta no se distingue
de la original. También decimos que la figura tiene una simetria axial.

Por ejemplo, un cuadrado tiene 4 ejes de simetria: las 2 diagonales y las rectas que unen los
puntos medios de los lados opuestos.

Figura II119.
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Por ejemplo, si reflejamos un rectangulo no cuadrado respecto a una de sus diagonales se
observa lo siguiente.

Figura III.120.

Por lo tanto, la diagonal de un rectangulo (no cuadrado) no es un eje de simetria del rectangulo.

Ejercicios

1. Determine si las siguientes figuras tienen ejes de simetria y dibtjelos en caso de que sea
afirmativo.

/<>

VII

VIII
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2. Dibuje la otra mitad de la mariposa de forma tal que L sea un eje de simetria.
L

3. ;Cudntos ejes de simetria tiene un tridngulo equilatero? ;Cudntos ejes de simetria tiene un
pentdgono regular? ;Cudntos ejes de simetria tiene un heptdgono regular?

=

4. ;Cuantos ejes de simetria tiene un cuadrado, un hexdgono y un octdgono regular?

REY D

5. Conjeture cudntos ejes de simetria tiene un poligono regular de n lados, dependiendo de si
n es par o impar.
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1.3 Rotaciones

Consideremos la siguiente imagen con una marca en el centro de la figura:

Figura [l1.21

Supongamos que la figura estd impresa en una hoja de papel. Clavemos un alfiler en el centro
de la figura y giremos la hoja de papel, en algiin dngulo, manteniendo fijo el centro de la figura.
Asi, obtenemos una figura como la siguiente:

Figura 122

Ejercicio

Al rotar la figura inicial en cierto dngulo, resulta la misma figura que la inicial, ;cudl es el
menor angulo positivo con esa particularidad?
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También podemos girar una figura impresa en una hoja de papel, pero poniendo el alfiler
fuera de la figura. Por ejemplo, en la Figura I11.23 se muestra un triangulo AABC, el cual es girado
en un angulo o y el alfiler lo pusimos en el punto O que esta fuera del tridngulo, y se obtuvo el
triangulo AABC'.

c

Figura II1.23.

A ese movimiento, que fija un punto Oy gira todos los puntos segiin un dngulo o dado, se
llama rotacion con centro en Oy dngulo a. La rotacion de dngulo o y centro O, a cada punto P del
plano le asocia el punto P del siguiente modo:

o Construir la circunferencia de centro O que pasa por P.

« Marcar el dngulo o. de modo que el radio OP esté contenido en uno de los rayos del ngulo
(mediremos los angulos en sentido opuesto a las manecillas del reloj, a menos que se diga
otra cosa).

« Elrayo que forma el 4ngulo o y que no contiene a OP interseca a la circunferencia en un
punto, ese punto es P’ Entonces, P’es resultado de aplicar la rotacién con centro en Oy

angulo a.a P.
o0
[ )
P P p
P
Figura 111.24.
En resumen

+Como se diferencian las 3 isometrias estudiadas?

 Las traslaciones no dejan ningtin punto fijo.

« Lasrotaciones dejan solamente un punto fijo (el centro de la rotacién).
» Lasreflexiones dejan fijos todos los puntos del eje de reflexion.
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1.4 Posibles errores en el estudio de las isometrias

En relacién a las isometrias, presentaremos algunos errores que se pueden observar en los
alumnos y alumnas.

En ocasiones, los estudiantes creen que si una recta divide a una figura en dos figuras con-
gruentes, entonces la recta es un eje de simetria, lo cual es falso. La afirmacion correcta es en el
otro sentido, es decir, si una recta es eje de simetria, entonces divide a la figura en dos figuras
congruentes. Por ejemplo, los estudiantes pueden creer que la diagonal de un rectangulo (no
cuadrado) es un eje de simetria, lo cual es falso, como vimos antes.

B A

Figura II1.25.

En el rectdngulo de la Figura I11.25 los tridngulos AABCy AADC son congruentes, sin embar-
go, larecta AC no es un eje de simetria.

Otra idea equivocada que pueden tener los estudiantes es que no reflejen las figuras respecto
de una recta dada, sino que respecto de una recta vertical u horizontal que ellos se imaginan. Por
ejemplo, si a un estudiante se le pide reflejar la figura 7' respecto de L, entrega como respuesta 7"

L

Figura II1.26.
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El error consisti6 en que el alumno reflejo respecto de L'en lugar de L, posiblemente porque
estaba acostumbrado a reflejar respecto a ejes paralelos a los bordes del cuaderno, del libro o de
la pizarra.

Figura II1.27.

Ejercicios de la seccion

1. ;Por qué existe una sola circunferencia de centro O que pasa por P?

2. Consideremos 2 puntos en el plano, digamos Py P, ;es cierto que existe una rotacion que
lleva Pen P'? ;es tinica?

3. Sirotamos todos los puntos del plano en torno a 0, con angulo a, ;qué le pasa a 0?
4. ;Cudntos puntos quedan fijos por una rotacién?

5. Considere las siguientes baldosas:
A B C D

Sien el cuadriculado PQy RS son ejes de simetria, ;cudl baldosa deberia ir en el lugar de X
e ¥, respectivamente?

P
. 2 DyB
X C b. Ay B
f B s C. le)
A |y d.DycC
Q
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6. Siuna baldosa B cubre exactamente la superficie del tridngulo AABC, ;cuédntas baldosas
como B debe colocar para cubrir la siguiente figura (incluyendo a la propia baldosa B)?

a. 14
.7
c. 13
d. 12

/. Trace los ejes de simetria del hexdgono regular que se muestra a continuacion.

8. ;Cudntos ejes de simetria tiene un rectangulo no cuadrado?

9. ;Cudntos ejes de simetria tiene el pentdgono regular que se muestra a continuacién?

10. ;Es cierto que una recta que contiene a un didmetro de una circunferencia es un eje de
simetrfa de la circunferencia?

11. ;Cudntos ejes de simetria tiene una circunferencia?
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2. Visualizacion

La visualizacion es la comprension y la realizaciéon de movimientos imaginados de objetos en
2y 3 dimensiones. Para ello, debemos ser capaces de crear una imagen mental del objeto y “ma-
nipularla” en forma imaginaria (girarla, reflejarla, trasladarla, contraerla, dilatarla, partirla, etc).
Algunas imdgenes pueden causar dificultades, sobre todo si son demasiado inflexibles o llenas
de detalles irrelevantes. Segiin estudios® recientes, en los primeros afios de vida las imagenes son
estdticas, se puede volver a crear y examinar, pero en la misma posicién, no se pueden transfor-
mar. Por ejemplo, si a un niflo pequefio (menor de 4 afios) se le muestra un cuadrado, él lo puede
identificar en otra imagen, siempre y cuando esté en la misma posicion que el original, pero si estd
rotado en un dngulo positivo menor que 90°, no es tan ficil que lo reconozca como el mismo que
el original. Mas adelante, los nifios pueden transformar las imdgenes, por ejemplo, es posible que
muevan mentalmente la imagen de un libro para ver si cabe en el espacio de un estante. Varios
estudios recientes han demostrado que los nifios en edad preescolar, pero mayores de 4 afios, son
capaces de rotar mentalmente formas en el plano, en particular nifios y nifias de 4 afios y medio
son capaces de realizar transformaciones mentales que incluyen la rotacién. También se ha de-
mostrado que niflos y nifias entre 4 y 6 afios de edad son capaces de rotar mentalmente imagenes
visuales en el plano para determinar si una figura es “igual” a otra (son congruentes).’

Las habilidades de visualizacién pueden ser desarrolladas en los nifios y nifias mediante di-
ferentes ejercicios. Por ejemplo, actividades con tangramas proporcionan una valiosa experiencia
para la visualizacién de figuras planas. Se recomienda que los nifios formen diferentes figuras
utilizando las piezas del tangrama. Después de tales exploraciones, es titil realizar con los nifios
rompecabezas en los que solo ven el contorno de la figura armada y deben encontrar maneras de
llenar ese esquema con su propio conjunto de tangramas. Por ejemplo, a los nifios se les muestra
una silueta, como la de abajo, y luego se les pide que la repitan usando sus propias piezas.

Figura II1.28.

También las habilidades de visualizacion son utiles para resolver problemas que involucran
isometrias. Por ejemplo, consideremos la siguiente actividad:

% Cross, C., Woods, T..Schweingruber (Eds.). Mathematics learning in early chilhood. Paths towards excellence
and equity. Commitee on early childhood mathematics, Center for Education, Division of Behavioral and So-

cial Sciences and Education. National Research Council of National Academies. Washington D.C. USA. 2009.
* Ibid.
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Juan ha tomado un curso de orfebreria y ha aprendido a hacer collares en los que se engarzan
6 piedras preciosas (rubles y esmeraldas). Por ejemplo, en el collar de la figura hay 4 esmeraldas y
2 rubies:

Figura II1.29.

Juan tiene 14 amigas, y todas ellas le han pedido un collar exclusivo. ;Puede Juan hacer un collar
distinto para cada una de ellas?

Para responder esta pregunta, primero hay que reconocer qué collares son idénticos. Por
ejemplo, las siguientes son imédgenes del mismo collar.

Figura II1.30. El mismo collar.

Para que los nifios reconozcan que las iméagenes de arriba representan el mismo collar, es
necesario que ellos roten mentalmente uno de ellos y lo superpongan sobre el otro para ver que
coinciden.

Habilidades como estas son ttiles para notar que existen solo 3 collares con 2 rubies y 4
esmeraldas, 1 solo collar con 1 esmeralda y 5 rubfes, etc.

Las actividades de anticipacion suelen ser utilizadas para desarrollar habilidades de visuali-
zacion en 2D (y también en 3D). Por ejemplo, consideremos el siguiente problema:

;Cudl es la reflexion de la figura respecto a la recta L?

A I

\/
Figura II1.31.
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A medida que los estudiantes van logrando resultados satisfactorios, se puede avanzar en el
nivel de dificultad de la tarea. Por ejemplo:

¢Cudl es la reflexion de la figura respecto a la recta L?

Figura II1.32.

También se puede pedir a los alumnos que completen una figura con la pieza del rompeca-
bezas correcta. Por ejemplo:

Suponga que la pared fue pintada de arriba hacia abajo con brochas de distintos tamarios,
pero haciendo franjas verticales. ;Cudl de las alternativas corresponde al pedazo de pintura faltante?

Hp LD
= I =

Figura II1.33.
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Ejercicios de la seccion

Siaun punto P se le aplica una reflexion, resulta P’. ;Qué le pasa a P’si se le aplica la misma
reflexion?

,Qué le pasa a los puntos de la recta L cuando se les aplica la reflexion respecto a L?
Si una reflexion deja al punto P fijo, ;qué se puede decir de P?

Consideremos 2 rectas paralelas L y L. Si a los puntos del plano se les aplica primero la re-
flexion respecto a L y luego la reflexion respecto a L) se obtiene lo mismo que si se hubiese
aplicado una traslacién. Explique por qué ocurre esto y describa tal traslacion.

Si a los puntos del plano se les aplica una traslacién 7'y luego una reflexion § respecto a
una recta L, jresulta lo mismo que si se aplica primero la reflexién § respecto de L y luego
la traslacién 77

Dibuje las imédgenes que resultan al reflejar las siguientes figuras con respecto a la recta L
dada en cada caso, y luego apliqueles la traslacién T,

d. L
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3. Construcciones geomeétricas

En esta seccién exploraremos algunas construcciones con regla, compas y escuadra; en es-
pecial, nos dedicaremos al estudio de construcciones con regla y compds. Nuestros compases
y reglas serdn ideales, como los de Platdn; esto es, el compads es capaz de hacer circunferencias
tan grandes y tan pequeflas como se quiera, y de copiar cualquier distancia en forma exacta; del
mismo modo, la regla puede ser usada para dibujar trazos tan largos como se quiera o pueda. Es
importante mencionar que supondremos que el compds, la regla y la escuadra no tienen medi-
das, por lo tanto no las usaremos para medir, sino solo para dibujar (en inglés se usa la palabra
straightedge, que quiere decir literalmente “borde recto’, para referirse a la regla).

Para descubrir propiedades de las figuras, en muchos casos es necesario construir obje-
tos auxiliares, que originalmente no estaban en la figura. Por ejemplo, suele ocurrir que para
demostrar alguna propiedad de un tridngulo, tengamos que llenar la figura de puntos, rectas y
circunferencias auxiliares. Esto recarga el dibujo, pero es absolutamente necesario para utilizar
resultados previamente descubiertos. Por esta razon, los griegos necesitaban tener un compendio
de “construcciones’ realizables con regla y compds. Ellos podian construir rectas paralelas a una
dada que pasa por un punto dado, podian construir la recta perpendicular a una dada que pasa
por un punto dado, podian copiar un trazo dado, podian bisecar un dngulo cualquiera, etc. Pero
habfa cosas que no podian hacer, por ejemplo, trisecar un éngulo. Hoy se sabe que tal cosa no se
puede, en general, pero para poder demostrar esa imposibilidad se tuvo que esperar muchisimo
tiempo, desde que se hicieron la pregunta hasta que, recién a comienzos del siglo XIX, se tuvieron
las herramientas para dar una respuesta definitiva.

3.1 Uso de la regla, el compas y la escuadra

La regla

Como hemos supuesto, nuestra regla no tiene marcas para hacer medidas (y si las tiene no
las consideraremos); la utilizaremos obviamente para trazar lineas rectas. Dado un punto en el
plano, podemos trazar todas las rectas que pasan por ese punto; hay quienes le llaman al conjunto
de dichas rectas el haz de rectas que pasan por el punto.

A

Figura II1.34: haz de rectas que pasan por P.
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Dados 2 puntos en el plano, la regla permite trazar la (inica) recta que pasa por esos 2 puntos:
B

Figura II1.35.

Consideremos un trazo AB y un punto P fuera del trazo, pero no colineal con Ay B, entonces

(en teorfa) podemos trazar todas las rectas que pasan por Py por algiin punto de AB.
I
\ B

Figura II1.36.

Ahora, consideremos una recta L paralela a la recta que contiene a AB y que esté entre Py AB.
Denotemos por Cla inteseccién de L con PB y por D la interseccién de PA con L. Entonces cada
una de las rectas que tenfamos antes interseca una y solo una vez al trazo AB y al trazo CD,
es decir, cada punto de AB determina un tinico punto de CD.

Reciprocamente, y es un ejercicio para el lector mostrar que, cada punto de CD determina
un unico punto de AB.

Figura Il1.37.
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Lo anterior, puede interpretarse como que existe la misma cantidad de puntos en AB que en
CD ,lo cual no es tan evidente a primera vista.

La escuadra

La escuadra es una plantilla con la forma de un tridngulo rectdngulo. Las més usadas son
aquellas con forma de tridngulo rectdngulo isésceles y las con forma de un tridngulo de dngulos
interiores agudos de 30° y 60°.°

Figura II1.38. Escuadras.

Se usa, principalmente, para marcar angulos rectos, aunque esta no es su tnica funcién. En
efecto, si solo fuese el objetivo marcar y/o reconocer dngulos rectos, nos bastaria simplemente una
plantilla de dngulo recto; de hecho, hay una herramienta con esas caracteristicas que es usada por
los carpinteros, albaiiiles y otros oficios, y que también es llamada escuadra:

Figura II1.39.

® La Real Academia Espafiola de la Lengua (RAE) acepta solamente bajo el nombre de “escuadra” aquella con
forma de tridngulo isdsceles. A la otra, la RAE le llama “cartabdn”, sin embargo, en este texto usaremos es-
cuadra para cualquier plantilla triangular con un dngulo recto.

Capitulo lll: Isometrias y construcciones

121



122

Usos de la escuadra
Podemos usar la escuadra para:

» Trazar perpendiculares: dada unarecta L y un punto P fuera de ella podemos usar la escuadra
(en cualquiera de los formatos) para trazar la perpendicular a L que pasa por P. Para ello, “apo-
yamos” un lado de la escuadra en la recta L y luego hacemos que el otro lado de la escuadra
pase por P.

Figura II1.40.

» Trazar paralelas: también podemos usar la escuadra y la regla para trazar una recta paralela a
una recta dada. Consideremos unarecta L y un punto P que no estd en L. Pongamos la hipote-
nusa’® apoyada en la recta L, luego apoyamos la regla en un cateto’ de la escuadra. Mantenien-
do la regla fija, movemos la escuadra deslizandola por la regla, hasta que la hipotenusa de la
escuadra pase por P, entonces, trazamos la recta L sobre la hipotenusa de la escuadra®

&~

Figura Il1.41.

¢ Se le llama Aipotenusa al lado del tridngulo rectangulo que es opuesto al angulo recto.
7 Se le llama cateto a cada uno de los lados del tridangulo rectangulo que forman el dngulo recto.

8 Note que, en este caso, la escuadra del carpintero no sirve, en cambio, cualquiera de las otras escuadras si
sirve.
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El compas

El compds es un instrumento formado por 2 brazos unidos en su extremo superior, por un
eje o clavillo para que se puedan abrir o cerrar. En los extremos de los brazos hay una aguja y en
el otro hay un ldpiz o algo que permita hacer marcas en alguna superficie.

Figura II142.

Usos del compas

Podemos usar el compds para:

» Trazar circunferencias o sus arcos: podemos dibujar una o mas circunferencias con el centro
en un punto dado.

Figura I1143: circunferencias con centro en el punto O (y distintos radios).

También podemos dibujar una o mas circunferencias cuyo radio sea la longitud de un trazo dado.

Figura II1.44: circunferencias cuyo radio mide AB y de diferentes centros.
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Sino necesitamos las circunferencias completas, podemos trazar partes (arcos) de estas (en la
figura, las lineas continuas son los arcos trazados con compds, las lineas punteadas son las partes no
trazadas de las circunferencias).

Figura II145.

» Copiar distancias: lo importante es notar que podemos dibujar trazos del mismo tamarfio que
uno dado, ya que todos los puntos de la circunferencia estdn a la misma distancia del centro.

Por ejemplo, si tenemos un trazo AB, con el compas podemos dibujar el trazo AC que mide
lo mismo que AB. Para ello trazamos la circunferencia con centro en 4 y radio AB. Cualquier otro
radio de la circunferencia, por ejemplo el que une A con C, mide AB.

C

Figura Ill4e.

Otra posibilidad es copiar un segmento sobre un rayo dado, haciendo coincidir un extremo
del nuevo segmento con el origen del rayo. La forma de lograr esto se ilustra en la siguiente se-
cuencia:

« Se desea copiar el segmento AB sobre el rayo CD.

o Hay que hacer coincidir un extremo del segmento con el punto C (el origen del rayo).
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B
C
A

Figura 11147,

« Usar el compés para “copiar” la medida del segmento AB . Para ello abrimos el compés de
tal manera que una punta del compés esté en A y la otra, en B.

/\
4 c

Figura II148.

o Con el compas abierto con la distancia AB como radio, trazamos un arco de circunferencia
con centro en C, que interseque a CD.

 Denotemos por £ la interseccién del arco con el rayo.

/
4 C

Figura II149.

El segmento buscado es CE.

En resumen

» Las escuadras nos sirve para trazar paralelas y perpendiculares. También nos sirve
para marcar angulos de 45°, de 30° y de 60°.
» El compds lo usamos para trazar circunferencias y arcos, y para copiar medidas.
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Ejercicios

1.

Considere la construccién que se hizo en el texto, de una recta paralela a otra usando es-
cuadra y regla. jPor qué la recta L’es efectivamente paralela a L? Explique.

Dada una recta L y un punto P fuera de ella, ;puede construir la recta paralela a L que pasa
por Pusando la escuadra del carpintero? De ser asi, ;c6mo?

Dado un segmento Sy un punto P fuera de él, ;cémo trazaria la paralela a § que pasa por
P, con regla y escuadra, si desde S no es posible alcanzar P usando la escuadra, pues esta es
muy pequefia?

Dada una recta L y un punto P fuera de ella, ;cémo trazaria la perpendicular a L que pasa
por P, sidesde P no es posible alcanzar Pusando la escuadra?

Dado el rayo AD y el punto B fuera de él, construya con regla y compds un tridngulo que
tenga a Ay a B como vértices y AD a como una de sus bisectrices.

A
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3.2 Ejemplos de construcciones con regla y compas

» Lamediatriz de un trazo: recordemos que la mediatriz de un trazo AB es la recta perpendi-
cular a AB que pasa por el punto medio de ese segmento. Con esto en mente, construyamos
la mediatriz de un trazo con regla y compés. Para esto, consideremos un segmento AB. Con el
compds, tracemos una circunferencia con centro en A y radio cercano (puede ser el mismo AB)
aAB, y otra con centro By del mismo radio que el anterior. Esas circunferencias se intersectan
en dos puntos, uno a cada lado del trazo AB. La recta que pasa por esos puntos de interseccién
de las circunferencias es la mediatriz de AB.

Figura IIL50.

» Tridngulo equildtero: podemos aprovechar la construccién anterior para hacer un tridngulo
equildtero dado uno de sus lados. Consideremos un trazo AB, con el compds tracemos una
circunferencia con centro en A y radio ABy otra del mismo radio, pero con centro en B. Marque-
mos como C una de las intersecciones de esas circunferencias. El tridngulo AABC es equilatero,
pues AB=AC = BC.

Figura IIL51.
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» Copiar un 4ngulo sobre un rayo dado: consideremos un angulo £ABC y un rayo PQ.
C

~

Figura II1.52.

Abrimos el compds con una punta en A y otra en B, hacemos una circunferencia con centro
en Pyradio ABy denotamos por D la interseccion de esa circunferencia z con PQ.

C

Figura II1.53.

Luego, usamos el mismo procedimiento para hacer una circunferencia con centro en 2, y con
radio BCy llamamos a esa circunferencia i.

C

Figura II1.54.

Para finalizar trazamos la circunferencia con centro en Dy radio AC, denotamos por k a esa
circunferencia y llamamos £ a una de las intersecciones de & con i. El d&ngulo < DPE es congruente

con el LABC.

Geometria - REFIP



CAPITULO

3

Isometrias y construcciones

Figura II1.55.

» Bisecar un angulo: también podemos construir la bisectriz de un éngulo dado. Consideremos
un angulo £ABC, con el compas con la aguja en B hagamos una marca en AB y otra en BC,
llamemos a esas marcas Ry Q, respectivamente.

Figura IIL56.

Ahora, con el compés hagamos 2 circunferencias de radio BR, una con centro en Ry otra
con centro en Q. Estas 2 circunferencias se intersectan en 2 puntos, uno de ellos es B, al otro
llamémoslo D.

Figura 11157,
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El rayo de origen B que pasa por D es la bisectriz del angulo £ABC.

y
r Bisectriz

Q

Figura II1.58.

Ejercicios del capitulo

—

Construya un paralelogramo con sus 4 lados de la misma medida.’

N

Construya la rotacién de un punto respecto de un centro dado Oy éngulo dado.

3. Dada una recta describa, como construir la reflexion de un punto con regla y compaés.

&~

Use regla y compds para reflejar las siguientes figuras con respecto a la recta L.

a. b. L c. \ZL

9 Un paralelogramo cuyos lados miden lo mismo se llama rombo.
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10.

1.

12.

13.

14.

Isometrias y construcciones

Explique por qué el procedimiento para copiar con regla y compés un dngulo efectivamente
funciona.

Construya un cuadrado que tenga el siguiente segmento como uno de sus lados.

Construya un cuadrado que tenga el siguiente segmento como una de sus diagonales.

Construya un tridngulo isdsceles en el que uno de sus dngulos sea el que se muestra abajo.

Construya un dngulo de 30°.
Construya un dngulo de 120°.

Recordemos que dijimos que 2 figuras en el plano son congruentes si existe una isometria
que transforma a una en la otra. Muestre que 2 segmentos son congruentes si y solo si mi-
den lo mismo. Describa las isometrias que utilizo.

Muestre que 2 cuadrados son congruentes si y solo si las medidas de sus lados coinciden.
Describa las isometrias que utilizd.

Muestre que 2 circunferencias son congruentes siy solo si sus radios miden lo mismo.

Muestre que la diagonal de un rectangulo lo divide en 2 tridngulos congruentes.

Capitulo lll: Isometrias y construcciones
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Capitulo

IV Area y perimetro

Geometria - REFIP

“Los encantos de esta ciencia sublime, las
matemadticas, solo se les revelan a aquellos que

tienen el valor de profundizar en ella’.
C.F. Gauss.

Introduccion

Como hemos dicho antes, etimoldgicamente, geometria quiere decir “medi-
da de la Tierra”. Sin embargo, los objetos geométricos y matematicos en general,
son ideales, es decir no existen en el mundo real, solo viven en el mundo de las
ideas. Entonces, las rectas, los circulos, las circunferencias no existen en la reali-
dad, solo en nuestras mentes, pero pretenden idealizar objetos reales. Si se hace
girar con la mano una piedra amarrada a una pita, la trayectoria de la piedra
serd algo parecido a una circunferencia, pero no serd una circunferencia, porque
la mano se mueve, la pita se estira, la gravedad atrae la piedra hacia abajo, etc.

Figura IV 1.

Por lo tanto, en este capitulo, a diferencia del Capitulo I en donde la medi-
cién se estudia mds bien desde un punto de vista fisico, se dedica al perimetro y
al drea de figuras geométricas (ideales). Asi, para medir esos atributos usaremos
propiedades geométricas de los objetos y no haremos una accién fisica para
medir.

En este capitulo, encontraremos formulas que dependen de medidas linea-
les para conocer el drea y el perimetro de figuras. Para ello, usaremos argumentos
deductivos, que surgen de las definiciones y propiedades de los objetos.



Area y perimetro

1. Area de figuras planas

Como vimos en el Capitulo I, el 4rea es un atributo que poseen las superficies.

Si tenemos una superficie plana, es decir, que estd contenida en un plano, el drea de esa
superficie la mediremos contando la cantidad de cuadrados unidades que caben en la superficie.

77777777777777777777777777777777777

Unidad cuadrada : : : : :

77777777777777777777777777777777777

24 unidades cuadradas

Figura IV.2.

En la figura, se muestra una superficie rectangular cuya drea es 24 unidades cuadradas. Sila
unidad cuadrada es un cuadrado cuyo lado mide una unidad de longitud z, entonces denotaremos
la unidad cuadrada como #?. Por ejemplo, si la unidad de longitud es un centimetro, entonces la
unidad cuadrada serd 1 centimetro cuadrado y corresponde al drea que posee un cuadrado cuyo
lado mide 1 centimetro, y lo anotamos como 1 cm*

1 cm?®

lcm

Figura IV.3.

Concentrémonos por ahora en calcular el drea de un rectdngulo. Si la unidad de longitud
es u, pensemos en un rectangulo cuyos lados miden 1z y 5u.

[ [ [ [
lu
| | | |

1u? 5u

Figura IV4.

Entonces, en el rectdngulo caben exactamente 5 unidades cuadradas, pues podemos trazar
las paralelas al lado que mide 1u, a una unidad de ese lado, a dos unidades de ese lado, y asi suce-
sivamente, y se obtienen 5 cuadrados de lado 1z.

1u? VT

Figura IV.5.

Capitulo IV: Area y perimetro
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Ahora, pensemos en un rectangulo cuyos lados miden 4z y 5u.

5u

4u — — 4u

lu

5u
Figura IV6.

Podemos trazar las paralelas a los lados, a distancia de 1z, 2u, 34, 4u, etc. Entonces, resulta
una grilla, donde el drea de cada cuadrado es 1z*

5u

777777 Y St e 4
4u : : : : u

5u

Figura IV.7.

Entonces, el drea de ese rectangulo es 20 u* Pues podemos pensar que son 4 filas, donde
cada fila es un rectangulo de lados 1z y 5z que como vimos tiene un area de 5z Entonces, como
tenemos 4 de esas filas, entonces tenemos 4 veces 5z es decir 20u>

En general, si un rectdngulo cuyos lados miden 1z y nu, donde 7 es un nimero natural,
tiene la misma drea de una hilera de n cuadrados cuyos lados miden 1z. Entonces, el drea de ese
rectangulo es nu*.

——
nu’

Figura IV.8.

Si n'y m son numeros naturales, un rectdngulo de lados nu y mu lo podemos pensar como
m rectangulos apilados de lados 1z y nu. Entonces, cada rectangulo aplilado tiene nu* de drea, y
como hay m de esos rectangulos, el area total es m-nu?® es decir mnu®.
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B e L o

B L T

mu

Figura IV.9.

Por lo tanto, es natural decir, que el drea de un rectangulo cuyos lados miden 7 y m unidades

u, es nm u.

tra lo til, de esta

1Se mues

Por ejemplo, ahi

7

on.

fica de la multiplicaci
representacion para entender la conmutatividad de la multiplicacion.

6n gra

’

Nota: En el Capitulo III del libro Nimeros de esta coleccion, se utiliza el drea de un rectangulo

como representaci
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lo no corresponde a una medida entera de la unidad?
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Como un tercio de z cabe 3 veces en una u, se puede pensar que el cuadrado de lado de una

unidad contiene 3 hileras de 3 cuadrados de lado g u.

3 3 3 lu

lu

Figura IV.11.

Es decir, el cuadrado cuyo lado es una unidad contiene exactamente 9 cuadrados cuyo lado
1 1 1
mide 3 u. Por lo tanto, el rea de un cuadrado de lado 3 u es un noveno de 1, — u’.

. . , . 1
Del mismo modo, si # es un ndmero natural, consideremos un cuadrado de lado — u, en-
n

tonces cada uno de sus lados se puede extender hasta formar un cuadrado cuyo lado mide una

1
unidad. Como en un z caben n segmentos de largo — u, podemos marcar hileras, donde en cada
1 n
hilera caben n cuadrados de lado —u.
n

1 1

1 1
—u[] — @ [TI T I I I I TITT]
n

Figura IV.12.

Como en total tenemos 7 de esas hileras, entonces, en el cuadrado cuyo lado mide una uni-

1 .
dad, tenemos n-n cuadrados cuyos lados miden — u. Por lo tanto, el drea de un cuadrado de

1 n 1
lado — u cabe n? veces en el cuadrado de lado 1u. Es decir, el 4rea de un cuadrado de lado —u
n n

. 1
mide — u”.
n
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4 2
Ahora, a modo de ejemplo, calculemos el drea de un rectangulo de lados gu y gu
Podriamos dividir uno de los lados en quintos y el otro lado en tercios, pero esta divisién produ-

cirfa rectdngulos no cuadrados. ; Como podemos hacer para que la divisién en uno de los lados y
en el otro produzca cuadrados?

. . 4 , 2
Una respuesta es usar una fraccion que sea igual a s y otra que sea igual a 3 pero que

ambas tengan el mismo denominador. Por ejemplo tenemos que:

4 12 2 10
_:_y_:_
5 15° 3 15
) 12 10
Entonces, tenemos un rectdngulo de lados —u y —u.
15 15
12
15
o [ETEEE T
15 | :
Figura IV.13.

1
Asi, tenemos 120 cuadrados cuyo lado mide T u, y es lo mismo que decir que el drea total

1
del rectdngulo es igual a 120 veces = u”. Por lo tanto, el 4rea del rectingulo es:

120 8
= W=yt
15 15
) 42 ,
Que es lo mismo que —-—u".
53
. om k . . .
En general, si @ =— y b =— son dos fracciones de niimeros naturales, entonces consideremos
n
m ml k nk
un rectangulo de lados au y bu. Notemos que a =—= v y WL por lo tanto si dividimos
n o n n
cada lado del rectangulo en segmentos de e entonces en el lado de largo a caben ml segmentos
1 1 1
de largo —, y en el lado de largo b caben nk segmentos de lado pre De esta forma, esta divisién
n

1
produce cuadrados cuyo lado mide e
n

Capitulo IV: Area y perimetro
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1
ml veces —
nl
ml
a=—
nl
b= k_n kn veces 1
nl nl
Figura IV.14.
Asi, en total tenemos kn - ml cuadrados cuyo lado mide ilu Como cada cuadrado de lado
1 1 n
—u tiene drea ——u’, entonces el 4rea total del rectangulo es
nl (nl)
1
(kn-ml)—; u’
(nl)
hruml u’= k—mu2 = (ﬂ : E)uz = abu’
ninl nl n 1l

Por lo tanto, hasta ahora tenemos que si un rectangulo tiene lados que miden au y bu con a
y b nimeros racionales positivos, entonces el drea del rectdngulo es abu®.
Ejemplo
Pensemos en un cuadrado cuyo lado mide 1z y dibujemos una de sus diagonales:

Ahora, consideremos el cuadrado cuyo lado mide lo mismo que la diagonal del cua-
drado anterior:

Geometria - REFIP
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Demostremos que el drea' del cuadrado grande es:
A=2

De hecho, el drea del tridngulo AABC es la mitad del 4rea del cuadrado pequefio y es
la cuarta parte del area del cuadrado grande.

E
F ¢ B
4 D

Entonces,
P p 1.
A(ABEF) = 4A (ABC) = 4 EA(ADBC) =2

Como probaremos més adelante, el lado del cuadrado ABEF es \/2 que no es un nii-
mero racional, sin embargo, en este caso también se cumple que el drea del cuadrado
ABCD es la multiplicacion de la medida del lado por si mismo.

Silas medidas de un rectdngulo son a y b unidades, donde a y & no son necesariamente
fracciones, es natural pensar que el area de ese rectangulo es ab unidades cuadradas, como una
extension de lo que ocurre en las fracciones, y es asi como lo asumiremos de aqui en adelante.

En resumen

El drea de un rectdngulo de lados a y b unidades es ab unidades cuadradas. En particular
el drea de un cuadrado cuyo lado mide a unidades, serd a - a = a” unidades cuadradas.

Consideremos un tridngulo rectangulo de catetos que miden ay c.

B

Figura IV 15.

! En lo sucesivo, dada una figura F, denotaremos su area por A(F). Por ejemplo, el area del cuadrado de vértices
ABCD, la denotaremos como A(ABCD).

Capitulo IV: Area y perimetro
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Tracemos la recta L paralela a BC que pasa por A y la recta perpendicular a L y que pasa
por C.

Figura IV 16.
Denotemos por D la interseccion de esas dos rectas y asi tenemos el rectdngulo ABCD, cuya
area es ac. Como el drea del tridngulo AABC es la mitad del rectdngulo, entonces:

A(AABC)z%

Por lo tanto, el drea del tridngulo rectangulo de catetos que miden a y c es la mitad del pro-
ducto de las medidas de sus catetos.

1.1 Area del paralelogramo

En un paralegramo de lados que miden a y b unidades y consideremos la altura que une el
vértice A con el lado CD que mide % unidades.

D

Figura IV.17.
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Area y perimetro

Tracemos ahora el segmento CF paralelo a AE. Entonces, ECFA es un paralelogramo el cual
tiene en uno de sus dngulos interiores un dngulo recto. Por lo tanto ECFA es un rectangulo.

D

Figura IV.18.

Entonces, AE = FC y AF = EC. Como ABy CD miden a'y AF y EC miden lo mismo, FB y
DE miden lo mismo. Por lo tanto, los triangulos rectdngulos AAED y ACFB son congruentes. Asf,
podemos cortar el tridngulo AAEC, yuxtaponer al tridngulo ADFBy formar un rectdngulo:

Figura IV.19.

Y resulta un rectangulo cuyos lados miden a y # unidades

Entonces, el drea de un paralelogramo, donde uno de sus lados mide a y la altura que es
perpendicular a ese lado mide 4, tiene la misma drea que el rectangulo cuyo lados miden ay &
unidades.
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En resumen

Si en un paralelogramo uno de sus lados mide a unidades y la altura perpendicular a ese
lado mide 2 unidades, entonces el drea del paralelogramo es ak unidades cuadradas.

Una forma de mostrar esto a los nifios es mediante recortes de papel. La siguiente imagen
muestra como haciendo cortes en un paralelogramo de papel lustre, se ve la propiedad que aca-
bamos de desarrollar:

Corte de tijera

—

Formar un rectangulo

Figura IV.20.

Lo anterior no constituye una demostracion formal del resultado, pero muestra la misma
idea que el argumento matematico.

Ejercicios

1. Considere un trapecio como el que se muestra abajo. El d&ngulo £ DAF es congruente a
A CBF ylos segmentos DE y CF son alturas que miden / unidades. Si CD mide @ unidades
y AB mide b unidades.

D C

A E F B

a. Pruebe que los tridngulos AAED y ABFC son congruentes.

a .
unidades.

b. Demuestre que el segmento FB mide
b-a

C. Compruebe que el drea del trapecio es igual al drea de un rectdngulo de lados 2y a +
unidades.

+b

a
d. Muestre que el area del trapecio es % - -
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1.2 Area del triangulo

Consideremos un tridngulo AABC cualquiera.
A

B
Figura IV.21.

Dibujemos ahora la paralelaa BC que pasa por A yla paralelaa AB que pasa por C,y de-
notemos con D el punto de interseccion de esas dos rectas.

B
Figura IV.22.
Asf, ABCD es un paralelogramo cuya diagonal es AC, y los tridngulos AABCy AADC son con-

gruentes. Por lo tanto, el drea del paralelogramo es el doble del drea del tridngulo AABC. Pero el
area del paralelogramo la sabemos calcular si conocemos lo que mide la altura del paralelogramo.

Figura IV.23.
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Ahora consideremos el lado 4B y digamos que mide b unidades y la altura perpendicular a
ese lado digamos que mide % unidades. Entonces el drea del paralelogramo es b unidades cua-
dradas. Como el drea del tridngulo es la mitad del &rea del paralelogramo, por lo tanto, el drea del
tridngulo AABC es:

bh

2

Es decir, el drea de un tridngulo es la mitad del producto de la medida de uno de sus lados
y la altura perpendicular a ese lado. El valor del 4rea es independiente del lado y la altura corres-
pondiente para calcularla, es decir, si un tridngulo AABC tiene lados de medidas a, by cy alturas
correspondientes a 4, £, [, entonces:

A’(AABC)za—h:%:c—l
2 2 2

Figura IV.24.

Algo que se desprende inmediatamente de la férmula del drea del tridngulo es que si dos
tridngulos tienen un lado en comin (o que miden lo mismo) y las alturas correspondientes a ese
lado en cada tridngulo miden lo mismo, entonces sus dreas son iguales. En la figura de abajo se
muestra el tridngulo AABC, luego se trazd la paralela a AB que pasa por C, se marcaron los puntos
Dy Een esarectay se formaron los tridngulos AABE y AABD.

D

Figura IV.25.
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Ahora bien, si trazamos las alturas que pasan por D, por Cy por F que son perpendiculares

a AB.

Figura IV.26.

Vemos que DFGC es un rectangulo (;por qué?) entonces FD = CG. Del mismo modo, GC = EH,
por lo tanto, esas tres alturas miden lo mismo, y los tridngulos AABC, AABE y AABD tienen la
misma drea. De hecho, cualquier tridngulo AABP con P en la recta EC tiene la misma 4rea que el
tridngulo AABC.

Ejemplo
En este ejemplo, usaremos la férmula del drea para demostrar que la mediana® de un
triangulo lo divide en dos tridngulos de igual drea.

Consideremos el triangulo AABC (hemos dibujado uno que no es equilatero, ni isds-

celes, ni rectangulo; obviamente serd de todos modos uno “particular”. Asf, para la de-

mostracion, trataremos de deducir argumentos sin dejarnos influenciar por el dibujo).
B

El segmento BD es una mediana, es decir D es punto medio del segmento AC, en-
tonces, AD = DC. Lo que tenemos que demostrar es que el drea de ABAD es la misma
que la de ABDC.

2 Recordar que en Chile a la mediana se le llama transversal de gravedad.
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Para ello tracemos la altura que pasa por By es perpendicular a AC.

C

=
S
o9

En este punto, debemos notar algo importante para la solucién del problema. El seg-
mento BE es la altura del tridngulo AABC, pero también de los tridngulos ABAD y

ABDC. Por lo tanto, el 4rea del tridngulo ABAD es
BE-DC

y el drea del tridngulo ABDC

es .Como AD = DC, entonces el drea de los tridngulos ABAD y ABDC es la mis-

ma. Ademas, corresponde a la mitad del 4rea del tridngulo AABC.

Ejercicios

1. Enel

ejemplo anterior, usamos una altura que estd en el exterior del tridngulo original,

¢influye esto en el resultado?

2. Considere un tridngulo AABC cualquiera y un punto D que estd en el segmento AC, de tal

forma que D 3 ¢Cudl es la razdn entre las dreas de los tridngulos ABAD y ABDC?

B
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Observemos lo siguiente: Consideremos un triangulo AABC cualquiera y CD, una bisectriz

como se muestra en la figura:
B
C
D
«

A

Figura IV.27.

Ahora, consideremos la altura de medida % correspondiente al vértice C.

B
C
h
D
L

A

Figura IV.28.

Notemos que % es altura de los tridngulos AABC, AADCy ABDC. Por lo tanto:

) 1 ) 1
A(rADC)=AD-h y A(ABDC):EDB-h

Como D esté en la bisectriz del dngulo £ACB, entonces equidista de CB y de AC, por lo tanto,
las alturas que correspondientes a D en los tridngulos AADCy ADBC miden lo mismo. Digamos
que esa medida comun es &, como vemos en la Figura IV.29. Entonces, tenemos que:

Figura IV.29.

Capitulo IV: Area y perimetro
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. 1 p 1
A(AADC)zEAC ‘ky A(ABDC)zEBC-k
Estas relaciones pueden escribirse también en funcién de la medida 4, como sigue:

. 1
A(AADC) = EAD -h
. 1
A(ABDC):EDB-h
Entonces, resultan las siguientes igualdades:

AC_h

SIS
> x|

De donde se obtiene que:

c_Bc

AD BD

Este resultado se conoce como Teorema de la Bisectriz, el cual enunciaremos ahora:

Teorema IV.1: de Ia bisectriz

Considere un tridngulo AABC 'y denotemos por D la interseccion de la bisectriz corres-
pondiente a C con el lado AB, entonces:

AC_Be
AD BD
B
C
D
A
Figura 1V.30.
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Ejercicios

1.

Area y perimetro

¢Es cierto el reciproco del Teorema de la Bisectriz? Es decir, si en un tridngulo AABC se tiene
un punto Den el lado AB, tal que:

4c_Bc
AD BD
¢Es cierto que AD es bisectriz del dngulo LACB?

Los cuadrildteros ABCD y BEFC son cuadrados y DC = 4 cm. ;Cudl es el drea del cuadrild-

tero GCHB? D oA
a. 24 cm?
D. 16 cm? C B
c. 12 cm?
d. 8 cm?

F G E

Considere un tridngulo AABC, en el cual se han trazado las alturas AD y CE. Demuestre que:
AD _ 4B
CE  BC

Capitulo IV: Area y perimetro
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4. Consideremos un tridngulo AABC. Se traza AD paralelo a CB y CD paralelo a AB. También
se trazan las alturas AE y BF . Demuestre que:

4B _ BF
AC  AE

5. Con este ejercicio se pretende encontrar de una forma alternativa ala mostrada en el texto,
el drea de un tridngulo.

Primero: muestre que el drea de un tridngulo rectangulo de catetos a y % es la mitad de un
rectangulo de lados a y /.

Segundo: pruebe que un tridngulo siempre tiene una altura que estd en el interior del tridngulo.

Altura exterior Altura interior

. . ., xh yh
y compruebe que esos tridngulos tienen drea "y y y7

. iy ch
Cuarto: Use que x + y = ¢, para mostrar que el drea del tridngulo es Y
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1.3 Composicion de figuras

En todas las deducciones que hemos hecho, hemos usado dos cosas importantes, las cuéles
hemos establecido en el Capitulo Iy en el Capitulo III de este libro:

Primero: si una figura tiene drea A y otra figura tiene drea By estas se yuxtaponen, entonces
la figura resultante tiene drea A + B.

| =

Figura IV.31.

Segundo: si una figura tiene una drea 4 y se rota, se traslada o se refleja, entonces la figura

resultante también tiene area A.

Ahora bien, estas dos ideas también nos permiten calcular el drea de figuras que fueron
compuestas usando figuras de las que podemos conocer su drea por separado. Por ejemplo, con-
sideremos la siguiente:

Figura IV.32.

G F
4 E
B

C D

Figura IV.33.
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No tenemos una férmula explicita que nos permita conocer el drea de ella a partir de la me-
dida de sus lados. Lo que haremos serd descomponerla en varias partes de las que si conocemos
su area. Para partir, dividamos la figura de tal forma que obtengamos rectangulos y tridngulos

rectangulos, es decir, FG, BH, EI y CD son paralelos. Ademas, F, I, H, D son colineales. Los seg-
mentos GC y FD son paralelos, supondremos ademés que los puntos 4, I'y E son colineales y que,
por tltimo, BH es perpendicular a DF .

G F
4 q ! E
B H

C D

Figura IV.34.

En segundo lugar daremos las medidas de algunos de los segmentos:
FD=5cm;IE=HI=1cm; BH=4cm; CD=2cmyFI/=2cm.

Con esto en mente, podemos descomponer la figura como en un puzle, en donde las piezas
son figuras a las cuales les podemos calcular el drea. Para ello, dibujaremos un segmento auxiliar

més, a saber AI. Como CD =2 cmy BH = 4 cm, entonces AL = 2 cm.

G F
A
———————— —0—L————————-1[ E
B H
c D
Figura IV.35.

152 Geometria - REFIP



Area y perimetro

Del mismo modo, podemos afirmar que GL = HD = 2 cm. Asf, el poligono ABCDEFG est4 for-
mado solamente por rectdngulos y tridngulos rectangulos que hacen la figura. Para verlos mejor,

denotaremos con M a la interseccién entre GC y BH .
G G F F

I E
A L L 1 I E
D
C C D
Figura IV.36.

El tridngulo AALG es rectangulo, cuyos catetos miden 2 cm cada uno, entonces su drea es
2 cm? lo mismo ocurre con el tridngulo ACMB El cuadrildtero LIFG es un cuadrado cuyo lado
mide 2 cm, por lo tanto, su drea es 4 cm?, de igual manera el cuadrado CDHM tiene area 4 cm
El tridngulo AFIE es un tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 1y 2 cm, por lo tanto su drea
es 1 cm?® El drea de ABML es 2 cm?, al igual que el area de LMHI. Finalmente, ADIE es rectangulo
cuyos catetos miden 1y 3 cm, por lo tanto, su drea es de 1,5 cm*

Asi, el drea de poligono ABCDEFG es 18,5 cm®.

G F
4
2 I
A LSocsscscossass 4 4 E
2 2 L5
B H
2
4
C D
Figura IV, 37.
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Otra forma de calcular el drea del mismo poligono es la siguiente: podemos dibujar un rectan-
gulo que contenga a nuestro poligono, y ademds podemos dibujar todo dentro de una cuadricula
centimetrada.

Figura IV. 38.

En este caso, el drea del poligono ABCDEFG la podemos calcular como la resta del area del
rectangulo HIJK menos la suma de las dreas de los rectangulos AAGH, AEIF, ADKE 'y AJCB. El drea
de HIJK es 25 cm?, pues corresponde a un cuadrado de lado 5 cm (también se pueden contar
directamente los cuadrados de la grilla que estan contenidos en HIJK). Por su parte el tridngulo
ABJC tiene un érea de 2 cm?, lo mismo que el tridngulo AHAG. El tridngulo ADKE tiene 4rea 1,5
cm”y el tridngulo AEIF tiene drea 1 cm? Por lo tanto, el area del poligono ABCDEFG es igual a :

[25-(2+2+1,5+1)] cm®=[25 - 6,5] cm® = 18,5 cm®

1. Calcule en cada caso el 4rea de la figura si cada cuadrado de la grilla tiene un 4rea de 1 cm®.

a.
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Considere un trapecio isdsceles.

2.

acm

scm

10cm

Calcule su 4rea en términos de a.
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1.4 Geoplano

El geoplano es una buena herramienta para mostrar las descomposiciones de figuras. El
geoplano es un recurso concreto, que consiste en una superficie a la cual le sobresalen pequetias
puntas. El mas tipico es el geoplano cuadrado, en el cual sobresalen puntas como si fueran los
vértices de una grilla. Entre las puntas se pueden poner cintas eldsticas, con el objetivo de formar

figuras geométricas.

Figura IV.39.

En el geoplano, mediante cintas eldsticas de diferentes colores, se puede mostrar la descom-
posicién de figuras poligonales, en tridngulos y rectdngulos. Por ejemplo, en la Figura IV.40 se
muestra una cinta eldstica en un geoplano, que forma un poligono.

NEZ
N/

oS

L

Figura 1V.40.

156 Geometria - REFIP



CAPITULO

Area y perimetro

Poniendo otras cintas eldsticas, se puede mostrar la descomposicién, como en la
Figura IV.41.

Figura IV41.

Ejercicios de la seccion

1. En un geoplano cuadrado construya 4 figuras no congruentes entre si que tengan un area
de 20 unidades cuadradas.

2. Enun geoplano, construya un cuadrado que tenga el doble de drea que el que se muestra
en la imagen.

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

777777777777777777777777777777777777777777777777

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

777777777777777777777777777777777777777777777777

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
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3. Silos contornos de dos rectangulos miden lo mismo, ;es cierto que sus areas miden lo mismo?

4. Considere el tridngulo AABC, en el cual BD y AE son alturas. Si AC = 3,61 cm, BC = 4,12 cm
y BD = 3,88 cm. ;Cudl es el valor de AE?

A

h
5. Considere el tridngulo AABC, con las notaciones de la figura. Demuestre que —% =

a
C @ b

6. Enla figura siguiente, los puntos F, Gy H son colineales. Los segmentos FI y GE son per-

pendiculares, lo mismo que EH y HF.Siellado HG =5 cm, EH=6 cm y EG =12 cm, enton-
ces jcudnto mide FI?
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2. Perimetro

El perimetro de una figura plana es la medida que tiene su contorno. En castellano se ocupa
la palabra “perfmetro’ para referirse al contorno de algo; por ejemplo, frases del tipo “la fuerza pd-
blica ha rodeado el perimetro del recinto” hacen mencidn al contorno del recinto, pero no a su me-
dida. En este libro, usaremos “perimetro’ exclusivamente para significar la medida del contorno.

Por ejemplo, consideremos la siguiente figura:

Figura IV.42.

Una estrategia para medir su contorno, es decir, para obtener su perimetro, es rodear la figura
con un cordon, luego estirar el cordén y medirlo con una huincha.

‘ {1‘ {2‘ {3‘ {4‘ {5‘ {6‘ {7‘ {8‘ {9‘ ‘1‘0{1‘1{1‘2{1‘3{1‘4{1‘5{1‘6{1‘7{1‘8{1‘9{2‘0{2‘1{2‘2{2‘3{2‘4{2‘5{2‘6{2‘7{2‘8{2‘9{3‘0

Figura IV.43.

Entonces, el perimetro de la figura es aproximadamente 28,5 cm.
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En el caso de un tridngulo cuyos lados miden a, by ¢, su perimetro es:

P=a+b+c
B
a
C
c
b
Figura IV.44.

En el caso de un paralelogramo cuyos lados miden a y b, su perimetro es:

P=a+a+b+b=2a+2b=2(a+b)

Figura IV.45.

En particular, el perimetro de un rectdngulo de lados a y b es:

P=2a+2b=2(a+b)

F G
a
E H
b
Figura IV.46.
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Area y perimetro

Més generalmente, el perimetro de un poligono es la suma de las medidas de sus lados. Por

ejemplo, el perimetro de la siguiente figura es:
D

Figura IV.47.
P=a+b+c+d+e+f+g+h

En algunos sitios de la web y en algunos textos, definen el perimetro de una figura como “la
suma de la medida de sus lados”, lo cual es incorrecto en general, pues solo los poligonos tienen
lados. Sin embargo, esta definicion es correcta para el caso de poligonos.

Recordemos que un poligono regular de n lados es aquel en que todos sus lados miden lo
mismo. Por lo tanto, el perimetro de un poligono regular de 7 lados es n veces la medida del lado.
Por ejemplo, sila medida del lado de un heptdgono regular es a, entonces su perimetro es 7a.

D

Figura IV.48.

En particular, el perimetro de un cuadrado de lado /es 4/.

Para pensar

» Si dos rombos tienen el mismo perimetro, entonces ;necesariamente tienen la
misma drea?

 Sidos cuadrados tienen el mismo perimetro, ;necesariamente tienen la misma area?

« Si dos tridngulos equildteros tienen el mismo perimetro, ;necesariamente son
congruentes?
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Consideremos una grilla centimetrada, es decir, formada por cuadrados de 1 cm de lado.
Dibujemos en ella diferentes rectdngulos cuyo perimetro sea 16 cm.

““4““4“4“
=
S

R

44444,44444
'
'
i
'
'
P
'
'
i
.
)
P S
'
'
i
'
'
P
'
'
i
'
'
e e pmm -

>}

Figura 1V.49.

Todos esos rectdngulos tienen el mismo perfmetro, pero el rectdngulo 4 tiene drea 16 cm®,
el rectangulo B tiene 4rea 15 cm?, el rectdngulo C tiene érea 12 cm®y el recténgulo D tiene rea
7 cm? Es decir, en general, dos figuras que tienen el mismo perfmetro no necesariamente tienen
la misma drea.

De forma similar, podemos dibujar rectdngulos que tienen la misma drea, pero diferente
perimetro.

Figura IV. 50.
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Ejemplo

Area y perimetro

Consideremos el rectangulo ABCD de lados cuyas medidas son 6 cm y 10 cm. Todos
los dngulos que parecen en la figura son rectos. Calculemos el perimetro de la figura
achurada.

D G H C
I
J
F K
M L
E P
A Q N B

En una primera mirada, se podria decir que no podemos solucionarlo, pues no cono-
cemos las medidas de los lados del poligono QVMLIJHGKFEP. Sin embargo, eso no es
impedimento para conocer el perimetro. Por ejemplo, notemos que:

EP+QN+ML=AQ+ QN+ NB=AB=10cm

Es decir, no sabemos cual es el valor de EP, ni de QN, ni de ML, pero podemos saber
cuanto mide la suma de esas medidas. Esa es la estrategia que usaremos para calcular
el perimetro de la figura.

Notemos que LB = ML, que Hf = CIyque CI + IL + LB = 6 cm, por lo tanto:
NM+ LI+ Hl=6cm
Del mismo modo, DG = FK, HC = JIy DG + GH + HC = 10 cm, por lo tanto:
FK+ GH+JI=10 cm
Finalmente, DF = GK, EA = PQy DF + FE + EA = 6 cm, por lo tanto:
GK + EF + PQ =6 cm
De todo lo anterior se deduce que el perimetro del poligono QNMLIJHGKFEP es
ON+NM+ML+LI+1J+JH+ HG+ GK + KF+ FE+ EP =
(EP+ QN+ ML) + (NM + LI+ HJ) + (FK + GH + JI) + (GK+EF+PQ) =
10 cm+ 6 cm+ 10 cm + 6 cm = 32 cm

Que corresponde al perimetro del rectangulo ABCD.
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Otra forma de observar que el perimetro de QVMLIJHGKFEP'y el perimetro de ABCD
son el mismo es moviendo los lados de QNMLIJHGKFEP hasta hacerlos coincidir con
partes de los lados del rectdngulo

D G H c
A A

Y

A
~

M L

A

2.1 Dificultades asociadas a la enseianza de perimetro y area

Las dificultades u obstdculos que se pueden observar en la ensefianza de dreas y perime-
tros son de dos tipos: unos tienen que ver con un deficiente manejo algebraico y numérico, y
confusion en el uso de formulas; y otros tienen que ver con concepciones erradas de los objetos
geométricos.

Por ejemplo, si a un nifio se le pide que resuelva el siguiente ejercicio:

En el cuadrado ABCD, el lado AB mide 5 cm. ;Cudl es el area del cuadrado ACEF?

E

Figura IV.51.

Un alumno puede responder erréneamente 500 cm®, pues comete un error de célculo en la
operatoria con decimales como se muestra en la Figura IV.52.
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Figura IV.52.

Es muy comun también que los alumnos confundan férmulas de perimetro y de drea. Por
ejemplo, un alumno sistemdticamente al calcular el 4rea de rectdngulos entrega como resultado
el doble de la medida correcta. Eso ocurre porque, cuando él calcula el perimetro de un rectdngulo
suma la medida de los lados y el resultado lo multiplica por 2, entonces cuando calcula el area
multiplica la medida de los lados y el resultado lo multiplica erréneamente por 2.

Una dificultad que aparece en la ensefianza del drea del tridngulo, que no tiene que ver con
asuntos numéricos, ni con manejo algebraico, sino que con la manera que tienen los estudiantes
de memorizar la férmula del drea del tridngulo. Ellos dicen “el area del triangulo es la mitad de la
base por la altura’. Eso puede traer consigo dos dificultades: Primero, jcudl es la base? Cuando el
tridngulo se muestra con un lado paralelo a la horizontal y el vértice opuesto a ese lado se mues-
tra arriba de ese lado, algunos estudiantes reconocen a aquel lado como base, entonces con un
tridngulo como el de la Figura IV.53, no tendrian problemas para calcular su area.

c

A |_ B

D
Figura IV.53.
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1
En este caso, un estudiante no tiene problemas en decir que el rea del tridngulo es ECD -AB,

pero si se les muestra el mismo tridngulo, con la altura que pasa por 4, como en la Figura IV.54,
ya no es tan simple la tarea de calcular el drea.

c

Figura IV.54.

. 1 .
En este caso, algunos estudiantes no reconocen a EBC - AD como el valor del drea del tridn-
gulo, pues no reconocen a CB como base.

Relacionado con lo anterior, la segunda dificultad que puede aparecer en el aula escolar, es
que los estudiantes crean que un tridngulo tiene solo una altura. Entonces, si un alumno tiene la
medida de una altura, digamos £, y la medida de un lado, digamos b, él puede dar como valor del

area el niimero > sin preocuparse de si la altura es perpendicular al lado que mide b.

Ejercicios de la seccion

1. Dé un ejemplo de dos poligonos de diferente niimero de lados que tienen el mismo peri-
metro.

2. ;Existen dos figuras que tienen el mismo perimetro y la misma area, pero que no son con-
gruentes?

3. SiABCD es un cuadrado y ABE es un triangulo equildtero, ;cudl es el perimetro de ABCDE?
E
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CAPITULO

4

Area y perimetro

Suponga que la grilla estd centimetrada.

a. Aproxime el drea de la figura.
h. Describa la estrategia que utiliz6 para aproximar el drea.

1
C. ¢Puede asegurar que su aproximacion difiere del drea real en Zuz? Justifique

En la figura siguiente, se muestra el rectangulo ABDC. Los segmentos EF, GH y DI son
paralelos. Los segmentos AE, FG y HI son paralelos. Si BD = 12,3 cm, y AB = 5,6 cm y
FG =2 cm, entonces ;cudl es el perimetro de la figura AEFGHIDC?

a. 35,8 cm
D. 68,88 cm
C. 27,9 cm

d. No se puede determinar
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6. Rodrigo tiene una cuerda de 1,5 m de largo. Juan corto un tramo de la cuerda para bordear
la figura que se muestra. La figura estd compuesta por 6 tridngulos equilateros. Si la distan-
cia entre Xy Y'es 19 cm. ;Cudnta cuerda le sobré?

X
a. Sobrd 74 cm de cuerda.
D. Sobrd 76 cm de cuerda.
C. Sobrd 114 cm de cuerda.
d. Sobrd 36 cm de cuerda.
Y

/. Lafigura estd formada por 4 cuadrados congruentes de lado 2 cm. ;Cuél es el perimetro de

la figura ABCDEFGHIJKL? P
a. 16 cm. C B
D. 20 cm.
i K Y
C. 26 cm i :
d. 22 cm . _______________ ,
D E i
- I
F G

8. Determine el drea de la figura achurada de dos formas distintas. Explique su razonamiento
en cada caso. El cuadrildtero ABCD es un rectangulo.

A B
6 cm
8 cm
E
e
D c
14 cm
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Area y perimetro 4

En general, encontrar el perimetro y el drea de una figura plana no es una tarea facil, sobre
todo cuando se trata de una figura no poligonal. Por ejemplo, si la grilla estd centimetrada, ;cual

es el perfmetro y el drea de la siguiente figura?

irculo

ré

del c

iay area

3. Perimetro de la circunferenc

Figura IV.55.

Para calcular el perimetro podriamos poner un cordén que rodee la figura y luego medirlo.
Para calcular el rea podriamos contar todos los cuadrados que estan completamente contenidos

en la figura y luego aproximar las fracciones de los otros.

Figura IV.56.

Entonces podemos afirmar que el 4rea de la figura es mayor que 87 cm®. Algunos de los res-

tantes los podemos aproximar como la mitad de un cuadrado, los pintaremos de gris.

169
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Figura IV.57.

Ahora podemos decir que el drea de la figura es mayor que 89 cm?. La parte que estd abajo
ala derecha, y la podemos pensar que se trata un tridngulo rectangulo AABC, donde AB=1cmy
BC = 4 cm, por lo tanto, su 4rea es 2 cm® De este modo, podriamos hacer una aproximacién del
area de la figura.

Figura IV.58.

Una estrategia para mejorar la aproximacion es dividir la grilla en cuadrados mas pequefios,
por ejemplo, en cuadrados cuyo lado mida medio centimetro, incluyendo asi mas cuadrados al
interior de la figura:

Figura IV.59.
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Incluso podemos achicar més el lado del cuadrado de la grilla, para aproximar atin mejor el

de la figura. Por ejemplo, consideremos una grilla en la cual el lado de cada cuadrado mide

un cuarto de centimetro.

area

7

Figura IV.60.

Sin embargo, ahora el problema estd en contar los cuadrados.

Un ejemplo importante de figura no poligonal es la circunferencia. Si consideramos una

circunferencia cuyo didmetro mide 10 cm, jcudl es su drea?

Figura IV.61.
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Si pintamos los cuadrados que estan completamente contenidos en el interior, resultan 60.

Figura IV.62.

tenidos completamente en la

en con

3

Figura IV.63.

Ahora bien, en las partes donde los cuadrados no est
circunferencia, dividiremos en cuadrados de medio centimetro de lado.
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, . . p I
Asi obtenemos 36 nuevos cuadrados pintados, pero ahora cada uno tiene un area de " cm’.
Es decir, hasta ahora, hemos contado cuadrados, cuyas dreas suman

36
60+ 7 cm? =69 cm®

Ahora los cuadrados que no estan totalmente contenidos en la circunferencias los dividimos

]- 7
en cuadrados de lado " cm. Asi, agregamos 78 de esos cuadrados.

Figura IV.64.

Entonces, tenemos que, hasta ahora, hemos sumado una érea de:
@ 2 _ 2 _ 2
69 + v cm” =(69+5)cm” =74cm

1
Aun quedan 128 fracciones de cuadraditos de drea Ecmz. Algunos de ellos, estdn mas de la

mitad dentro de la circunferencia y otros estdn menos de la mitad dentro de la circunferencia. En
este momento, haremos una estimacion para aproximar el area de la circunferencia: pensaremos
que cada uno de esos cuadrados tiene la mitad de drea dentro de la circunferencia. Haciendo este
supuesto, el drea que nos falta por contar es:
12861 , 64 )
—— cm =—cm =4cm
l6 2 16
Por lo tanto, mediante este método y usando un supuesto arbitrario, pero razonable, po-
demos afirmar que el 4rea del ciculo de didmetro 10 cm es aproximadamente 78 cm?” pero no
sabemos cudn cerca estamos del valor real del drea.

La aproximacion anterior muestra lo dificil que es determinar el drea de una figura no poli-
gonal. Tanto o mas complicado es estimar el perimetro de la circunferencia.
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Lo que es evidente es que una circunferencia que tiene mayor didmetro que otra, entonces,
también tiene mayor perimetro.

Figura IV.65.

Para conjeturar cdmo depende el perimetro de una circunferencia respecto del radio, podemos
tomar diferentes objetos circulares y medir su didmetro y su contorno. Por ejemplo, podemos medir
el didmetro de una moneda con un “pie de rey™ y su contorno con una huincha de costura, o bien
hacer girar una moneda en el borde de una regla, y poner una marca en el punto inicial de giro.

Figura IV.66.

|.....[...|||...I........II.l|.|...|I.......”[.l...l.:.]”...l...|..I...lI.[l.....ll.]...l.”..]....:..”[”...l...]...lll...ll
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1:

Figura 1V.67.

% En Chile le decimos “pie de metro’.
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Repetir el experimento con diferentes objetos circulares: monedas, platos, platillos, tapas de
botellas, tapas de frascos, etc. Y luego hacer una tabla con el didmetro del objeto, el perimetro del

objeto y el cociente 7Pe.r’imetro‘
Diametro
Didmetro (cm) Perimetro (cm) Cociente
2 6,3 3,15

4,2 13,2 3,14285714

8,7 27,4 3,14942529

10,1 31,7 3,13861386

15,5 48,7 3,14193548

24,2 76 3,14049587

31,4 98,7 3,14012739

TablaIV.1.

En nuestro experimento, el cociente entre el perimetro de la circunferencia y el didmetro pa-
rece ser constante y esa constante es un niimero cercano a 3,14. Este experimento es solo eso: una
experiencia. Ademas, esa experiencia esta realizada con objetos fisicos que no son perfectamente
redondos, y las mediciones nuestras tampoco son muy buenas (de hecho, nunca son precisas).

Se puede demostrar, utilizando herramientas que escapan al contenido y al objetivo de este
curso, que el cociente entre el perimetro de la circunferencia y el didmetro de la circunferencia
es constante; ese valor constante se anota 7 y corresponde a una letra griega llamada “pi”. Se usa
esa letra para denotar a ese cociente, pues es la primera letra de la palabra wept  €7pov, que sig-
nifica “perimetro’; entonces, los griegos asociaban ese niimero al perimetro de la circunferencia.
Sin embargo, fue el matematico Leonhard Euler (1707-1783) quien popularizé el simbolo 7 para
denotar al cociente entre el perimetro y el didmetro de una circunferencia.

El valor numérico de 7 no se puede mostrar como un decimal finito o infinito periddico,
pues no es un numero racional, es decir, el nimero 7z no se puede escribir como el cociente de dos
numeros naturales. Nuestro experimento nos dice que el valor de 7z es cercano a 3,14. Durante la
historia de la matemaética, se han buscado varios métodos para aproximar a 7. Por ejemplo, en el
“Primer libro de los reyes” de la Biblia se lee:

“Hizo fundir asimismo un mar de 10 codos de un lado al otro, perfectamente redondo; su
altura era de 5 codos, y lo ceffa alrededor un cordén de 30 codos”.

Si se lee con atencion, el didmetro del mar es de 10 codos y el perimetro es de 30 codos. Es
decir, en la Biblia se aproxima 7 a 3.

Otro ejemplo, en el Papiro de Rhind, que data del afio 1800 antes de nuestra era, se aproxima
256 1
T m = 3,1604938. En Mesopotamia se aproximaba a 3+ 3 =3,125.

Sibien desde muy temprano en la historia de las mateméticas se conoce 77 como el cociente
constante entre el perimetro y el didmetro de una circunferencia, recién en 1770 el matematico
aleman de origen francés Johann Heinrich Lambert (1728-1777) logré demostrar que 7z no es una
fraccion de dos niimeros naturales, mas de 2.000 afios después de haberse definido 7.
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En resumen

Si el diametro de una circunferencia mide d, entonces su perimetro es

P=d-m
El valor numérico de 7 no se puede expresar como fraccién de niimeros naturales y por lo
tanto su expansion decimal es infinita y no periddica.

Arquimedes (siglo 11T a.C.) ubicé a 7 entre 3+ % y 3+ % es decir

10 1
3+—<mw<3+—
71 7
Notemos que la diferencia entre esos dos valores que encajonan a 7 es:

1 10
—-—=0,0020
7 71

Es decir, Arquimedes podia aproximar a 7, pero ademds podia medir cudn lejos estaba del
valor exacto de 7.

Aparte de aproximar el valor de 77 y medir cudn cercana es su aproximacion del valor exacto,
el método que utilizé Arquimedes resultd ser muy interesante. El construyé poligonos regulares
inscritos y circunscritos a la circunferencia, calculd el perimetro de esos poligonos y asi pudo
encajonar el valor de 7.

Figura IV.68.

Para calcular el drea del circulo, el método usado en la antigua Grecia es el mismo que utiliz6
Arquimedes para calcular el perimetro, es decir, inscribir y circunscribir poligonos regulares al
circulo y encajonar el drea del circulo por las dreas de esos poligonos. Ahora, presentaremos esa
idea simplificada. De nuevo, una demostracién formal del resultado requiere herramientas que
escapan al contenido de este texto.

Consideremos un circulo de radio r e inscribamos en él un tridngulo equiltero, un cuadrado,
un pentdgono, un hexdgono y un octégono.
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O

Figura IV.69.

Se puede observar que, a medida que el ntimero de lados del poligono regular inscrito en la
circunferencia crece, el drea del poligono se acerca cada vez mds al area del circulo. Entonces la
apuesta es que un poligono regular de muchos lados inscritos en la circunferencia, es una buena
aproximacion del area del circulo.

Pensemos en un cuadrado inscrito en una circunferencia cuyo radio mide 5 cm y en otro
cuadrado circunscrito en la misma circunferencia.

AN
Y

Figura IV.70.

Ellado del cuadrado circunscrito mide 10 cm, pues mide lo mismo que el didmetro de la cir-
cunferencia; entonces, el 4rea del cuadrado circunscrito es 100 cm? El drea del cuadrado inscrito
en la circunferencia corresponde a la mitad (; Por qué?) del area del cuadrado circunscrito, es decir,
el drea del cuadrado inscrito es 50 cm®. Entonces:

50 cm? < Area del cfrculo < 100 cm?

El problema es que los sectores marcados con la letra By con la letra A4 en la Figura IV.70 son
muy grandes, y el drea del cuadrado no es una buena aproximacion del area del circulo.

Pensemos ahora en un octégono.

&

Figura IV.71.

Capitulo IV: Area y perimetro 177



178

Ahora la diferencia entre el drea del poligono regular inscrito y el poligono circunscrito es
menor que en el caso del cuadrado, por lo tanto, el area del circulo quedard encajonado entre dos
valores m4s cercanos entre sf que 50 cm®y 100 cm?.

A continuacién, mostramos el caso de un poligono regular de 20 lados inscrito en una cir-
cunferencia:

Figura IV.72.

La diferencia entre el drea del poligono regular y el drea del circulo, en este caso, es casi
imperceptible. Imaginese qué ocurre en el caso del poligono regular de 100 lados inscrito en una
circunferencia. De hecho, la definicién de nuestro computador ni la impresora hacen diferencia
entre el poligono regular de 100 lados y la circunferencia.

Figura IV.73.
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En ese poligono hemos elegido dos vértices consecutivos y hemos trazado los radios corres-
pondientes. Ademds, hemos trazado el segmento que une el centro de la circunferencia con el
punto medio entre esos vértices seleccionados. Notemos que, aparentemente, esos trazos miden
lo mismo. Hagamos un zoom a esa parte del dibujo para notar la diferencia:

Figura IV.74.

Atn no se nota la diferencia. Hagamos un nuevo zoom, pero perderemos el centro de la
circunferencia:

Figura IV.75°

Notemos que los radios y el segmento que une el centro de la circunferencia con el punto
medio entre los vértices Ay B parecen ser paralelos, y el arco de circunferencia entre A y B parece
un segmento recto.

Hagamos un modelo de la situacidn, sin guardar las proporciones, para poder hacer el andlisis
dentro del marco de la hoja del libro.

Consideremos una circunferencia de radio r y un poligono regular de 7 lados inscrito en la
circunferencia y otro circunscrito a la circunferencia. Consideremos dos vértices consecutivos de
ambos poligonos, denotados por 4, By A’ B’ respectivamente, y denotemos por O el centro de la
circunferencia:

* Hemos girado la imagen para que no ocupe tanto espacio en la forma vertical.
® Hemos girado la imagen para que no ocupe tanto espacio en la forma vertical.
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Figura IV.76.

Si el poligono regular tiene 7 lados, entonces tenemos n figuras como las de arriba. Para fijar
ideas, pensemos en el octégono y encajemos las 8 figuras, se verd de la siguiente manera:

0 . . . . .
. . 1)

° ° ° E

Figura IV.77.

Resulta el paralelogramo ODEA’ cuya base mide OD y su altura es aproximadamente r, el
radio de la circunferencia. Ademds notamos que hay 4 arcos que estan en la parte de arriba de la
figura y 4 arcos que estan por debajo de la figura. Todos los arcos juntos miden dr, donde d es la
medida del didmetro, es decir, la suma de 4 arcos es 77 pues d = 2r. Es decir, OD mide aproxima-
damente r7.

La idea crucial es la siguiente, si en lugar de 8 considerdmos un poligono regular de muchos
lados, no habria diferencia entre el drea del paralelogramo y el drea de la circunferencia y ademas
no habria diferencia entre el largo de la base del paralelogramo y r7. Por lo tanto el drea de la
circunferencia, es la misma que la de un paralelogramo cuya base mide r7r y su altura es r.

En resumen

El 4rea del circulo de radio resr-rm = r’rt .

Ejercicios del capitulo

1. ¢Cudles el radio de una circunferencia cuyo perimetro es igual a 18 777

2. Muestre un rectingulo de perfmetro 8 cm y drea 3 cm?
3. ;Existe un rectangulo de perfmetro 50 cmy drea 3 cm®?

4. ; Existe un rectdngulo de perfmetro 100 cm y drea 3 cm?*?
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5. Siel perimetro de un rectdngulo es P. Describa el promedio entre el largo y el ancho del
rectangulo en funcion de P.

6. Siel perimetro de un rectangulo es P, muestre que existe a > 0, tal que el largo del rectan-

P
guloes —+aysuanchoes —-a
4 4

2
/. Utilizando la notacién del item anterior, muestre que el drea de ese rectdngulo es ITh a.

2
8. Muestre que el drea maxima de un rectangulo de perimetro P es IS

9. Muestre que el rectangulo de perimetro 16 cm con drea maxima es el cuadrado de lado 4 cm.

10. Enla figura se muestra un rectangulo ABCD con un cuadrado extraido. La razén de la lon-
gitud de AB con el perimetro del rectdngulo ABCD es 3 : 10. Si la diferencia entre el largo de
AB y el largo de AD es 5 cm. Determine el perimetro de la figura sombreada. Fl drea de la
figura sombreada es 114 cm®. Determine la medida del lado del cuadrado extraido.
A B

D

11. Las dos semicircunferencias de la figura tienen radio R. Calcule el area de la regién sombreada.

12. Enel cuadrado ABCD se han dibujado partes de circunferencias, una con centro en Dy otra
con centro en B. Si el cuadrado tiene drea 6 cm?, ;cudl es el drea de la regién sombreada?
D
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Capitulo

V Cuerpos geomeétricos

“La culminacion de Los Elementos de
Euclides con la construccion de los po-
liedros responde al interés especial que
mostraban los fildsofos griegos por todo
lo que atarie a los cuerpos regulares”

F. Klein.

Introduccion

En este capitulo, estudiaremos la geometria en el espacio. Daremos las pri-
meras definiciones de objetos geométricos en tres dimensiones, algunos ya es-
tudiados en el Capitulo II, como las superficies.

Definiremos algunas clases de cuerpos geométricos, como los poliedros,
prismas, pirdmides, conos, cilindros y sélidos de revolucién. En particular, hare-
mos un estudio més profundo de la Férmula de Euler para poliedros y, a partir
él, demostraremos que solo hay cinco sélidos regulares, que corresponde a la
extension al espacio de los poligonos regulares en el plano.

Al igual que en el Capitulo III, dedicaremos una seccién a habilidades de
visualizacién de objetos en el espacio, respecto de sus representaciones planas,
como son los dibujos en perspectiva, las vistas y las redes.

En este capitulo también abordamos, con mayor detalle que en el Capitulo
L, el calculo del volumen de cuerpos y del drea superficial de los mismos. Los
objetos aqui considerados son ideales, asi que el célculo de volumen y drea no es
experimental, sino que deducimos férmulas que permiten hacer esos célculos a
partir de las medidas lineales de los objetos.

Como en los capitulos anteriores, también en este incluimos una seccién de-
dicada a dificultades asociadas a la ensefianza de cuerpos geométricos. Ademas,
presentamos algunas actividades que pueden ayudar a prevenir esas dificultades
con nifios y niflas de ensefianza bésica.
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1. Posicion relativa de elementos en el espacio

1.1 Rectas en el espacio

Recordemos que, en geometria plana, dos rectas son consideradas paralelas si no tienen
puntos en comun. Que dos rectas en un mismo plano sean paralelas tiene como consecuencia
que ambas “tienen la misma direccién’, y que la distancia desde cualquier punto de una de ellas
ala otra se mantiene constante. Sin embargo, en el espacio tridimensional es posible tener pares
de rectas que no se cortan y que no son consideradas paralelas; estas rectas no tienen la misma
direccion, y la distancia entre una recta y los puntos de la otra no es constante.

En geometria espacial, dos rectas se dicen paralelas si no tienen puntos en comun y ademds
son coplanares, o sea, existe un plano que las contiene a ambas. Si dos rectas no tienen puntos en
comun, pero no son coplanares, decimos que son rectas alabeadas.

Una buena imagen de dos rectas alabeadas es la de dos autopistas que se encuentran en un
paso a desnivel.

Figura V.1.

Ejercicio

Considere las rectas determinadas por los segmentos que se forman en las intersecciones
entre las paredes de la sala de clases, y entre estas y el piso o el techo. Identifique entre ellas
pares de rectas paralelas y pares de rectas alabeadas.

1.2 Posicion relativa entre un plano y una recta

Dados un plano y una recta en el espacio, hay tres posibles relaciones entre ellos: o bien no
tienen elementos en comun y se dice que el plano y la recta son paralelos; o bien la recta estd en-
teramente contenida en el plano; o la recta y el plano tienen exactamente un punto en comun, en
cuyo caso decimos que la recta y el plano son secantes. Las siguientes figuras ilustran estos casos:
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Figura V2: plano y recta paralelos.

Figura V.3: recta contenida en el plano.

-~

r

Figura V.4: plano y recta secantes.

Un caso particular de esta ultima situacion se produce cuando la recta secante al plano es
perpendicular a todas las rectas del plano que pasan por el punto en comun. En este caso, decimos
que la recta y el plano son perpendiculares.

— . .

Figura V.5: plano y recta perpendiculares.

Ejercicios

1. Siunarecta L tiene dos de sus puntos en un plano P. ;Es cierto que L tiene todos sus puntos
enP?

2. Silarecta L es perpendicular al plano 7, y P es el punto de interseccién entre ambos. ;Qué
se puede decir de todas las rectas contenidas en 7z que pasan por P?
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1.3 Intersecciones entre superficies

Dos superficies distintas en el espacio pueden ser disjuntas (no tener puntos en comun), o
intersectarse. Si dos superficies en el espacio se intersecan, ;qué figura forman los puntos comu-
nes a ambas? En otras palabras, ;a qué figura corresponde su interseccion?

Si dos superficies se intersecan, entonces sus puntos comunes pueden ser agrupados en una
0 mas porciones, cada una de las cuales es un punto aislado, o una linea o un trozo de superficie.
Las siguientes figuras ilustran estos casos:

Figura V.6: dos superficies con un punto en comun.

Figura V.7: dos superficies con una linea en comiin.

Figura V.8: dos superficies con un trozo de superficie en comun.
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Ejemplo
La interseccion entre un plano y una esfera puede ser un punto o una circunferencia.

z

=

I A A
La0ad

=

1.4 Interseccion entre planos. Angulos diedros

Dos planos distintos pueden ser paralelos, o tener puntos en comun. En este tltimo caso, la
interseccion entre ambos planos es una recta y decimos que los dos planos son secantes.

Figura V.9: dos planos paralelos. Figura V.10: dos planos secantes.

Cuando dos planos distintos se cortan, el espacio queda dividido en cuatro regiones, llamadas
dngulos diedros. Cada dngulo diedro est4 delimitado por dos semiplanos (uno en cada plano) y por
la recta comun a los dos planos (la arista del angulo diedro).
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Figura V.11: un dngulo diedro.

Dado un dngulo diedro, nos interesa definir su medida. ; Cémo medir un dngulo diedro? Una
primera idea serfa elegir un punto sobre la arista del &ngulo, trazar dos rayos (uno en cada uno de
los semiplanos que lo forman) con ese punto como vértice, y considerar la medida del angulo que
forman dichos rayos como la medida del dngulo diedro.

¢, Qué problema hay con esta idea? Dependiendo de cudles sean los dos rayos escogidos, es
posible encontrar cualquier medida como medida del dngulo que forman.

Lo que haremos para determinar esta medida serd escoger en cada lado del dngulo diedro
rayos perpendiculares a la arista.

b2

Figura V.12: cmo medir un dngulo diedro.

Ejercicios de la seccion

1. Enlasiguiente figura, se ven un cono y una esfera, donde el centro de la esfera esta sobre el
eje del cono. ;Qué curvas forma su interseccién?
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2. Identifique las intersecciones entre las superficies indicadas en cada caso:

a. Un cono, botado en un plano (por ejemplo, el suelo).

D. Una esfera que se deja caer dentro de un cono (piense en una bola de helado dentro de
un cono).

C. Una plancha ondulada (por ejemplo, un trozo de techo de zinc) apoyada en el suelo.

3. Corte un cono (hecho de plasticina u otro material blando) con un plano (por ejemplo, con
un cuchillo), en distintas posiciones. Bosqueje las curvas que se obtienen.

4. En cada caso, decida qué figura plana resulta al intersecar un plano con las siguientes su-
perficies:
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La siguiente superficie es intersectada por el plano que contiene a los puntos 4, Ey H

C

¢Cudl es la figura que resulta de esa interseccion en el plano?
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2. Cuerpos solidos

En esta seccion, discutimos los conceptos bésicos relativos a cuerpos geométricos tridimen-
sionales (que no estén encerrados en un plano, por lo que decimos que estén ‘en el espacio’).

En el Capitulo II ya mencionamos la idea (que dimos por conocida) de plano, y definimos los
conceptos de superficie y superficie con borde. Ahora, diremos que un cuerpo sélido (o simplemente
sélido) es un conjunto de puntos en el espacio que estd encerrado por una o mas superficies (o
superficies con bordes), todas ellas finitas'. Los puntos de las superficies que determinan el sélido
son considerados parte de este y forman su frontera o borde. Los puntos del sélido que no forman
parte de la frontera son llamados puntos interiores del sélido; el conjunto de ellos forma el interior
de este. El exterior del sélido es el conjunto formado por los puntos que no pertenecen a este, o
sea, los que no son parte de su interior ni de su frontera.

Las siguientes figuras muestran sélidos

Un cubo Un paralelepipedo
—=l

<

Figura V14,
Figura V.13.
Una pirdmide Un cono
Figura V.16.
Figura V.15.
Un cilindro Una esfera

_4

Figura V.17. Figura V.18.

! Por supuesto, es posible preguntarse qué ocurre si una o mas de las superficies que delimitan un conjunto de
puntos es infinita, pero esto se escapa a lo que nos interesa estudiar en este texto.
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Note que nos referimos a la esfera como un cuerpo sélido, pese a que anteriormente nos
habfamos referido a ella como una superficie. Esta dualidad en nuestra decisién de qué significa
la palabra “esfera’ (usada tanto para referirnos a un sélido como a la superficie que lo delimita) es
comun entre los objetos tridimensionales. En general, el mismo nombre servird tanto para denotar
aun solido, como a la superficie o unién de superficies que lo delimitan, serd el contexto el que
nos indique en qué sentido estamos usando dicho nombre.

Asi, por ejemplo, cuando hablemos de una “red para desarrollar el cubo” estaremos pensando
en las superficies que lo delimitan (seis cuadrados), pero al hablar del “volumen del cubo’, estare-
mos pensando en el cuerpo sélido.

2.1 Algunas clases de sdlidos

En este apartado mencionaremos algunas clases de sélidos, daremos sus definiciones y se-
flalaremos algunas de sus caracteristicas. No pretendemos que sea una clasificacién exhaustiva
ni disjunta. Algunas clases son las siguientes:

» Poliedros: son sélidos en que todas las superficies que lo delimitan son poligonos.

» Cilindros: son sélidos delimitados por dos figuras planas paralelas y congruentes, (las bases),
y por una superficie (el manto) que las une.

» Conos: son sdlidos delimitados por una figura plana (la base) y una superficie formada por los
segmentos que unen el borde de la base con un punto (el vértice) fuera del plano de esta.

» Sélidos de revolucion: son aquellos que se obtienen rotando una figura plana alrededor de
un eje.

En la Figura V.19, vemos como la figura S es girada en torno al eje L (llamado eje de rotacion)
y produce un sélido de revolucion.

Figura V.19.

Note que las anteriores son descripciones generales mds que definiciones precisas de las
clases de s6lidos mencionadas. Las secciones siguientes estudian en mas detalle cada una de las
clases aqui mencionadas.
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Es necesario destacar que las nociones de cilindros y conos arriba sefialadas no se refieren so-
lamente a los conceptos intuitivos que ya mencionamos (como superficies) en el Capitulo II, sino
que son mds generales. También es importante enfatizar en que este nivel de generalizacion es
muy abstracto, por lo que no es adecuado para ser tratado a nivel de aula escolar; su inclusién en
este texto apunta exclusivamente al conocimiento que debe tener el futuro profesor o profesora.
Las clases detalladas contienen la mayorfa de los sélidos que nos interesa estudiar. Asi, por ejem-
plo, el cubo, los prismas y las pirdmides son poliedros, mientras que el cilindro y el cono usuales
(no asilos més generales mencionados mas arriba), asi como la esfera, son sélidos de revolucion.

» Sdlidos convexos y sélidos concavos: al igual que en el caso de las figuras planas, decimos que
un sélido es convexo si, dados dos de sus puntos cualesquiera, el segmento que los une esté
completamente contenido en él.

Las siguientes dos figuras muestran ejemplos de sélidos no convexos, el primero (Figura V.20)
es un poliedro y el segundo (Figura V21) no calza en ninguna de las categorfas mencionadas.

Figura V.20: un ‘poliedro estrellado”

Figura V.21: un cilindro al que se le ha adherido un cono.
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2.2 Poliedros

Cada una de las superficies que delimitan un poliedro (que, como hemos mencionado, son
todos poligonos) es denominada una cara del poliedro. Los vértices de cada cara son, a su vez,
vértices del poliedro, y los lados de cada cara son llamados aristas del poliedro.

2.2.1 Clasificacion de poliedros

Asf como los poligonos en el plano son clasificados de acuerdo a su ntimero de vértices o de
lados, una primera idea para clasificar a los poliedros es de acuerdo a su nimero de caras. Como
el niimero minimo de caras de un poliedro es 4 (;por qué?), encontramos en esta clasificacion los
tetraedros (4 caras), pentaedros (5 caras), hexaedros (6 caras) y asi sucesivamente.

Sin embargo, esta clasificacion no es tan satisfactoria como en el caso de los poligonos: dos
poligonos con el mismo nimero de lados son suficientemente parecidos como para considerar-
los miembros de una misma clase. Por ejemplo, cualquier heptagono puede ser transformado
gradualmente (modificando poco a poco los largos de sus lados y la medida de sus dngulos) en
cualquier otro heptdgono; pero dos poliedros con el mismo niimero de caras pueden ser dema-
siado distintos, como muestran las siguientes figuras:

Figura V.22,

\/

Figura V.23.

Asi, no es facil encontrar clasificacion exhaustiva y significativa, de los poliedros en el espacio.
Por supuesto, una clasificacién posible es la que divide a los poliedros en convexos (concepto ya
explicado para sélidos en general) y concavos (aquellos que no son convexos). Sin embargo, dado
que esta clasificacion consta de solo dos clases, es demasiado amplia, en el sentido de que no nos
permite distinguir entre poliedros que, a simple vista, son muy diferentes entre si.

Por lo anterior, nos contentamos con mencionar algunos tipos especiales de poliedros, que
comprenden la mayoria de los tipos de poliedros con los cuales trabajaremos.
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» Prismas: son poliedros en los que es posible identificar dos caras (llamadas bases o caras basa-
les) que son poligonos congruentes que pertenecen a planos paralelos, y donde todas las otras
caras (llamadas las caras laterales) son paralelogramos.

Los siguientes son dos ejemplos de prismas:

Figura V.24.

>

Figura V.25.

Los siguientes son ejemplos de poliedros que no son prismas:

Figura V.26.

Figura V.27.
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El poliedro de la Figura V.26 no es un poliedro pues, si bien tiene dos poligonos en planos
paralelos, las otras caras no son paralelogramos. El de la Figura V.27 tampoco, porque no tiene
paralelogramos como caras.

Para pensar

Note que, dado un prisma, es posible que sus bases no sean determinables en forma tinica.
Por ejemplo, en un cubo, cualquier par de caras opuestas pueden ser consideradas bases,
y las otras cuatro caras serdn caras laterales.

En general, si un sélido es un paralelepipedo (o sea, si tiene seis caras que son todas
paralelogramos), entonces dos caras opuestas cualesquiera pueden ser consideradas las
bases, y todas las otras caras serdn caras laterales.

+Es posible que ocurra lo mismo, en prismas que no son paralelepipedos?

Los prismas se clasifican de acuerdo al tipo de poligono que es la base (o sea, de acuerdo a su
ntmero de lados). Asi, tenemos prismas de base triangular, cuadrada, pentagonal, etc.

» Piramides: son poliedros en los que existe un vértice (llamado la ciispide, el dpice o el vértice de
la pirimide) que estd contenido en todas las caras, menos en una. La cara que no contiene a la
cuspide recibe el nombre de base de la pirdmide; todas las otras caras son tridngulos, y reciben
el nombre de caras laterales.

Las piramides se clasifican de acuerdo al tipo de poligono que es la base (o sea, de acuerdo a
sundmero de lados de ésta). Asi, tenemos piramides de base triangular, cuadrada, pentagonal, etc.

Los siguientes son ejemplos de pirdmides:

Figura V.28.

Los siguientes son ejemplos de poliedros que no son piramides:

(S

Figura V.29.
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Figura V.30

El poliedro de la Figura V.29 no es una pirdmide pues no existe ningun vértice que pertenezca
a todas las caras salvo una. En este caso, no hay un vértice que pertenezca a cuatro caras. Por la
misma razon el poliedro de la Figura V.30 no es una pirdmide.

Para pensar

De manera similar a lo que ocurre con los prismas, es posible que en una pirdmide la base
y la ctispide no sean determinables en forma tnica. En una pirdmide de base triangular
(un tetraedro), cualquiera de sus vértices puede ser considerado como la ctispide, y la cara

opuesta a él como la base.
¢+Es posible que ocurra esto en una pirdmide cuya base no sea triangular?

» Poliedros regulares: se llaman poliedros regulares aquellos poliedros convexos en que todas las
caras son poligonos regulares congruentes entre s y que en cada vértice convergen la misma
cantidad de aristas. Es posible demostrar (en la siguiente seccién daremos una manera informal
de justificar este hecho) que solo existen cinco poliedros regulares, a saber:

o El tetraedro (pirdmide triangular) regular, formada por cuatro tridngulos equilateros.
o El cubo (o hexaedro regular), formado por seis cuadrados.

o El octaedro regular, formado por ocho tridngulos equiléteros.

o El dodecaedro regular, formado por doce pentdgonos regulares.

o Elicosaedro regular, formado por veinte tridngulos equildteros.

Figura V.31: tetraedro regular. Figura V.32: cubo.
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Figura V.33: octaedro regular. Figura V.34: dodecaedro Regular. Figura V.35: icosaedro Regular.

Los poliedros regulares también son denominados sdlidos platonicos, ya que son menciona-
dos por Platén. El explica® que los cuatro elementos (fuego, tierra, aire y agua) estan asociados,
respectivamente, al tetraedro, al cubo, al octaedro y al icosaedro. Platén menciona —casi al pa-
sar— al dodecaedro diciendo que: “Puesto que todavia habia una quinta composicién, el dios la
utiliz6 para el universo cuando lo pinté™. Segtin algunas interpretaciones, el dodecaedro regular
estarfa asociado al universo o a la divinidad.

La siguiente figura muestra los cinco poliedros regulares, y su asociacién con los elementos.

1 <

Figura V.36.

Ejercicios

1. ¢Cuél es el menor niimero de aristas que tiene un prisma? Explique.

2. ;Cudl es el menor nimero de vértices que tiene una piramide? Explique.
3. ;Cudl es el menor niimero de caras que tiene un poliedro? Explique.

4. ;Cuantos pares de bases posibles tiene un prisma rectangular recto? Explique.

? En su didlogo Timeo, o de la naturaleza.
3 Ibid.
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2.2.2 La Relacion de Euler

Leonhard Euler (matematico y fisico suizo del siglo XVIIT) descubrié una interesante relacion
entre las cantidades de vértices, aristas y caras de muchos poliedros.

Ejercicios

Esta actividad estd orientada a conjeturar la Relacién de Euler a través de ejemplos.

1. Complete la siguiente tabla, donde V' denota el nimero de vértices, 4 el niimero de aristas
y C el nimero de caras de cada poliedro.

Poliedro V C V+C A
Tetraedro
Cubo

Pirdmide de base cuadrada

Pirdmide de base hexagonal

Pirdmide de base pentagonal
Octaedro

Dodecaedro

Icosaedro

¢ Qué relacion observa entre las cantidades 1+ Cy A?

En todos los ejemplos anteriores, la suma de vértices y caras es igual a la cantidad de aristas,
mas 2. Asi, si denotamos por V'al niimero de vértices, por C al ntimero de caras, y por 4 al nimero
de aristas, la relacién propuesta por Euler se escribe:

(V+C)-A=2

Euler conjeturd que esta diferencia de 2 entre ambas cantidades V+ Cy A es una relacién que
se cumple en todos los poliedros. Sin embargo, hay muchos poliedros en que esto no se cumple.

Es posible observar que todos los ejemplos presentados donde se cumple la Relacion de Euler
corresponden a poliedros convexos. De hecho, es posible demostrar que ella se cumple en todos
los poliedros convexos. Sin embargo, la convexidad no explica completamente la situacion, ya
que en los dos casos que muestran las siguientes figuras la relacién también se cumple, pese a no
tratarse de poliedros convexos.
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Figura V.37. Figura V.38.

Ejercicio

Complete la tabla y verifique que se cumple la Relacion de Euler en cada caso.

Poliedro %4 C V+C A
Poliedro de la Figura V.37
Poliedro de la Figura V.38

A continuacion, se muestra un poliedro que no es convexo y que no satisface la Férmula de
Euler.

Figura V.39.

De hecho, el nimero de caras de este poliedro es C = 16, el niimero de aristas es 4 = 32 yel
numero de vértices es 1= 16; entonces, en este caso se tiene:

C-A+V=16-32+16=0=2

A continuacién, daremos una explicacion informal de por qué la Férmula de Euler funciona.
Pensemos en un poliedro que no tenga hoyos, note que el poliedro de la Figura V.39 se puede
pensar como un prisma de base rectangular al cual le sacamos un prisma (hicimos un hoyo) de
base rectangular en el centro. Otra forma de entender que no tenga hoyos es pensar que se trata
de un poligono de goma blanda que al inflarlo, queda convertido en una esfera.

Capitulo V: Cuerpos geométricos 199



200

Figura V.40.

Ahora nos concentraremos en ese tipo de poliedros, imaginémonos que es de un material
flexible que se puede estirar. Pues bien, saquémosle una cara (dejando sus aristas y vértices),
abramoslo y dejémoslo abierto en una superficie plana.

Figura V. 41: cubo de papel lustre al cual le sacamos una cara.

Para fijar ideas, podemos pensar que un cubo, una vez abierto se puede visualizar asi:
£ F

Figura V.42,

Notemos que el cuadrado EFGH estd constituido por las aristas de la cara que sacamos del
cubo, antes de abrirlo.
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Tenemos un poliedro sin hoyos, al cual le quitamos una cara (pero dejamos los vértices y las
aristas) y lo abrimos formando una figura plana. Recordemos que tenemos que explicar por qué
siempre es cierto que:

(C-A)+V=2
Como a la figura plana le quitamos una cara, debemos justificar la relacion:
(C-4)+V=1

Eso haremos a continuacion, pero en la figura plana. Si en la figura plana, que result6 de quitarle
una cara al poliedro y abrirlo en un plano, todas las regiones son triangulares, no hacemos nada.
Sila figura plana tiene regiones que no son triangulares, como en el caso de la Figura V.42, enton-
ces unamos dos vértices con diagonales para obtener regiones triangulares, en el caso del cubo
quedaria como la Figura V.43.

Figura V.43.

Al hacer esto, notamos que agregamos aristas. Por ejemplo, en la Figura V.43, BD es una
arista que nos estd en la Figura V.42, pero es importante notar que donde habia una regién, como
laregién cuadrada ABCD, al incluir la diagonal también aumentamos en 1 el niimero de regiones.
Es decir, cuando triangulamos, por cada arista que aumentamos también aumentamos en 1 la
cantidad de caras, de tal forma que la diferencia C - 4 es la misma antes y después de la triangu-
lacién, es decir, el proceso de triangular no hace cambiar al nimero C-A + V.

Ahora que tenemos el poliedro abierto y triangulado en una figura plana, procederemos a
quitar aristas de la figura, mediante dos operaciones.

Primera operacion: quitaremos aristas desde el exterior hacia el interior de la figura. Al qui-
tar la arista, también quitaremos la region triangular que tiene como borde a aquella arista,
pero no quitaremos sus vértices. Por ejemplo, de la Figura V.43, quitaremos la arista FG y
laregién AFBG , lo que resulta es una figura con una arista menos, también con una region
menos, pero con la misma cantidad de vértices que antes, entonces esta operacion tampoco
cambia el valor de:

C-A+TV
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Figura V.44.

Ahora quitemos la arista BG, pero no sus vértices, y quitamos también la regién triangular
ABCG; de nuevo no cambiamos el valor de C - A + V. Solo para no perder de vista la meta, recor-
demos que debemos mostrar que C-A4 + V= 1.

E F

Figura V.45.

Repitiendo este proceso, podemos llegar a la Figura V.46, sin que cambie el valorde C- A4 + V.
Hasta ahora, si un tridngulo tiene solo una arista en el borde, quitamos una arista y una regién y
hemos cuidado que los tridngulos que quedan tengan al menos una arista compartida con otro
tridngulo.

E F

Figura V.46.
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Entonces, si quitamos la arista DH y la regién triangular ADCH, dejamos a la regién triangu-
lar ACGH sin ninguna arista compartida con otro tridngulo. Asi que desistiremos de esa operacion.
Ahora presentaremos una segunda operacion.

Segunda operacion: quitaremos simultdneamente dos aristas y un vértice, por ejemplo
las aristas CG y HG y el vértice G, y también desaparece la regién triangular ACGH (ver
Figura V.46). Entonces, con esta operacion las aristas disminuyen en 2, las caras disminuyen
en 1y los vértices disminuyen en 1. De nuevo esta operacion deja invariante al resultado
deC-A+V.

E F

H
Figura V.47.

Repitiendo estas dos operaciones, quitar una arista y una region, o bien quitando una regién,
un vértice y dos aristas, que no cambian el valor de C - 4 + V, podemos llegar a un tridngulo. Es
decir, en cualquier poliedro sin hoyos, al cual le quitamos una cara y lo abrimos en un plano, el
valor de C-A+V es igual al valor de (caras - aristas + vértices) que tiene un tridngulo.

B

Figura V.48.

Un tridngulo tiene una cara, tres aristas y tres vértices, asi que para el caso del tridngulo se
tiene que:

C-A+V=1-3+3=1
Esto es exactamente lo que queriamos mostrar.

En general, dado cualquier poliedro, al niimero “Caras — Aristas + Vértices” se le llama la
caracteristica de Euler del poliedro.

Asi, la Formula de Euler puede resumirse diciendo que ‘a caracteristica de Euler de un po-
liedro (con ciertas condiciones) es 2”.

En rigor, nuestra explicacion fue realizada para el caso del cubo. Sin embargo, todos los argu-
mentos se pueden aplicar en cualquier poliedro como los considerados.
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Ejercicios

1. Considere un octaedro regular

Ahora, si le quitamos una cara y lo abrimos, se veria como sigue:

Repita la operacién de quitar aristas y vértices para el caso de la figura anterior, para llegar
aun tridngulo y manteniendo invariante el numero C- A + V.

2. Hagalo mismo que en 1. con una pirdmide de base hexagonal.

3. Siauna piramide le hacemos un corte paralelo al plano de la base, se obtienen dos polie-
dros nuevos, tal como muestra la figura. Demuestre que cada uno de ellos tiene la misma
caracteristica de Euler que la pirdmide inicial.

Usaremos la Formula de Euler para mostrar que existen solo cinco poliedros regulares. Recor-
demos que un poliedro regular es aquel en que todas sus caras son poligonos regulares congruen-
tes entre sl y que ademads en cada vértice concurren la misma cantidad de aristas. Al igual que

Geometria - REFIP



Cuerpos geometricos

antes, denotaremos por C la cantidad de caras, por A4 la cantidad de aristas y por V' la cantidad de
vértices. Ademas, como estamos considerando un poliedro regular, pensemos que cada cara es un
poligono regular de p lados y que en cada vértice concurren g aristas. Cada lado de un poligono
regular, que es una arista del poliedro, estd en dos caras; entonces, la cantidad de caras multipli-
cada por la cantidad de lados de una cara es el doble de la cantidad de aristas del poliedro, esto es:

pC=24 (V1)

Un razonamiento similar, permite afirmar que el ntimero de vértices por la cantidad de aristas
que concurren en un vértice es el doble de la cantidad de aristas.

qV=24 (12)
Ademds, como un poliedro regular es convexo, satisface la Férmula de Euler, esto es:
C-A+V=2 (V3)
Si reemplazamos en (V.3) las igualdades (¥/1) y (V2), se obtiene:
24 24
A+ =2 (V4)
p q
Como 4 es un nimero positivo, dividiremos la ecuacion (V4) por 4, y obtendremos:
2 2 2
—=1+ (V5)
p g A
Sumando 1 y dividiendo por 2 la ecuacion (V/5) resulta:
1 1 1 1
— =4
p q 2 A

. 1 1 1 .
Como A es positivo, entonces —+— >—, entonces se tiene que:
2 A4 2

1. 1.1 (V6)
p q 2
Recordemos ahora qué es py qué es g. El niimero p es un niimero entero positivo que denota
la cantidad de lados que tiene el poligono regular que forma el poliedro, por lo tanto, p > 3. Del
mismo modo, podemos argumentar que g es un nimero entero positivo mayor o igual a 3.

Antes de analizar cada caso posible, acotemos los casos a un ntimero finito de ellos. Si g > 6,
entonces:
1111 11 3 1
—+—<—+-<—+==
p g p 6 3 6 6 2

Entonces, 3 < g < 6. Del mismo modo se puede probar que 3 < p<6.

Por lo tanto, los posibles valores de (p,q) son (3, 3), (3,4), (3, 5) (4, 3),(4, 4), (4, 5), (5, 3), (5,
4) (5, 5). En particular, podemos decir que si un poligono regular es la cara de un poliedro regular,
entonces solo puede ser un tridngulo equildtero, un cuadrado o un pentdgono regular. Esos tres
casos se dan, efectivamente, en el tetraedro regular, el cubo y el dodecaedro, respectivamente.
Mas particularmente, el caso (3, 3) corresponde al tetraedro regular, el caso (3, 4) corresponde al
octaedro regular, el caso (3, 5) corresponde al icosaedro regular, el caso (4, 3) corresponde al cubo,
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y el caso (5, 3) corresponde al dodecaedro regular, que son los cinco sdlidos platénicos. Para ter-
minar de probar que esos cinco son los tinicos casos de poliedros regulares, debemos mostrar que
los casos (4,4), (4, 5), (5,4) y (5, 5) no son posibles, es decir, que en estos casos no se cumple que:

1 1 1

p q 2

Caso 1: Si(p, q) = (4,4)
1 1 1 1 1
+

p g 4 4 2
Entonces, p = 4 = g, no se cumple V.6. Por lo tanto, no existe un poliedro regular en que cada
cara sea un cuadrado y que en cada vértice converjan 4 aristas.

Caso 2: Si (p, q) = (4,5)
1 1 1 1 9 1
—t—=—f—=—<—
p g 4 5 20 2
Entonces, si p =4y g =5, no se cumple V.6. Por lo tanto, no existe un poliedro regular en que
cada cara sea un cuadrado y que en cada vértice converjan 5 aristas.

Caso 3: Si(p, q) = (5,4)

Por simetria con el Caso 2, también es un caso imposible. Es decir, no existe un poliedro
regular en que cada cara sea un pentdgono regular y que en cada vértice converjan 4 aristas.

Caso 4: Si (p, g) = (5,5)
p g 55 5 2
Entonces, si p = g = 5, no se cumple V.6. Por lo tanto, no existe un poliedro regular en que cada
cara sea un pentagono regular y que en cada vértice converjan 5 aristas.

1 1 1 1 2 1
+ <

Finalmente, hemos comprobado que solo existen cinco poliedros regulares.

En resumen

Un poliedro regular es un poliedro cuyas caras son poligonos regulares y congruentes

entre si y que en cada vértice converge la misma cantidad de aristas.

Solo existen 5 poliedros regulares, que son:

+ El tetraedro regular: poliedro de 4 caras, las cuales son tridngulos equildteros con-
gruentes, en que cada vértice convergen 3 aristas.

» Elhexdgono regular o cubo: poliedro de 6 caras, las cuales son cuadrados congruentes,
en que cada vértice convergen 3 aristas.

» El octaedro regular: poliedro de 8 caras, las cuales son tridngulos equildteros con-
gruentes, en que cada vértice convergen 4 aristas.

» El dodecaedro regular: poliedro de 12 caras, las cuales son pentdgonos regulares con-
gruentes, en que cada vértice convergen 3 aristas.

» Elicosaedro regular: poliedro de 20 caras, las cuales son tridngulos equildteros con-
gruentes, en que cada vértice convergen 5 aristas.
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Ejercicios

1. Claramente, un poligono no es un poliedro. Al unir dos poligonos no coplanares por un
lado se forma un angulo diedro, pero no se encierra una porcién de espacio, por lo que no
existen poliedros con dos caras.

¢Es posible construir un poliedro con tres caras?

2. Corte 20 triangulos equildteros congruentes en cartén grueso, de modo que puedan ser
pegados por sus lados (por ejemplo, con cinta adhesiva).

a. Pegue 3 de ellos por un vértice, uniendo sus lados. Se forma una pirdmide de base trian-
gular incompleta. Note que la tinica forma de pegar tridngulos a los lados que no estdn
unidos, de modo que en cada vértice se junten 3 tridngulos, es pegar un tridngulo que
complete la pirdmide (un tetraedro regular).

D. Pegue ahora 4 de ellos en un vértice y vaya agregando tridngulos en cada vértice incom-
pleto, cuidando que en cada vértice se junten exactamente 4 tridngulos. ;Qué figura se
forma al completar este proceso?

C. Repita el proceso anterior, ahora con 5 tridngulos en cada vértice. ;Es posible formar un
poliedro en este caso? De ser as, ;cudl?

(. ;Es posible repetir el proceso anterior con 6 tridngulos en cada vértice? y ;,con mds tridn-
gulos por vértice?

e. Reemplace los tridngulos por cuadrados. ;Cudntos puede poner en cada vértice?, ;por
qué? ;Qué poliedro o poliedros es posible formar con este proceso?

f. ;Es posible reemplazar los cuadrados del punto anterior por pentdgonos regulares?, ;por
qué? De ser asi, ;cudntos puede poner en cada vértice?, ;por qué? ;Qué poliedro o polie-
dros es posible formar con este proceso?

0. ;Es posible reemplazar los pentdgonos del punto anterior por hexdgonos regulares?,
spor qué? De ser asi, jcudntos puede poner en cada vértice?, ;por qué? ;Qué poliedro o
poliedros es posible formar con este proceso?
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2.3 CGilindros

Consideremos dos planos paralelos & y 7 y un segmento que une un punto de un plano y un
punto del otro plano.

/Q

“\

Figura V48.

Diremos que un punto Q"del plano ¢ es la traslacién del punto P’ del plano 7 segun el seg-
mento PQ, si la recta fé ylarecta P'Q’' son paralelas y PQ = P'Q". El segmento PQ sellama la
direccion de la traslacion. Los puntos P’y Q"se llaman puntos correspondientes.

Un cilindro es un sélido delimitado por:

« Dos figuras cerradas congruentes (las bases del cilindro), contenidas en planos paralelos,
y tales que una puede ser transformada en la otra por una traslacion.

o Una superficie (llamada el manto del cilindro), que estd formada por la unién de todos
los segmentos de recta que unen los puntos del borde de una de las bases con el punto
correspondiente (en términos de la traslacion) en el borde de la otra.

Ejemplos
1) Las siguientes figuras representan cilindros:

£
<O

ol
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2) Las siguientes figuras representan cuerpos que no son cilindros:

Ejercicio

Explique por qué los cuerpos indicados en la parte 2 del ejemplo anterior no son cilindros.

Los cilindros se clasifican en rectos (cuando la direccién de la traslacion es perpendicular a
las bases) y oblicuos (en caso contrario). Ademas, si la base de un cilindro tiene un nombre espe-
cial (circulo, rectangulo, etc.), entonces el cilindro recibe un nombre de acuerdo al nombre de su
base; asi, por ejemplo, la figura que comtinmente llamamos cilindro es en realidad un “cilindro
circular recto’.
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2.4 Conos

Un cono es un sélido delimitado por dos superficies, una plana (llamada base) y otra (el man-
fo) que estd formada por la unién de los segmentos que unen los puntos del borde de la base con
un punto fijo que no estd en la base (llamado la ciispide, el dpice o el vértice del cono).

Ejemplos
1) Las siguientes figuras representan conos:

» N

2) Las siguientes figuras representan cuerpos que no son conos:

O @

Al igual que con los cilindros, los conos reciben nombres de acuerdo a la figura que tienen
por base; si esta es un circulo y la recta que pasa por la cispide del cono y el centro del circulo es
perpendicular a la base, entonces el cono es un cono circular recto.

Ejercicios

1. Explique por qué los cuerpos indicados en la parte 2 del ejemplo anterior no son conos.

2. Decida si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

. Las caras laterales de un prisma son rectdngulos.
. No existe un prisma que a la vez sea una pirdmide.
. Toda pirdmide es un cono.

. Todo cilindro es un prisma.

D O O T D

. Las bases de un prisma estdn en planos paralelos.
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2.5 Sdlidos de revolucion

Un sélido es de revolucion si se obtiene rotando una figura plana alrededor de un eje. Por
ejemplo:

¢ La esfera se obtiene rotando un semicirculo en torno a su diametro.

o Un cilindro circular recto se obtiene rotando un rectdngulo en torno a uno de sus lados

« Un cono circular recto se obtiene rotando un tridngulo rectdngulo en torno a uno de sus
catetos.

@«

Figura V.49.
Figura V.50. Figura V51.
Otros ejemplos:
i Figura V53,
Figura V.52. 8! Figura V.54.

Es importante notar que si cortamos un sélido de revolucién con un plano perpendicular al
eje de rotacion, la interseccion resulta un circulo.

Figura V.55.
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Note que, por ejemplo, la siguiente figura no es un sélido de revolucién, pues al hacer un corte
plano no se obtiene un circulo.

Figura V.56.

Los sélidos de revolucion estan delimitados por superficies de revolucion, que son el resultado
de rotar una curva (la generatriz) en torno a un eje.

Algunas superficies de revolucién son:

Figura V.57.

Figura V.58.
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2.6 Discusion sobre las clases de solidos

Como mencionamos al comenzar a discutir los cuerpos sdlidos, las clases aqui presentadas
no constituyen una clasificacion exhaustiva de ellos; por ejemplo, un cilindro circular recto al que
se le quita un trozo con un corte plano no pertenece a ninguna de estas clases.

N

N

Figura V.59: cilindro cortado por un plano.

Nuestras clases tampoco son mutuamente excluyentes: por ejemplo, un prisma es a la vez
un poliedro y un cilindro (en el sentido mas general aqui presentado); el cilindro circular recto
es, ademas de un cilindro, un sélido de revolucién; algo similar ocurre con el cono circular recto.

Aparte de haber sélidos que pertenecen a dos clases simultdneamente (o sea, clases con in-
terseccidn no vacia), también hay clases que estan completamente contenidas en otras. Asi, por
ejemplo, los prismas son casos particulares de cilindros.

Un nombre ampliamente difundido en los textos escolares, refiriéndose a una clase especial
de sdlidos, es el de “cuerpos redondos”. Lamentablemente, no existe un consenso respecto a la
definicién precisa de esta clase.

Algunos textos definen los cuerpos redondos como aquellos que tienen al menos una cara
que no es plana (o una cara que es curva). Para otros, los cuerpos redondos comprenden exacta-
mente las clases: cilindros, conos y sélidos de revolucion. Otros, por cuerpos redondos se refieren
solo a los sélidos de revolucién. Incluso algunos textos definen los cuerpos redondos como “aque-
llos que pueden rodar”. Ninguna de las definiciones que hemos analizado es satisfactoria, por esto
no usaremos esa nomenclatura en este libro.

Ejercicios de la seccion

1. Si se define cuerpo redondo como “aquellos que rotan’, ;el icosaedro regular es o no un
cuerpo redondo?

2. Sise define cuerpo redondo como “aquellos que no se pueden apilar”, ;el cilindro es o no un
cuerpo redondo? ;Las pirdmides son o no cuerpos redondos?

3. Explique por qué un prisma de base triangular podria ser llamado cilindro triangular.
4. Explique por qué una pirdmide de base cuadrada podria ser llamada cono de base cuadrada.

5. ;Esuna pirdmide un sélido de revolucién?
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6.  Siun cubo es intersectado por un plano, qué posibles figuras pueden ser obtenidas por esa
interseccién. Haga un bosquejo de la interseccion.

/. Siuna pirdmide tiene un octégono como base, jcudntas caras laterales tiene?

8. En cada caso trace lineas punteadas para las aristas que no se ven.
| | @

9. Sise gira en el espacio medio circulo en torno al didmetro, se obtiene una esfera:

<+—FEje de giro—>

Circunferencia Centro

méxima

¢ Qué resulta si giramos un circulo completo en torno a un eje que estd fuera del circulo?

<—— Eje de giro
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3. Visualizacion

Todas las imédgenes que vemos en el cine y la television convencionales, y las fotografias que
aparecen en los libros son imdgenes en 2D, que representan objetos en 3D. Por ejemplo, cuando
vemos una figura como la Figura V.60, nos hacemos la imagen de un paralelepipedo.

Figura V.60

Sin embargo, el dibujo estd hecho en el plano, con un cuadrado y dos paralelogramos.

Figura V.61

Nuestro cerebro tiene la capacidad de “ver” objetos tridimensionales, mediante representa-
ciones planas. Esto nos permite visualizar las 3 figuras planas anteriores como un prisma recto
y nos podemos imaginar 6 caras, 8 vértices y 12 aristas, aunque ni siquiera estén representados.

Por ejemplo, consideremos la siguiente actividad:

En una esquina de un cuarto se han apilado varios cubos, como muestra la Figura V.62.

Figura V.62

¢Cudntos cubos hay en la figura?
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Una estrategia, que usa fuertemente la idea de visualizacién, consiste en ir contando los
cubos en cada nivel, e ir mentalmente® elimindndolos de la figura:

B B o

Figura V.63

Esta actividad se podria relacionar con secuencias numéricas, por ejemplo, considerando
las siguientes preguntas:

« ;En cuantos cubos difieren dos niveles consecutivos?

« ;Cuéntos cubos tendria un nuevo nivel puesto debajo de los anteriores? ;Y otro?

Ejercicios

1. Un cubo de madera, cuya arista mide 4 cm es pintado de azul y después es cortado en cu-
bitos de 1 cm de arista.

,Cuantos cubitos tienen 3 de sus caras pintadas?, ;cudntos tienen 2 caras pintadas?, ;cuan-
tos tienen una?, ;cudntos ninguna?

2. Extienda el problema anterior a cubos de arista 5 cm, 6 cm, etc., e incluso en el caso general
de un cubo de n cm de arista.

3. Determine cuantos cubos hay en cada una de las siguientes figuras:

a. b. C.

® O sea, sin necesidad de ver las figuras que se muestran a continuacion.
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¢;Podria haber menos cubos en cada una de ellas y que la figura continuara viéndose igual
desde esta misma perspectiva? Explique.

4. Determine cudntas estructuras diferentes puede formar con estos 5 cubos, si cada pareja
de cubos que estén en contacto deben compartir una cara completa o una arista completa.

3.1 Perspectiva

Uno de los temas que debemos tener en cuenta son las imdgenes en perspectiva. Entendere-
mos perspectiva como: “El arte que ensefia el modo de representar, en una superficie, los objetos
en la forma y disposicion con que aparecen a la vista”. Es decir, es el arte que ensefa a representar
objetos en el plano, permitiendo que el observador reconozca las posiciones relativas y las distan-
cias relativas. Por ejemplo, el siguiente es un dibujo en perspectiva:

Figura V.64.

La perspectiva hace que en el dibujo, en el plano, el tinel se vea lejano. Por otra parte, las
lineas que representan los rieles del tren, que son en la realidad paralelos, en el dibujo en el plano
no son paralelas, sino que se intersectan en la linea del sorizonte.
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En clases de geometria usamos la perspectiva, para dibujar cuerpos 3D en el plano. Por ejem-
plo, a continuacién mostramos un cubo dibujado en perspectiva.

Figura V.65.

Al punto marcado, donde se intersectan las rectas que representan lineas paralelas, se le lla-
ma punto de fuga. También podemos dibujar el cubo con 2 puntos de fuga, como se muestra abajo.

Figura V.66.

Esa capacidad que tenemos para ver objetos 3D en el plano nos puede jugar en contra. Por
ejemplo la Figura V.67 pretende mostrar tres tridngulos, pero es casi imposible que nuestra mente
no vea un tetraedro regular.

C

Figura V.67.
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También nuestro cerebro puede creer ver mas de una cosa en una imagen plana, o ver la mis-
ma imagen pero desde diferentes vistas. Por ejemplo, en la Figura V.68 podemos ver una pirdmide
trunca o algo asi como un pasillo.

Figura V.68.

En la Figura V.69, que muestra un hexdgono regular dividido en 6 tridngulos equildteros,

también podemos ver un cubo en perspectiva.

Figura V.69.

En general, si la figura plana es muy simétrica, como el hexdgono regular de arriba, tendemos
a ver la figura en 2D, y mientras menos simétrica es la figura en el plano, tendemos a no ver la
figura plana, sino que en 3D. La Figura V.70 muestra una imagen poco simétrica en el plano, por
eso todos vemos la imagen de un cuerpo en 3D.

Y

Figura V.70.

Es por esto que es necesario ser muy precisos en las instrucciones que se les dan a los alum-
nos al referirse a figuras en perspectiva, para que no haya ambigiiedad. Si respecto a la Figura V.69
preguntamos ;cuantos vértices tiene?, asi, a secas, nos pueden responder 6, 7 u 8, dependiendo
de que vean un hexdgono o la unién de 6 tridngulos o de que vean un cubo. O si, por ejemplo,
utilizamos la Figura V.68, debemos mencionar explicitamente el cuerpo en la instruccién, por
ejemplo: “jCudntas caras tiene la pirdmide de trunca?”.
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Una actividad que se sugiere para que los alumnos desarrollen habilidades de la vista en pers-
pectiva es mostrarles una imagen plana de cubos dispuestos en perspectiva, y que ellos mismos
formen, con cubos reales (de madera, por ejemplo), el cuerpo que se les muestra. Por ejemplo, se le
puede mostrar a una nifia la imagen de abajo, para que ella la reproduzca con sus propios cubos.

Figura V.71.

Figura V.72.

A medida que se avanza en el desarrollo de estas actividades, se puede ir avanzando en el
nivel de complejidad de la imagen a reproducir. Por ejemplo:

Figura V.73.
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Figura V.74.

En una primera etapa, los nifios tienen una mirada holistica de los cuerpos tridimensionales®.
Ven un cubo como un todo y no distinguen, en primera instancia, las caras, ni las aristas, estas
deben ser mostradas por el profesor. Actividades con material concreto suelen ayudar en esto; por
ejemplo, es recomendable hacer dibujar a los nifios en una hoja el contorno de un cuerpo, como
cilindros, cubos o pirdimides. Asi, abajo vemos a una nifia marcando el contorno de un cubo, para
que reconozca que la cara se trata de un cuadrado.

Figura V.75.

Lo mismo ocurre con cilindros o pirdmides.

Figura V.76.

¢ Cross, C., Woods, T..Schweingruber (Eds.). Mathematics learning in early chilhood. Paths towards excellence
and equity. Commitee on early childhood mathematics, Center for Education, Division of Behavioral and Social
Sciences and Education. National Research Council of National Academies. Washington D.C. USA. 2009.
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Figura V.77.

Cuando ya se han realizado varias de estas actividades, se puede pasar a actividades icdnicas
y se le pide al nifio que se anticipe al resultado de pasar el 14piz por el contorno de la figura. Por
ejemplo: ;Qué se obtiene al pasar el 14piz por el contorno de cada una de las figuras?’

v. M

Figura V.78.

Estas actividades sugeridas son solo ejemplos, es necesario realizar varias experiencias con
nifios de diferentes edades, para determinar cudl es mas eficiente en cada contexto y nivel.

" Estas actividades han sido realizadas en forma experimental en nifios de 5 y 6 aflos.
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3.2 Vistas

Otra habilidad a desarrollar en los nifios es la de imaginar cdmo se ve un cuerpo si solo pode-
mos ver alguno de sus flancos (vista lateral, vista de frente, vista superior, vista de planta, etc.) Esto
contradice un poco la idea de perspectiva, pues supone que el objeto se ve “perpendicularmente”
y desde una posicion “infinitamente lejana’; vemos una cara y solo una, y no reconocemos distan-
cias relativas. Por ejemplo, abajo se muestra un objeto y su vista desde arriba. Es importante notar
que, en este caso, desde arriba, infinitamente lejos, vemos solo 3 rectdngulos y no distinguimos
cudl esta mas arriba o mds abajo. Ya que esto no se condice con nuestra experiencia, es necesario
acordar estas reglas con los alumnos.

Vista desde arriba

Objeto

Figura V.79.

La persona, en realidad, no se puede poner infinitamente lejos para ver este cuerpo. Cuando
lo ve en la realidad, notara que los 3 rectdngulos estan en diferentes planos y es posible también
que vea parte de las caras laterales. Sin embargo, uno hace un ejercicio de imaginacion y se abstrae
de la perspectiva, para declarar que, en este contexto, la vista superior del cuerpo corresponde a
3 rectdngulos. Es un convenio.

B

A B C
A \C

Objeto
Figura V.80.

Las actividades relativas a reconocer las vistas de un cuerpo estdn muy relacionadas con el
reconocimiento de caras de poliedros. Si un nifio reconoce las vistas de un poliedro, también se
puede afirmar que sabe a qué clase de poligonos corresponden sus caras.
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Para comenzar, se sugiere mostrar poliedros formados por la composicién de prismas o pi-
ramides. Por ejemplo, se le puede mostrar al nifio un cuerpo formado por cubos, y las vistas, y se
le pide al nifio reconocer la posicion del observador para obtener las distintas vistas.

Figura V.81.

Maés tarde, se puede pasar a poliedros formados por cubos, pero sin mostrar la composicion
del mismo. Por ejemplo, ;cudles son las vistas del cuerpo de la siguiente imagen?

Figura V.82.

Una vez realizadas estas actividades, se sugiere pasar a piramides y, al final, a cuerpos que
no son poliedros.

Ejercicios

1. Dibuje las vistas lateral, de frente y superior de cada una de las siguientes construcciones

con cubos:
a. — — C.
b d. =
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Dibuje las vistas lateral, de frente y superior de cada uno de los siguientes cuerpos:

C.

T
A

3.3 Cortes de poliedros y otros cuerpos

€.

1%

Una actividad interesante es la de construir distintas secciones de un cubo o de algtin otro
poliedro, de esferas, de conos o de cilindros. Se puede hacer cortando con un alambre caliente
un cubo (u otro cuerpo) hecho de alguna espuma plastica® y mostrando las caras que resultaron
luego del corte. Se les puede preguntar a los estudiantes por la cantidad de aristas, vértices y caras
de los nuevos cuerpos.

Figura V.83.

Luego de hacer varias actividades de indagacién de este tipo, se suelen hacer actividades
para que el estudiante prediga que ocurrird luego de realizar un corte a cierto cuerpo. Por ejemplo,
luego de que se hace un corte por la diagonal del cubo, como muestra la Figura V.84, ;qué cuerpos
se obtienen?, ;cudntos vértices, caras y aristas tienen los nuevos cuerpos? y ;qué forma tiene la
cara por donde se hace el corte?

Figura V.84.

% Conocido en Chile como “Plumavit” o “Aislapol” que son marcas registradas.
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Se puede hacer lo mismo, salvo dar los nombres de las figuras resultantes, con la siguiente
pirdmide.

\/
Figura V.85.

y también con un cono.

Figura V.86.
Ejercicios

1. Sicorta el cono por un plano perpendicular a su eje de rotacion, ;qué figura geométrica se
formé en el lugar del corte? Si corta el cono por un plano que contenga al eje de rotacion
del cono, jqué figura geométrica se formé en el lugar del corte?

2. Con plasticina u otro tipo de masa de modelar, forme un cubo y realice lo siguiente:

a. Utilizando hilo de nailon o un cuchillo, realice un corte recto que atraviese el cubo ver-
ticalmente y de manera paralela a una de las caras del cubo, como si lo estuviera atrave-
sando con un plano. ;Qué figura se formo en el lugar del corte?

D. Vuelva a unir el cubo e intente nuevos cortes que formen las siguientes figuras:

/\
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3. Ahora, con la plasticina o masa, forme una pirdmide como la de la figura y realice lo si-
guiente:

a. Utilizando hilo de nailon o un cuchillo, realice un corte recto que atraviese la pirdmide,
como si la estuviera atravesando con un plano. ;Qué figura geométrica se formé en el
lugar del corte?

D. Vuelva a unir las piezas de la pirdmide y realice un nuevo corte, distinto al anterior. ;Qué
figura obtuvo esta vez? Encuentre todas las figuras distintas que se pueden lograr con
los cortes.

4. Finalmente, con la plasticina o masa, construya un poliedro de 2 cm de alto, 4 cm de ancho
y 10 cm de largo, como el de la figura. Aligual que con la pirdmide, se pueden realizar cortes
y formar diversas figuras.

a. Utilizando hilo de nailon o un cuchillo, realice un corte recto que atraviese el poliedro,
como si lo estuviera atravesando con un plano. ;Qué figura geométrica se formé en el
lugar del corte?

D. ;Es posible formar un cuadrado realizando un corte recto al poliedro? Antes de intentar-
lo, trate de visualizar si es o0 no posible.

C. ;Es posible formar una figura que no sea un rectangulo realizando un corte recto al po-
liedro? (Recuerde que un cuadrado es un tipo especial de rectangulo). Antes de intentar-
lo, trate de visualizar si es 0 no posible. Si su respuesta es afirmativa, ;qué tipo de figura
distinta a un rectangulo se puede formar?
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3.4 Redes

La siguiente imagen es una caja de cereales despegada y estirada. Corresponde a un pedazo
de cartdn dividido en varias figuras, algunas se reconocen como las que fueron las caras de la caja,
pero otras son solo aletas para el ensamblado.

Figura V.87.

En este libro, la red de un poliedro es la figura plana que resulta de desarmar el poliedro; en
ella aparecen marcados los poligonos que corresponden a las caras del poliedro. Por ejemplo, las
de abajo corresponden a redes de un tetraedro y de un cubo.

Figura V.88.

Las lineas punteadas denotan las aletas necesarias para pegar las diferentes caras del po-
liedro. En lo sucesivo, dejaremos de marcar las aletas y nos fijaremos solamente en las caras del
poliedro. Entonces, en el caso de la red del cubo que se muestra en la Figura V.88, nos concentra-
remos en los 6 cuadrados de la red, que corresponden a las 6 caras del cubo. Es importante notar
que la suma de todos los lados de los poligonos de la red no es la cantidad de aristas del poliedro,
pues hay lados que se unen para formar una sola arista; lo mismo pasa con algunos de los vértices.

Lared de cubo que se mostro arriba esta formada por 6 cuadrados. Cada cuadrado comparte
solo un lado con otro cuadrado; entonces, uno se podria preguntar si toda configuracién con esas
condiciones corresponde a la red de un cubo, y la respuesta es no. Las siguientes imdgenes son
contraejemplos.

Figura V.89.
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Ejercicio

Explique por qué las imégenes de la Figura V.89 no corresponden a la red de un cubo.

Entonces, la pregunta que surge es: ;Cudles son todas las redes de un cubo? Por ejemplo, las
de abajo son redes distintas del cubo.

Figura V.90.
Ejercicio

Explique por qué las redes de la Figura V.90 son distintas.

Otra cosa que es importante notar es que dos redes pueden parecer distintas a primera vista,
pero en realidad es la misma puesta en otra posicion, como las de abajo:

Figura V91.

Para darse cuenta de que son la misma red, basta rotar la de la izquierda en 90° y luego la
figura resultante reflejarla respecto a un eje vertical, y se verd que corresponde a la red de la de-
recha (ver la Figura V.91).
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Ejercicios de la seccion

1. Considere las figuras de abajo. Ellas cumplen las siguientes condiciones

R1. Cada una de ellas estd compuesta por 4 cuadrados congruentes

R2. Cada cuadrado comparte al menos un lado con algin otro cuadrado

a. ;Existen otras figuras que cumplan con las condiciones (R1) y (R2) descritas arriba?
Argumente.

D. 4Cudles de ellas se pueden completar hasta formar una red de un cubo? Argumente.

2. Entre las figuras anteriores, consideremos la de la izquierda y denotémosla con 7.
T

Agregamos 2 cuadrados hasta formar la red de un cubo. A continuacién, mostramos todas
las redes del cubo que surgen de 7' agregandoles 2 cuadrados.

Explique por qué todas las redes de arriba son distintas y también por qué no hay mas
redes del cubo que nazcan de 7.

3. Hagalo mismo que en la actividad anterior, pero con las otras figuras de la actividad 1 que
usted cree que se pueden completar hasta formar la red de un cubo.
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4. Dibuje todas las redes del cubo. ;Cudntas son?
5. Encuentre todas las redes del tetraedro regular.

6. Decida cudl de las siguientes figuras corresponden a una red de un poliedro. En los casos
negativos argumente y en los casos positivos describa el poliedro que forma.

7. Para cada red, asocie el cubo correspondiente.

LA
o s
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8. ;Cudl o cudles de los 4 cubos de abajo se puede formar con la red que se muestra?

P D@D E

9. Observe las siguientes redes de cuerpos geométricos e intente visualizar cdmo serfa el pro-
ceso de armado y cudl serd el cuerpo que se forma en cada caso.

T € W
2 TV
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4. Volumen de cuerpos geométricos

Recordemos que, en el caso del drea, dijimos que el drea de una superficie era el niumero de
veces que cabe una unidad de area dentro de la superficie. La unidad de area que usamos fue un
cuadrado.

Unidad cuadrada

IRVINTCIOIOIGROR SEVLVIESRURVINES, SRCITN U RO MRS RO RO e
N
VTSSO IIGROR SEVIVINESRORVINES, SRS RC RO MRS RO ReRO R

[SESESTOTOINROTNE., (SITNICROTORGEeRe, SECECTUIOTNERETe, SROT RO RO,
[SESESTOTNNROTNEY STTNICROTOIGEeRy, SRCECTUIOTNEROTS, SROT RO RO,

24 Unidades cuadradas
Figura V.92.
En el caso del volumen, usaremos como unidad un cubo y mds precisamente usaremos un

cubo de 1 cm de arista.
lcm

lcm

1cm

Figura V.93.

Si en un cuerpo caben 16 de estos cubos, diremos que el volumen del cuerpo es de 16 centi-
metros ctibicos y anotaremos 16 cm®.

Figura V.94.

Si tenemos un paralelepipedo recto cuyas dimensiones son 1 ¢cm, 1 cm y 7z cm, donde 7 es un
nimero natural, entonces su volumen es 7 cm?®

n

Figura V.95.
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Para un paralelepipedo recto cuyas dimensiones son 1 cm, 7 cm, 7 cm, donde 7 y m son
ndimeros naturales, se tienen 7 hileras de cubos como en la Figura V.95. Entonces, el volumen
serfa m - n cm®,

Figura V.96.

Ahora si ponemos encima de la figura anterior £ cuerpos idénticas a ella, tendre-
mos un paralelepipedo recto de dimensiones £ cm, m cm y n cm. Entonces su volumen es
k(mn) cm®=k-m - ncm®

I~
™~
[~

[ [ ] ]
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™~
™~
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™~
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T~
/

A

-

Figura V.97.

Haciendo un estudio similar al realizado con el drea, podemos verificar que el volumen de
un paralelepipedo recto de dimensiones 7 cm, s cm y £ cm, donde 7, s, £ son nimeros racionales
positivos, es:

r-s-tem®

Silas medidas de un paralelepipedo recto son a, by ¢ cm, donde a, by ¢ no son necesaria-
mente fracciones, es natural pensar que el drea de ese cuerpo es abc cm®, como una extensién de
lo que ocurre en las fracciones, y es asi como lo asumiremos de aqui en adelante.

En resumen

El volumen de un paralelepipedo recto cuyas aristas miden r, s y £ cm es:
r-s-tcm®

En particular, el volumen de un cubo cuya arista mide a es:
aa-a=a’
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Ejercicios

1. Calcule el volumen de los siguientes cuerpos:

4 cm
4 cm 4 cm
3 cm 1m
8 cm lm
2m 4 cm
il 2,5m 20 cm
6 cm 10 cm 3m 10 cm

2. Dado el siguiente paralelepipedo, cuyas dimensiones se muestran a continuacién:

2cm

7 cm 4 cm

¢,Cudl es el volumen del siguiente cuerpo, si estd conformado solo por paralelepipedos
como el anterior?

3. Considerando que todos los cubos que conforman el cuerpo tienen una arista de 1 cm,
calcule el volumen total de la figura.
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4. Considere el siguiente paralelepipedo:

lcm

lcm

2 cm

;Cuantos de los paralelepipedos anteriores caben en la siguiente figura?

2cm

3cm

18 cm

4.1 Volumen de un cilindro

Para calcular el volumen de un cilindro, podemos pensar que esta formado por capas.
Q h
Figura V.98

Si apilamos capas, tendremos el cilindro completo. La altura, en cierto sentido, mide la can-
tidad de capas que se van apilando.

Notemos que el volumen es el mismo si las capas se agregan perpendicularmente hacia arriba
o si se ponen en forma oblicua. Es importante notar que, en el caso recto, la altura coincide con la
medida del borde lateral y, en cambio, en el caso oblicuo, la altura no es eso. Esto puede producir
confusién en algunos nifios.

No importa si estan las
T capas derechas u oblicuas
h

_—>

l

Figura V.99.

Entonces, para el caso del cilindro, el volumen es el drea de la base multiplicada por la altura
del cilindro.
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Por ejemplo, para el caso del cilindro de base circular de radio r cm y altura /# cm, su volumen
es tr’- hem®,

Figura V.100.

Asi, si un cilindro tiene un radio de 10 cm y una altura de 50 cm, entonces su volumen es:
7 -10*- 50 cm® = 5000 7 cm®,

A
D
50 cm

10 cm

Figura VI01.

Note que, para el caso del cilindro oblicuo, la altura no es la medida del segmento AB, si no
que la distancia desde la base hasta la parte mds alta del cilindro.

Recordemos que un prisma es un caso particular de un cilindro, por lo tanto, el volumen de
un prisma es el area del poligono de la base multiplicado por la altura del prisma.

Dams

v = (drea de la base)-h

Figura V.102.

En resumen

El volumen de un prisma de drea basal A y altura z es: 4 - h.
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Ejemplo
Calculemos el volumen de un prisma cuya base es un hexdgono regular de lado
10 cm y altura 20 cm.

Sooocoooooltoo o
[EpEpEp—————\ L _ -

Para ello, necesitamos calcular el drea del hexdgono regular y multiplicar por la altura.
Consideremos, entonces, un hexdgono regular cuyo lado mide 10 cm.

El segmento 0A mide lo mismo que los segmento OB, OC y OD, pues corresponden a
la medida del radio de la circunferencia circunscrita al hexdgono. Ademaés, el dngulo
£DOC es extendido y como m(£DOB)= m(£B0OA)=m(£LAOC), se tiene que:

m(£DOB)+m(£BOA)+ m(£A0C)=180°,

Luego m(£AOB)=60°, y como el tridngulo AAOB es isésceles entonces los dngulos
£O0AB y £0BA son congruentes, por lo tanto el tridngulo AABO es equilatero cuyo
lado mide 10 cm. En el Capitulo IX demostraremos que el drea de un tridangulo equi-
latero cuyo lado mide a es:

. N3

4
Entonces, en nuestro caso, el drea del tridngulo AABO es:

V3

10 —cm”
4

As, el area del hexdgono de la base es 6 veces ese valor’, es decir:

V3,

A=610*——cm
4
Por lo tanto, el volumen del prisma es:
V=A-h

J3

V=6-100~T-200m3

v =3000-/3 cm®

3
° En general, el drea del hexdgono regular cuyo lado mide a es 6- a’—=

4

-a’ 3.

N | w
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Ejercicios

1. Calcule el volumen de un prisma cuya base es un cuadrado de lado 2 cm y su altura es de
7 cm.

2. Si al siguiente prisma cuya base es un hexdgono regular cuyo lado mide 10 cm vy altura
20 cm, se le hacen los cortes que se muestran en la figura, se generan 4 cuerpos; 4, B, Cy D,
;cudl es la relacion entre sus volimenes?

AhBCl
1 DI

4.2 Volumen de una piramide y del cono circular recto

Comencemos con un ejemplo: consideremos un cubo cuya arista mide a y consideremos una

pirdmide de base cuadrada y altura Ea , que estd dentro del cubo.

Figura V.103.

Por cada cara del cubo, hay una pirdmide como la descrita arriba, y esas 6 pirdmides com-
pletan al cubo sin traslaparse. Entonces, el volumen de esa pirdmide es un sexto del volumen del
cubo, es decir:

Pero también podemos pensar en un prisma recto cuya base es un cuadrado de lado a y la
1
altura es Ea. En este caso la pirdmide tiene la misma base que el prisma y la misma altura que

el prisma (aqui se trata del minimo prisma que contiene a la pirdmide y que comparte una base
con ella).
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NN

a

Figura V.104.

El volumen de ese prisma es la mitad del volumen del cubo cuya arista mide a, es decir, el
volumen del prisma es:

Entonces tenemos que:

a
Es decir, el volumen de la pirdmide de altura — y de base cuadrada cuyo lado mide a, es un

tercio del volumen del prisma que tiene igual base e igual altura que la pirdmide. Entonces, las
preguntas que surgen son: ;Qué pasa en el caso general? y ;serd cierto que el volumen de una
pirdmide es un tercio del volumen del prisma que tiene igual base e igual altura?

Para responder esa pregunta utilizaremos el siguiente principio, que no demostraremos, pues
escapa al contenido de este libro.

P
Principio V.1 De las secciones paralelas de la piramide

Dada una pirdmide con base By altura £, si A es una seccion transver-
sal paralela a la base y la distancia desde el vértice de la pirdmide a la
seccion transversal es &, entonces se cumple que

Figura V105

J

Usando ese principio, podemos demostrar el siguiente teorema, que es necesario para cal-
cular el volumen de la pirdmide.
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Teorema V.1

Si 2 pirdmides tienen la misma altura y el drea de sus bases es la misma, entonces las
secciones transversales equidistantes de los vértices tienen la misma area.

Demostracion

=

Figura V.106.

Considere las pirdmides de la Figura V.106. El drea de las bases estd denotada por 4, la
altura de ambas pirdmides mide /2 y & es la distancia de cada una de las ctispides a las
secciones respectivas. Denotemos por 4; el drea de la seccién de la primera pirdmide y
por A4, el érea de la seccién de la segunda pirdmide. Por el teorema anterior, se tiene que:

4 _k

A K
Y que:

4, _k

A h
Por lo tanto:

k2
A, =FA=A2

Que es lo que queriamos demostrar. (1%

En la siguiente seccién, enunciaremos otro principio que utilizaremos para dar respuesta a la
pregunta: ;Cudl es la relacion entre el volumen de la pirdmide y el volumen del prisma que tiene

igual base y altura que la pirdmide?

19E] stmbolo [J denotar fin de la demostracién.
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4.3 Principio de Cavalieri

En muchos contextos, la idea de apilar capas es muy util para calcular el volumen de cuerpos,
existe otra idea conocida como el Principio de Cavalieri para hacerlo.

P
Principio V.1 De Cavalieri

Denominado asi en honor a su descubridor, Bonaventura Cavalieri,
en el siglo XVII, este principio establece que:

Si2 cuerpos estén entre 2 planos paralelos y ademds tienen igual area
en sus secciones planas realizadas a una misma altura, entonces po-
seen igual volumen.

Cuando un sdlido esta entre 2 planos paralelos n'y , entonces la inter-
seccion del cuerpo con cualquier plano paralelo a los anteriores y que
estd entre ellos se llama una seccién plana del cuerpo.

Figura V.107.

Es importante notar que en el Principio de Cavalieri se lee “2 cuerpos
estan entre dos planos paralelos y ademds tienen igual drea en sus
secciones planas...’, solo se pide que las secciones planas tengan igual
drea, no se necesita que sean congruentes. Desde luego que si los cor-
tes transversales son congruentes, entonces también se cumple que
los sélidos tienen el mismo volumen, pero para el principio esto no
es necesario, basta que tengan la misma area y no es necesario que
tengan la misma forma.

Figura V.108.

Siel drea Ay el drea B son iguales, para cada corte paralelo, entonces el
volumen del sdlido Sy el volumen del sdlido 7"son el mismo.

242 Geometria - REFIP



Cuerpos geometricos
Ejercicio

Demuestre que el volumen de un cilindro de base cuadrada de lado 3 cm, y altura 7 cm es
igual a la mitad del volumen de un cilindro cuya base es un tridngulo rectangulo isoscéles
cuyos lados congruentes miden 6 cm, y la altura del cilindro es 7 cm.

Recordemos que el Teorema V.1 dice que si 2 pirdmides tienen bases de la misma area y sus
alturas miden lo mismo, entonces las secciones transversales equidistantes de los vértices tienen
la misma drea. Esto, junto al Principio de Cavalieri, nos permite deducir el siguiente corolario.

Corolario V.1 §i2 pirdmides tienen bases de la misma drea y sus alturas miden lo
mismo, entonces tienen el mismo volumen.

Un corolario mds restrictivo que el anterior es el siguiente.

Corolario V.2 Si2 pirdmides tienen bases congruentes y sus alturas miden lo mismo,
entonces tienen el mismo volumen.

Con todo esto en mente, podemos dar un argumento plausible, aunque no es una demostra-
cién formal del siguiente teorema.

Teorema V/.2:

El volumen de una pirdmide de area basal A y altura £ es igual a un tercio del volumen
del prisma de base 4 y altura 4.

Como dijimos antes, no daremos una demostracion formal de este resultado, pero nos aproxi-
maremos a él, mediante material concreto. Hagamos primero la explicacién para el caso de la
pirdmide de base triangular.

Plan: primero, tendremos una pirdmide de base triangular. Luego le agregaremos otras 2
pirdmides, hasta formar un prisma que tiene la misma base y la misma altura que la pirdmide.
Finalmente, mostraremos que las 3 pirdmides tienen el mismo volumen; entonces podremos
concluir que el volumen de la piramide es un tercio del volumen del prisma.
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Consideremos una pirdmide de base triangular.

Figura V.108: un tridngulo y una pirdmide cuya base es aquel tridngulo.

Ahora, formemos un prisma cuya base sea la misma que la de la pirdmide y que tenga la
misma altura que la de la pirdmide. Este prisma estd formado por 3 pirdmides, donde una de ellas
es la pirdmide original.

Figura V.109: dos vistas del prisma de base triangular, formado por 3 pirdmides.

Entonces, mostraremos que las pirdmides que forman el prisma tienen el mismo volumen,
y para eso utilizaremos el Corolario V.2. Como vemos en la Figura V.109, 2 pirdmides que forman
el prisma tienen una cara en comun, es decir, una pirdmide tiene una cara congruente a una cara
de otra pirdmide. Pero, ademas, tienen la misma altura, por lo tanto, tienen el mismo volumen.

Figura V.110: pirdmides que tienen la misma altura.
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Entonces, si denotamos por V3, 5 y V5 los volimenes de cada una de las pirdmides:
Vi=V,=Vs

Si denotamos por Vel volumen del prisma, se tiene que:

V=Ti+1V5+ 715
Por lo tanto:
V=31
0 lo que es lo mismo
1
V=_V
3

Qué es exactamente lo que querfamos probar: que el volumen de la pirimide (de base trian-
gular) es un tercio del volumen del prisma que tiene la misma base y altura que la pirdmide.

Ahora bien, ;qué pasa cuando la base no es un tridngulo? Si tenemos cualquier poligono
convexo, este se puede triangular, lo que significa que se puede dividir el poligono en un niimero
finito de tridngulos que no se traslapen y cubran toda la superficie del poligono. Para ver esto,
basta fijar un vértice del poligono y trazar todas las diagonales que pasan por aquel vértice. Para
fijar ideas, pensemos en un poligono de 7 lados, como muestra la Figura V.111.

Figura V111.

Si el drea del poligono es A vy Th, Ty, Ts, Ty, y T5, denotan las dreas de los tridngulos que par-
ticionan al poligono, entonces

A:T1+T2+T3+T4+T5

Pues, para el caso general, consideremos una pirdmide cuya base es un poligono convexo
cualquiera. Entonces, triangulamos la base y formamos todas las pirdmides que tienen como
base los tridngulos que nacieron de la triangulacion del poligono. Es importante notar que el area
del poligono de la base es la suma de las dreas de los tridngulos y ademaés la altura de la pirdmide
original es igual a la altura de todas las pirimides que se forman al triangular la base. Entonces,
en nuestro caso tenemos 5 pirdmides de base triangular. Si denotamos por V; el volumen de la
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pirdmide triangular que tiene como base el tridngulo de drea 77, por ¥, el volumen de la pirdmide
triangular que tiene como base el tridngulo de area 7, y asi sucesivamente, hasta llegar a V5, el

volumen de la pirdmide triangular que tiene como base el tridngulo de drea 75, entonces:
Vpira’mide =V1+1/2+I/3+I/;1+Vé

Pero tenemos que

Figura V112

De lo que resulta que:
1
sz’rdmide zg(Tl + L+ T+ T, + 1) h
Pero como el 4rea del poligono de labase es A=T, + T, + T, + T, + T, , se tiene que:
1 .
Vpira’mide = g A-h

De esta forma, el argumento para el caso de un poligono basal de 7 lados es el mismo.
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Ejercicios

1. Construya la red de una piramide de base cuadrada cuyo lado mide 10 cm, y cuya altura
mide 30 cm. Construya también la red de un prisma de base cuadrada cuyo lado mide
10 cm y cuya altura mide 30 cm. Arme el prisma y la pirdmide y a ambos quiteles una cara.
Llene la pirdmide de arena muy fina y luego vaciela al prisma, jse verifica que el volumen
de la piramide es un tercio del volumen del prisma?

2. Construya la red de un cono circular recto. Construya también la red de un cilindro de base
circular que tenga el mismo radio que el radio del cono y la misma altura que el cono. Arme
el cono y el cilindro y quiteles la base. Llene el cilindro de arena muy fina y luego vaciela al
cono. Una vez lleno el cono, vacielo y vuélvalo a llenar con la arena que queda en el cilindro.
Repita el proceso todas las veces necesarias hasta que se acabe la arena del cilindro. ;Es
cierto que el volumen del cilindro es 3 veces el volumen del cono?

Ahora que ya tenemos el volumen de la pirdmide, podemos calcular el volumen del cono
circular recto, a través del mismo razonamiento que hicimos para calcular el area del circulo. Lo
que hicimos en ese momento fue aproximar el drea del circulo mediante poligonos. Entonces,
consideremos un cono circular recto de radio basal r y altura 4.

Figura V113,
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Asi, podemos inscribir en la circunferencia de la base un poligono regular de una cantidad
muy grande de lados.

Figura V.114.

Pues bien, el volumen de la pirdmide que tiene por base el poligono inscrito en la circunfe-

rencia es
1

pirdmide = Apolz’gono ’
3

Como el area del poligono es una buena aproximacion del area del circulo, es légico pensar
que el volumen de la pirdmide es una buena aproximacion del volumen del cono, cuando el poli-
gono tiene un nimero muy grande de lados.

v

cono = Vpirzimide
Por lo tanto, como el 4rea del poligono es una aproximacién de % entonces no es tan des-
cabellado pensar que el volumen del cono es

1
V., =—mrh
3

cono —

Lo cual es cierto, pero no tenemos las herramientas para dar la demostracion en este libro.

En resumen

El volumen de la pirdmide de drea basal A y altura 4 es

v

1
pirdmide = g “A-h
El volumen del cono circular recto de radio basal r y altura /4 es:

vV, =—mr"h

cono
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Cuerpos geometricos

Ejercicios de la seccion

1. Considere que la altura total del cuerpo es de 15 cm y que el lado del hexdgono regular mide
2 cm, encuentre el volumen del siguiente cuerpo.

5cm

2. Encuentre el volumen del siguiente cuerpo considerando que el radio de la circunferencia
mayor mide 7 cm y la altura total del cuerpo es de 9 cm.

3. Calcule el volumen de estos cuerpos:

16 cm

8 cm

4. Suponga que un litro de agua pesa 1 kg. ;Cudnto pesa una columna cilindrica de agua de
radio 40 cm y altura de 2 m.
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Suponga que un recipiente cénico de altura 3 m y radio 50 cm est4 lleno de agua. Un meca-
nismo hace caer agua del recipiente a razén de 2 cm® por segundo.

a. ;Cuédnto demora en vaciarse el recipiente?

D. ;Cudnto se demora hasta el momento en que el nivel del agua tiene una altura de 25 cm?
;Es la mitad del tiempo que demora en vaciarse?

Con un pie de metro estime las medidas de una moneda. Estime el volumen de esa moneda.

Responda los siguientes ejercicio considerando un cono recto de volumen 567z cm®;

a. Siel radio mide 9 cm, ;cudnto mide la altura?

D. Sila altura mide 9 cm, ;cudnto mide el radio?

Un recipiente c6nico de 3 m de altura y 1 m de radio se llena a razén de 200 cm® por se-
gundo. ;Cudnto tarda en que el nivel del agua llegue a la mitad de la altura del recipiente?
y scudnto tarda en llenarse?

Elrecipiente de la imagen tiene 10 cm de altura y los radios de su bases son 3y 5 cm. jEn el
recipiente cabe mds de un litro de agua?
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5. Area superficial de cuerpos

Consideremos un trompo y una soga enrollada en él.

Figura V115,

Si desenrollamos la soga y luego la ponemos en una hoja rectangular, poniendo cada trozo pe-
gado al siguiente (cortando cuando se necesite), podremos estimar el area superficial del trompo.

Figura V.116.

12 cm

4 cm

7cm

Figura V.117.
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Siel ancho de la soga es 0,4 cm entonces el drea superficial del trompo es aproximadamente:
12-10-04cm®-0,4-5cm” =
12-4cm® -2 cm® =
(48-2)cm’=
46 cm®

Laidea del drea de la superficie de un cuerpo consiste en suponer que localmente la superfi-
cie es plana, es decir, hacer un zoom a la superficie de forma tal de verla plana en un pedacito de
ella, y poder llenar de cuadraditos unidad y calcular la cantidad total de esos cuadraditos que se
pusieron en la superficie. Suponer que la superficie es plana localmente es o mismo que sentimos
nosotros estando parados en la superficie de la Tierra, la cual es aproximadamente esférica. De
hecho, cuando tomamos medidas, para construir, por ejemplo, no tomamos en cuenta la curva-
tura de la Tierra.

Hay casos en que la superficie efectivamente es plana localmente, como en el caso de polie-
dros. En el caso de un poliedro, el area superficial corresponde a la suma de las dreas de sus caras.

Por ejemplo, consideremos un prisma recto cuya base es un hexdgono regular.

Figura V118.
Entonces, el area superficial del cuerpo es

§=24 +6A

hexdgono rectdngulo

2
a3 3
42

Recordemos que el area del hexdgono regular cuyo lado mide a es 6-
entonces:

3
S=2-5a2 3+6-a-h
S=3~a2~\/§+6-a~h

Por ejemplo, el 4rea superficial del cubo de arista a es 6a”.
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Figura V119.

Consideremos una pirdmide recta cuya base es un cuadrado, cuyo lado mide 10 cm y la altura

de la pirdmide es de 30 cm.

A

Figura V.120.

Denotamos por a la medida de la altura (o mediatriz) del tridngulo is6sceles AABC

30

5cm

C

5cm B

Figura VI21.
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Hagamos un corte perpendicular a la base y que contenga a la altura. Observaremos lo si-
guiente:

10 cm

10 cm

5-\/§cm

Figura V.122.

La altura del tridngulo AABC es 5-+/37cm, por una aplicacién directa del Teorema de Pitdgoras'.

Por lo tanto, el drea del tridngulo AABC es:

1
5-10'5\/§cm2 =95-/37cm?

Figura V.123,
Entonces, el area superficial de la pirdmide es:
§=(10%+4-25-/37 )cm®
§=100(1+~/37)em” =708 cm®

! Fl cual demostraremos en el Capitulo IX.
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Consideremos ahora un cilindro recto de altura / y radio basal r.

2nr

Cuerpos geometricos

Figura V. 124.

El drea superficial es la suma del area de las bases mas el area del manto:

§=2A4 +A4

base ‘manto

El 4rea de la base es ir* y el drea del manto es el 4rea de un rectdngulo cuyos lados miden
hy 2nr, entonces el drea del manto es 2nr - &; por lo tanto el drea superficial del cilindro recto de

base circular es:

S,

cilindro

=27r? +27r-h=27r(r+h)

Para el caso del cono recto de base circular de radio r y altura 4, podemos hacer lo siguiente

Figura V125,

Notamos que el area superficial del cono es el area del circulo basal més el rea del manto:

S=A,__+4

base

manto

Denotemos por g la distancia que hay entre la cispide y el borde del circulo basal.

Figura V.126.

Manto

Circulo basal
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La relacién entre g, & y r es la siguiente: h* + r* = g%, por el Teorema de Pitédgoras. Entonces
se tiene que g =/A* +7°.

Notamos que el manto es una parte de un circulo de radio gy centro en el vértice del cono:

Figura V.127

/N
La medida del arco 4B es el perimetro de la circunferencia de radio 7, es decir, la medida del
TN
arco AB es 2nr, entonces

2rr  2mg
Amanto 7Tg2
Por lo tanto, el 4rea del manto es:
Amanto = 7T'r'g

Y el area superficial del cono de radio basal r y altura £ es:

2
S =TT +mI"g

cono

Sy =TT 4T \[r + R
Ejercicios de la seccion

1. ;Cudl es drea superficial de un cono circular recto de radio basal 5 m y altura 7 m?

2. Calcule el volumen de la pirdmide trunca, cuya base es un pentdgono regular de drea
65 cm?, de altura de 10 cm y 4rea superior igual a 32 cm® y Ap = 12 cm.
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Cuerpos geometricos

3. Silas bases del poliedro son hexdgonos regulares de drea 216 cm?y la altura del poliedro es
de 25 cm, ;cudl es el drea del triangulo AABC?

C
B
A
4. Calcule el 4rea de la siguiente figura.
2 cm
bem A ems
6 cm E b
6 cm

5. Dibuje las redes para cada una de las figuras y calcule su drea.

a. 4cm b. . 4cm
4 cm
3cm 1m
Im
8 cm
2m 25m
Im
6 cm 10 cm 3m 4cm 20 cm
10 cm

6. Eldidmetro del Cono 2 es el triple del didmetro del Cono 1 yla altura del Cono 2 es el doble
de la altura del Cono 1. Si el volumen del Cono 1 es V; ;cuél es el volumen del Cono 2?

a. eV D. 9V c. 18V d. 27V

Cono 1 Cono 2
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6. Dificultades asociadas a la ensenanza de cuerpos geomeétricos

Como en capitulos anteriores, en esta seccion analizaremos algunas de las dificultades y los
errores que pueden cometer los alumnos en el estudio de cuerpos geométricos. Algunos proble-
mas se relacionan con el uso del vocabulario, ya que hay nifios que al cubo le llaman cuadrado,
ala esfera le dicen circunferencia y al tetraedro le dicen tridngulo. Los profesores pueden ayudar
a superar esta dificultad otorgando a los nifios multiples oportunidades para comparar figuras
2D y objetos 3D. Hacer actividades en las cuales los nifios dibujen el contorno del cuerpo pueden
ayudar a que los nifios reconozcan la diferencia entre un cubo y un cuadrado.

Figura V. 128.

Otra dificultad con la que se encuentran los alumnos es la confusion que se genera al inten-
tar reconocer los elementos basicos de los poliedros, principalmente cuando tienen que hacerlo
a partir de una representacion plana de los cuerpos. Por ejemplo, dada la representacion de una
pirdmide de base cuadrada, los alumnos pueden contar solo 5 aristas y 4 vértices, pues son los
evidentes.

Figura V.129.

En este caso, se vuelve una actividad importante manipular objetos concretos que permitan
observarlos desde varias posiciones. Luego de eso, es necesario acordar con los estudiantes que,
por ejemplo, en el caso de representaciones en perspectiva de cuerpos, las lineas punteadas sig-
nifican las aristas que no se ven en la imagen en perspectiva.
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Figura V.130.
Para luego, al final, pasar a la Figura V.129.

Otra dificultad que puede observarse en aulas escolares es que, al trabajar con prismas, algu-
nos estudiantes presentan dificultades al momento de identificar las bases de estos cuerpos. Por
ejemplo, en el prisma de la Figura V.131, los alumnos suelen confundir sus bases, ya que el cuerpo
estd apoyado en una de sus caras laterales.

Figura V.131.

Para superar esta dificultad, puede ayudar revisar en detalle con los alumnos la definicién
de prisma, en la que se sefiala que es un cuerpo que tiene 2 caras basales congruentes y paralelas.
También es de gran ayuda el trabajo con material concreto, que permite manipular los objetos y
girarlos para reconocer las bases correctamente.

Respecto a la redes, existe la creencia de que cada cuerpo posee una tnica red, por ejemplo
laimagen de la Figura V.132 suele ser reconocida como /a red del cubo.

Figura V132

Pero sabemos que existen 11 redes del cubo, salvo isometrias. Una actividad que suele ayu-
dar a reconocer que hay mds de una red del cubo es pedirles explicitamente que construyan mas
de una. Otra actividad interesante es proveer a los estudiantes de cubos de cartulina o papel y
que ellos los desarmen en parejas con la condicion de que la red resultante sea distinta a la del
compafiero.
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Respecto al area superficial y al volumen de un cuerpo, surgen las mismas dificultades que
existen en el caso del drea y el perimetro de figuras planas. Por ejemplo, los alumnos pueden usar
la formula:

1 nr’h

3

para calcular la superficie de un cono recto de radio ry altura 4. Una estrategia que ayuda a de-
terminar si se ha cometido un error de ese tipo es verificar las unidades de medidas. Es decir, si
se sabe que el drea superficial debe ser expresada en centimetros cuadrados y el resultado estd
expresado en centimetros ctibicos, entonces el resultado posee un error.

Ejercicios del capitulo

1. Suponga que el siguiente cuerpo estd compuesto por cubos cuya aristas miden 1 cm,
donde cada uno de ellos tiene al menos unas de sus caras pegada completamente a la
cara de otro cubo:

a. Calcule el area superficial del cuerpo.
D. Calcule el volumen del cuerpo.

C. Si se agrega un cubo de 1 cm de arista al cuerpo, de tal forma que tenga al menos una
cara totalmente pegada a uno de los cubos ya dispuestos. ;Cudl es la méxima drea super-
ficial que tiene el cuerpo que resulta?

d. Si se agrega un cubo de 1 cm de arista al cuerpo, de tal forma que tenga al menos una
cara totalmente pegada a uno de los cubos ya dispuestos. ;Cudl es la minima drea super-
ficial que tiene el cuerpo que resulta?

€. ;Puede crear un cuerpo con la misma condicion que el de arriba, de tal suerte que al
agregar un cubo no cambie su area superficial?. Explique.

2. iEs cierto que, salvo isometrias, solo existe una red del tetraedro regular?

3. ¢Cuadl de las siguientes figuras no es un cilindro?
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4. Sesuele llamar hexamind a 6 cuadrados congruentes, unidos de tal suerte que todo cuadra-
do comparta completamente al menos un lado con el lado de otro cuadrado. Los siguientes
son hexaminds.

Se dice que 2 hexaminds son iguales, si hay una isometria que transforma a uno en el otro.

a. Decida si todos los hexaminds aqui presentados son diferentes.
D. Decida si esta es la lista completa de todos los hexaminds.
C. Decida cudl de ellos es una red de cubo.

(. Describa caracteristicas de los hexaminés que no son redes de cubo.
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5. Nombre los cuerpos que forman cada una de las siguientes redes.

a 1 ] d.

6. Suponga que un estudiante afirma que un 1 m*® equivale a 100 cm®, y argumenta diciendo
que como 1 m equivale a 100 cm, entonces 1 m® equivale a 100 cm®. La profesora forma una
hilera de 100 dados y le dice, si cada dado tiene una arista de un centimetro, entonces esta
hilera representa 100 cm®. El alumno dice: entonces, 1 m* equivale a 1.000 cm®. Sugiera una
estrategia a la profesora para que el alumno reconozca su error.

/. Un alumno dice que el siguiente prisma es una pirdmide, pues tiene caras que son trian-
gulares.

La profesora le dice que eso no es una pirdmide, sino que es un
prisma; el nifio le dice que si acaso un cuerpo no puede ser a la vez
un prisma y una pirdmide. Sugiera una respuesta que pueda dar la
profesora al nifio. Dé al menos 2 condiciones que cumple una pi-
ramide que no cumple este prisma.
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Capitulo

Razonamiento en geometria

"La geometria es el arte de pensar bien y
dibujar mal."

H. Poincaré

Introduccion

Hace mas de 2.000 afios, frente a resultados matematicos que se tenian
como verdaderos, como el Teorema de Pitagoras, surge la inquietud por saber
por qué son efectivamente ciertos. Para responder a eso, se trabajé en base a las
justificaciones que permiten convencer sobre la veracidad de estos resultados.
La forma de justificacion utilizada en matematica es la demostracion, que es una
argumentacion que respeta ciertas formalidades, de manera de evitar argumen-
tos engaflosos. El nacimiento de la demostracién como forma de argumentacion
ocurre cuando la civilizacién griega comienza a desarrollar la légica, e incluso
cuando se gesta el concepto de democracia (si todos somos iguales, la forma de
convencer al otro es la argumentacién y no la autoridad).

Las ideas matematicas no se imponen por la fuerza de la tradicién, ni por la
importancia de quienes las transmiten, sino por el poder del razonamiento. Esta
es laidea fundadora de la geometria deductiva y el razonamiento en geometria.
Los resultados no serdn necesariamente distintos de los que ya conociamos, pero
ahora entenderemos por qué son verdaderos.

La estructura matemdtica que nos permite conjeturar resultados y luego
demostrarlos es una parte esencial de la matematica. Esta no solo sirve para
resolver problemas, también es un drea del conocimiento que posee sus propias
motivaciones y formas de crecer. En este y los siguientes capitulos, se revisaran,
entre otras, las ideas vistas en la parte intuitiva, pero ahora desde un punto de
vista constructivo. Por lo tanto, la mirada que se debe dar a este capitulo es la de
una estructura que permite convencerse de que las ideas matematicas tienen un
orden y una razon de ser.

La primera parte de este capitulo aborda el razonamiento inductivo y el
deductivo. Nos concentraremos en este ultimo, pero antes revisaremos qué en-
tendemos por induccién y por deduccién.

En la segunda parte, veremos cdmo se materializa todo esto en el caso con-
creto de la geometria plana. Iniciamos este recorrido con los conceptos y pro-
piedades bdsicas: puntos, rectas, conceptos basados en ellos y sus relaciones.
La siguiente seccién introduce la idea de construccién geométrica “con regla y
compas’, que se asocia con la forma mas pura de la geometria, en la cual se ex-
cluyen los nimeros. La seccién final del capitulo trata de semiplanos, dngulos y
perpendicularidad.
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1. Razonamiento matematico

Una habilidad que compartimos todos los seres humanos es la capacidad de generalizar. Si
algo se repite muchas veces, concluimos répidamente (quizas demasiado rapido) ‘esto es siempre
asi”. Generamos reglas de como nos parece que se comporta el mundo, le asociamos una ldgica,
leyes de comportamiento y, de este modo desarrollamos una capacidad para anticipar lo que
puede suceder ante determinadas condiciones. Podemos llegar a ser capaces, en alguna medida,
de prever cudles serfan las consecuencias de nuestras acciones.

Pero esta capacidad de generalizar nos puede llevar a conclusiones erréneas, pues las regu-
laridades que creemos reconocer no siempre son tales o, al menos, requieren ajustes. Nuestras
predicciones no siempre son acertadas. Mds atn, si las reglas nos son sugeridas por otro, sin haber
sido nosotros quienes las hemos generado a partir de la experiencia, nos resulta natural ponerlas
en duda, segtin el llamado “espiritu critico’.

Llamamos induccién' al proceso de pasar de ejemplos particulares a formular reglas genera-
les. Este proceso es la base del llamado “método cientifico’ que consiste gruesamente en 4 etapas:

o Observacion: se recolecta y ordena una serie de observaciones del fenémeno que inte-
resa comprender. En esta etapa, se realizan experimentos para la generacion de datos de
interés para el fendmeno estudiado.

« Formulacién de Hipotesis: se explicita alguna regularidad verificada por las observacio-
nes y se propone una regla general, que puede estar presentada como férmula matemd-
tica. Es en esta etapa cuando se utiliza el razonamiento inductivo.

o Prediccion: se hace uso de la ley propuesta para predecir o anticipar el resultado de nue-
VoS experimentos.

« Experimentacion y validacion: se realizan los nuevos experimentos para los cuales somos
capaces de predecir el resultado, comprobando que haya concordancia entre prediccion y
resultado experimental. Si no se obtiene concordancia, la hipétesis se rechaza.

En ciencia, las hip6tesis se mantienen mientras no aparezca evidencia de que falla en deter-
minados casos. Es por eso que se evita hablar de “verdad”. Una hipdtesis puede ser una explica-
cién efectiva para un fenémeno, pero de aparecer nueva evidencia que no se alinee con la actual
hipétesis, dejaré de serlo y se buscard una nueva hipétesis.

En matemadtica se sigue un camino similar. Como punto de partida, se revisan y analizan
muchos ejemplos. El razonamiento inductivo es el que nos puede llevar a constatar que se pro-
duce una regularidad. Entonces, quisiéramos concluir que la regla se cumple siempre, que se
trata de una propiedad general, que es un teorema. Esta etapa se llama generalizacion y 1o que
se formula es una conjetura, es decir, una propiedad para la cual tenemos bastante evidencia de
que se cumple siempre, pero sin certeza absoluta. Una tltima etapa, propia de la matemadtica, es
la argumentacidn razonada de por qué la propiedad es efectivamente verdadera.

! También se le llama razonamiento inductivo.
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1.1 El razonamiento inductivo y las generalizaciones

Veamos algunos ejemplos de razonamiento inductivo.

Ejemplo: numero de diagonales de un poligono convexo

Una diagonal de un poligono convexo es el segmento que une 2 vértices distintos y no
adyacentes del poligono. Por ejemplo, el tridngulo no tiene diagonales, el cuadrilatero
tiene 2 diagonales, un pentdgono tiene 5 diagonales y un hexdgono tiene 9 diagonales.
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Hagamos una tabla con esos valores:

Figura Ntmero de vértices | Numero de diagonales
Triangulo 3 0
Cuadrilatero 4 2
Pentdgono 5 5
Hexagono 6 9

¢,Cuéntas diagonales tiene el poligono convexo de 7 lados?, ;puede hacer una conje-

tura?
A

E

Son 14, pero no es facil contarlas. Alguien pudo conjeturar que son 14 usando el si-
guiente razonamiento: el nimero de diagonales del tridngulo, cuadrildtero, pentdgono
y hexdgono son 0, 2, 5 y 9 respectivamente:

0 — 2 — 5 — 9

+2 +3 +4
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Al parecer, la secuencia va aumentando, sumando el sucesor del que se sumé en el
paso anterior; entonces, si del pentdgono al hexdgono se sumé 4, entonces del hexa-
gono al heptdgono sumamos 5, y el heptdgono tiene 9 + 5 = 14 diagonales. Lo cual es
cierto. ;Sera cierto siempre?

¢ Qué pasa si tuviéramos que calcular el nimero de diagonales de un poligono convexo
de 20 lados? Tendriamos que hacer la secuencia 19 veces y confiar en que nuestra
conjetura es cierta.

Ejemplo: regiones en el circulo

Dado un circulo, se ubican 7 puntos sobre la circunferencia y luego se conectan todos
los pares de puntos mediante un segmento recto. Debemos suponer, ademaés, que
no ocutre que 3 segmentos se corten en un mismo punto. La pregunta ahora es jen
cudntas regiones queda descompuesto el circulo?

Aqui estdn las primeras configuraciones:

SIGLOL 1L

1 punto 2 puntos 3 puntos 4 puntos 5 puntos 6 puntos

Con las primeras 5, nos percatamos de que se trata siempre de potencias de 2, 1 = 2°
regiones, 2 = 2 regiones, 4 = 2” regiones, 8 = 2% regiones y 16 = 2* regiones. Para la
tltima, podemos conjeturar que tiene 2° = 32 regiones. Si hacemos el dibujo mas
grande, podemos intentar una comprobacidn.

Podemos verificar que solo tenemos 31 regiones. jNuestra conjetura falld! Este es un
caso en el que fuimos capaces de encontrar un ejemplo en el que la regla no funciona.
Laregularidad, si es que existe, no es evidente en este ejemplo*

2 Con algo de paciencia, podemos obtener algunos términos adicionales de esta secuencia: 1, 2,4, 8, 16, 31, 57,
99, 163 y 256.
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Algunos ejemplos que se pueden trabajar dentro del tema de la geometria son los siguientes.

» Mida los 3 dngulos y los 3 lados de un triangulo cualquiera. Empareje la medida de cada
lado con la medida del dngulo opuesto a él. ;Qué observa?

 Enuna circunferencia, inscriba un cuadrildtero y mida sus dngulos. Sume las medidas de
los dngulos opuestos. ;Qué observa?

Intente obtener conclusiones o reglas generales.

En matematica, el proceso de razonar por induccion (partir de ejemplos particulares y formu-
lar una regla general) nos permite llegar a afirmaciones que posiblemente sean verdaderas, pero
no nos permite estar seguros de ellas. El método inductivo es muy interesante y nos permite dar-
nos cuenta de numerosas regularidades en nuestro alrededor. Pero las verdades que descubrimos
no parecen definitivas, pues siempre estan en peligro de fallar, si aparece el ejemplo indeseado. O
puede ser que ese ejemplo indeseado no aparezca nunca o también que simplemente no exista
tal ejemplo indeseado.

Para pensar

,Coémo podemos establecer la veracidad de una ley de una manera que no involucre
verificar todos los casos posibles?

1.2 El razonamiento deductivo y las demostraciones

Toda afirmacion matematica debe ser posible de clasificar en verdadera o falsa. Tales afirma-
ciones reciben el nombre de proposiciones. Estudiando las diversas formas que puede adoptar una
proposicién, podemos intentar comprender qué se requiere para lograr demostrarlas.

Una demostracion es un argumento que nos convence (a nosotros y a los demds) de la vera-
cidad de una afirmacion, pero sin descansar en ejemplos, sino que en principios generales que ya
sabemos ciertamente que son verdaderos.

En la historia de la matematica, no siempre se avanzo en base a demostraciones. La pregunta
inicial fue “;Qué?”, preguntando qué es lo verdadero y cudles son las reglas.

En una segunda etapa, se considerd la pregunta “;Por qué?”, preguntando por la razén de
que algo sea verdadero. La demostracién serd, entonces, un argumento que se utiliza para con-
vencer a otro que algo es cierto. Debe ser un argumento general, que no se base en algunos casos
particulares.

Este gusto por la argumentacién y por la busqueda de razones que puedan convencer se
relaciona, segin algunos, con el nacimiento de la democracia en la antigua Grecia. Si se usa la
jerarquia y la autoridad para imponer una verdad, no se requieren las demostraciones, pero si
todos somos considerados iguales, debo argumentar con los demds para acordar una verdad.

Retomemos uno de los primeros 2 ejemplos de la introduccion e intentemos razonar para
convencernos de su veracidad. Obviamente, la demostracién como argumento para convencer a
otro también nos debe convencer a nosotros mismos.
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Ejemplo: las diagonales de un poligono convexo

Siun poligono tiene 7 vértices, entonces de cada vértice salen (o llegan) todas las dia-
gonales posibles. ; Cudntas son esas diagonales posibles?, ;hay tantas como vértices?
No hay diagonales de un vértice a si mismo, tampoco hay diagonales de un vértice
a los 2 vértices adyacentes; entonces, de un vértice salen (o llegan) n-3 diagonales.

A °

Por ejemplo, en el caso del tridngulo, de cada vértice salen 3 — 3 = 0 diagonales, en el
caso del cuadrado por cada vértice salen 4 — 3 = 1 diagonales, en el caso del pentdgono
por cada vértice salen 5 — 3 = 2 diagonales y en el caso del hexdgono salen 6 - 3 =3
diagonales.
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Notemos que si contamos las diagonales que salen de un vértice y las diagonales
que salen de un vértice no contiguo al primero, entonces una de esas diagonales esta
contada 2 veces. Por ejemplo, en la siguiente imagen se ven las diagonales que salen
de Ay las diagonales que salen de C. La diagonal AC estarfa contada 2 veces.
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Entonces, como por cada vértice salen n-3 diagonales, como la cantidad de vértices
es n'y como la diagonal sale de 2 vértices:

(La cantidad de vértices) x (la cantidad de diagonales que salen de un vértice)

Es el doble de la cantidad de diagonales que tiene un poligono convexo de 7 vértices,
y la cantidad de diagonales de un poligono de 7 lados es:

n (n - 3)
2
Podemos verificar que esta formula funciona para el caso de los poligonos ya estudia-
. y 3-(3-3) 3.0
dos. Sin =3, en el caso del tridngulo, tenemos —y T, " 0 diagonales, en el
N 4-(4-3) 41 )
caso del cuadrildtero, 7 = 4, tenemos — T, " 2, para el caso del pentdgono,

5-(5—3):2:5
2

n =5, se tiene

En resumen

El razonamiento deductivo va desde lo general a lo particular.
Permite justificar un caso particular por la aplicacién de principios generales.

1.3 La deduccion: de lo general a lo particular

Una demostracion estd basada en la deduccién légica. Algunos dicen que se trata de una
cadena de deducciones. ;Qué es entonces una deduccion? Una deduccion serd la aplicacién de
una ley general a un caso particular. Por ejemplo, si sabemos que (1) “Todo rectangulo tiene las
diagonales iguales” y (2) “Todo cuadrado es un rectangulo’, podemos deducir que, en particular,
(3) “En todo cuadrado, las diagonales son iguales”.

En términos conjuntistas, esto se puede decir de la siguiente manera:
Podemos individualizar 3 familias de objetos geométricos, 3 conjuntos:
R = conjunto de todos los rectangulos
C = conjunto de todos los cuadrados
D = conjunto de todos los cuadrilateros cuyas diagonales son iguales

Con esto, la primera afirmacién dice:

(1) El conjunto R es una parte de D
Y la segunda dice

(2) El conjunto C es una parte de R
De lo que se deduce que:

(3) El conjunto Ces una parte de D.
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Esto se puede hacer atin mas evidente si utilizamos un diagrama para ilustrar estas ideas

Dénde:  D: cuadrilateros con las
diagonales iguales

R: rectangulos

C: cuadrados

Figura VI1.

1.4 Proposiciones, implicaciones y deducciones

Usaremos el término proposicion para referirnos a una afirmacién que es o bien verdadera,
o bien falsa, esto es, una afirmacion para la cual se puede verificar, en principio, su veracidad.
Por ejemplo, ‘el tridngulo AABC es equilatero” es una proposicion, también es una proposicion la
siguiente “los dngulos £ ABC, £ ACB y £ BAC son congruentes’, pues podrfamos, dado el caso,
verificar si se trata de proposiciones falsas o verdaderas.

Una implicacion es una combinacion de 2 proposiciones, de la forma “la primera implica
la segunda’, significando que siempre que la primera sea verdadera, la segunda también lo sera.
Por ejemplo “Si el triangulo AABC es equilatero, entonces los angulos £ ABC, L ACB y £ BAC son
congruentes”. Dicho de otra manera, si la implicacion es verdadera, entonces es suficiente que
ademas la primera proposicion sea a su vez verdadera para concluir (o deducir) que la segunda es
también verdadera. Esto parece ser muy adecuado para comprender las deducciones. En el ejem-
plo anterior, si la implicacién es cierta, entonces cada vez que tengamos un tridngulo equildtero
podemos afirmar que sus angulos interiores son congruentes.

Si denotamos por P la proposicion “El tridngulo AABC es equildtero” y por Q la proposicién
“los angulos £ ABC, £ ACBy £ BAC son congruentes’, entonces la implicancia “si el tridngulo
AABC es equilatero, entonces los angulos £ ABC, £ ACBy £ BAC son congruentes’, la denotamos
por P = Q.

Una implicacién P => Q falla, o es Falsa si siendo P verdadero, resulta que Q es falso. Por lo
tanto, desde el punto de vista del cumplimiento de la regla, cuando P es falso no importa. La regla
no puede ser quebrantada. En cambio, si P es verdadero, Q también debe serlo.

La implicacion se llama también proposicicn condicional, pues en ella se establece una con-
dicion P que si es verdadera permite garantizar la veracidad de la conclusién Q. Por esto, las im-
plicancias parten con un “Si” condicional. Se suelen escribir en la forma “Si..., entonces...".

En resumen

Una proposicion es una afirmacién que solo puede ser verdadera o falsa
La proposicion condicional P = Q es falsa solo si ocurre simultdneamente que la
proposicion P sea verdadera y Q falsa. En todos los otros casos, es verdadera.
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1.5 Hay muchos tipos de proposiciones

+Qué estructura (qué forma) tienen las proposiciones con las que trabajaremos? Nos inte-
resan, sobre todo, aunque no en forma exclusiva, las llamadas proposiciones categoricas y las
proposiciones condicionales.

Una proposicion categérica es una que afirma algo sobre los miembros de un conjunto, que
llamaremos conjunto de referencia.
Ejemplo
+ Todos los niimeros primos son impares.

o Laraiz de 2 es un numero irracional.

Todos los tridngulos isdsceles tienen 2 dngulos congruentes.
« Algunos tridngulos son isdsceles.
« Existe una tnica circunferencia circunscrita a un tridngulo dado.

¢ Cudl es el conjunto de referencia en cada caso? y ;qué se afirma de los elementos de
ese conjunto?

Como vimos al hablar del proceso de razonamiento inductivo, para demostrar una afirma-
cién categdrica que asegure algo sobre todos los elementos del conjunto de referencia, no basta
con probarla solo para algunos elementos. Por el contrario, si alguien quiere refutarla (o sea, de-
mostrar que es falsa), basta con encontrar un contraejemplo. Por ejemplo, si queremos refutar la
afirmacién “Todos los tridngulos son equildteros’, nos basta mostrar un ejemplo de un triangulo
no equilatero. Estas ultimas corresponden a las técnicas de demostracion que pueden resultar en
argumentos muy simples (aunque algunos contraejemplos pueden ser de una tremenda dificul-
tad). Por otro lado, si la proposicién afirma que algo es verdadero sobre, a lo menos un elemento
del conjunto de referencia, basta con probarla para alguno en particular (nuevamente, una demos-
tracién puede resultar muy simple.), pero refutarla requiere probar que para todos los elementos
del conjunto de referencia la proposicién es falsa.

Ejercicios

1. Refute la afirmacién “todos los triangulos is6sceles son equilateros”.

2. Demuestre la afirmacion "algunas circunferencias se intersectan en dos puntos’.

Una proposicion condicional corresponde a una implicacion ldgica y afirma que los valores
de verdad de 2 proposiciones estan relacionados. Esta es la forma mas comtin en que se presentan
los teoremas matemadticos. Segtin vimos, no es posible que la primera proposicién sea verdadera
y la segunda falsa. En general, escribiremos estas proposiciones en la forma: “si ..., entonces...".

Esto indica que si la primera proposicién (la que va entre el “si” y el "entonces”) es verdadera,
entonces la segunda necesariamente es también verdadera. Las 2 proposiciones involucradas en
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una implicacién reciben distintos nombres, dependiendo del contexto en que aparecen. Asi, por
ejemplo, pueden ser llamadas, respectivamente, hipdtesis y tesis, antecedente y consecuente,
premisa y conclusion, etc.

Las proposiciones condicionales son una fuente frecuente de dificultades. Sucede a menudo
que no queda claro en qué casos son verdaderas (y en cudles falsas); se confunde el valor de verdad
de las proposiciones que la constituyen con el valor de verdad de la implicacién. O més general-
mente, la conclusién pasa a tomar el rol de premisa, y la premisa, de conclusion.

Ejemplo
Consideremos la siguiente proposicién condicional:

P:“Si ABCD es un cuadrado, entonces su perimetro es 4 veces la medida de uno de
sus lados”.

Algunas conclusiones que no se desprenden de esa proposicion son:

« Sitengo un cuadrildtero ABCD cuyo perimetro mide 4 veces la medida de uno de
sus lados, entonces ABCD es un cuadrado.

« Sitengo un cuadrilatero que no es un cuadrado, entonces su perimetro no es igual
a4 veces la medida de uno de sus lados.

La primera no se desprende de la proposicién P, pues esta dice “Si ABCD es un cua-
drado..”, entonces si a priori no sé si ABCD es o no un cuadrado no puedo concluir
nada, invocando a la proposicion P.

La segunda, no se desprende de P, por la misma razén que la primera.

En este caso particular, ademds de no desprenderse de P, son falsas. De hecho, el
cuadrildtero de la siguiente figura tiene un perimetro que mide 12 cm y es igual a 4

veces la medida del lado BD.
A 2 cm B

C 4 cm D
El mismo ejemplo muestra que la segunda conclusién también es falsa.
Hay veces que una afirmacion no se desprende de una proposicién condicional, sin

embargo, eso no significa que sea falsa. Por ejemplo, consideremos la siguiente pro-
posicién Q.

Q: “Si AABC es un tridngulo isdsceles, entonces tiene 2 dngulos congruentes’. Por lo
tanto, la siguiente afirmacion no se desprende de Q.

» Si AABC es un tridngulo que tiene 2 dngulos congruentes, entonces AABC es isds-
celes.

Esta afirmacion no se desprende de la anterior, pues no supone como antecedente
que el tridngulo AABC es is6sceles; sin embargo es verdadera.
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1.5.1 Reciproca de una proposicion condicional
Consideremos una afirmacion condicional del tipo:
“Si P entonces Q.

¢Qué ocurre si cambiamos de lugar -y de rol- tesis e hipétesis, vale decir, si consideramos
la siguiente afirmacion?

“Si Q, entonces P".

A esta afirmacion la llamamos la reciproca de la afirmacion original. Por ejemplo, si tenemos
la proposicién 2 “Si un tridngulo es equildtero, entonces tiene un par de angulos congruentes” su
reciproca serfa P:"Si un tridngulo tiene un par de angulos congruentes, entonces es equilatero”.
En general si una proposicién condicional es verdadera, su reciproca no necesariamente lo es. Por
ejemplo, la proposicion P es verdadera, pero su reciproca P" es falsa.

Note que, a priori, parece haber 4 combinaciones posibles de valores de verdad, a saber: que
la proposicion original sea verdadera y su reciproca falsa, o viceversa; que ambas sean verdaderas,
0 que ambas sean falsas.

Ejercicios

1. Para cada una de las proposiciones siguientes, escriba la reciproca e indique si ella o su
reciproca son verdaderas.

a. Todo tridngulo isésceles es equilatero.
D. Siun tridngulo es rectangulo, entonces es acutangulo.

C. Si2rectas son perpendiculares, entonces se cortan en un tnico punto.

1.5.2 Proposiciones equivalentes

Una proposicion que expresa que tanto una proposicion condicional como su reciproca son
verdaderas es llamada una equivalencia® entre las 2 proposiciones que forman ambas condicio-
nales (0 sea, las que son hipdtesis en una y tesis, en la otra).

Silas condicionales que forman esta nueva proposicién son “si P entonces Q" y “si Q entonces
P’ la equivalencia entre Py Q es escrita como “Psiy solo si Q. En lugar de la frase “si y solo si”,
también se puede utilizar “Q es condicién necesaria y suficiente para P”.

* También se llama proposicidn bicondicional.
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Ejemplo

El Teorema de Pitdgoras afirma que si un tridngulo es rectdngulo, entonces la suma
de los cuadrados de sus catetos (los lados que forman el dngulo recto) es igual al cua-
drado de la hipotenusa (el lado opuesto al ngulo recto).

Por otra parte, el reciproco del Teorema de Pitagoras afirma que si en un tridngulo
se cumple que la suma de los cuadrados de 2 de sus lados es igual al cuadrado del
tercero, entonces el tridngulo es rectangulo.

Una forma de resumir estas 2 afirmaciones es la siguiente:

“Un tridngulo es rectangulo si y solo si la suma de los cuadrados de 2
de sus lados es igual al cuadrado del tercero’.

Note que la equivalencia entre Py Q es verdadera exactamente en los casos en que Py Q son
ambas verdaderas o ambas falsas, o sea, cuando ambas proposiciones tienen el mismo valor de
verdad.

Muchas de las proposiciones que nos interesan que afirman que una determinada propo-
sicién condicional (o equivalencia) es verdadera para todos los elementos de cierto conjunto. A
continuacién, damos ejemplos de proposiciones que tienen esta estructura o que pueden ser
reescritas para adaptarlas a ella.

Ejemplo
a. Dado cualquier paralelogramo, sus diagonales miden lo mismo si y solo si el
paralelogramo es un rombo.

D. Todos los triangulos rectangulos son isdsceles.

C. Dado cualquier tridngulo, el punto donde concurren las alturas es el centro de
una circunferencia tangente a los 3 lados.

d. En todo paralelogramo, las diagonales se dimidian mutuamente.

e. Dado un tridngulo arbitrario, la suma de las longitudes de 2 de sus lados es
siempre mayor que la longitud del tercer lado.

f. Los cuadrilateros que tienen 2 lados paralelos y congruentes son paralelogra-
mos.

0. Sidos circunferencias son tangentes exteriormente, entonces la distancia entre
sus centros es igual a la diferencia de sus radios.

Note que no siempre el enunciado de una de estas proposiciones contiene de manera expli-
cita la condicionalidad o equivalencia. Por ejemplo, la afirmacién (D) puede ser reescrita como
“dado cualquier triangulo 7, si T'es un tridngulo rectangulo, entonces 7 es isdsceles”. Por su parte,
(d) puede ser formulado como “dado cualquier cuadrilatero, si este es un paralelogramo, entonces
sus diagonales se dimidian mutuamente”.
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También es posible que el enunciado de la proposicién no incluya, explicitamente, palabras
como “todos” o “‘cualquiera’ o “arbitrario’: la convencién generalmente aceptada es que, si se afirma
algo acerca de un objeto sin particularizarlo (un tridngulo, un cuadrilatero, dos circunferencias),
entonces se da por sentado que nos referimos a un objeto cualquiera. Asi, los 2 dltimos ejemplos
pueden ser reescritos como proposiciones condicionales o equivalencias verdaderas para todos
los elementos de un conjunto referencial:

« En todo cuadrilétero, este tiene 2 lados paralelos y congruentes si y solo si es un parale-
logramo.

o Dadas 2 circunferencias cualesquiera, si ellas son tangentes exteriormente, entonces la
distancia entre sus centros es igual a la diferencia de sus radios.

Ejercicios

1. Reformule todas las proposiciones mostradas en el ejemplo anterior en la forma de propo-
siciones condicionales validas en un conjunto referencial (que debe quedar explicito).

2. ;Cudles de las proposiciones del ejemplo le parecen verdaderas? Trate de dar argumentos
que sustenten su posicién, en el caso de que crea que son verdaderas, o de dar contraejem-
plos en caso contrario.

1.5.3 Contrarreciproca de una proposicion condicional

A partir de una proposicién condicional del tipo “Si P, entonces Q se puede construir otra
proposicién llamada contrarreciproca’ y que corresponde a “Si no se tiene Q, entonces no se tiene
P’, 0 mas breve, “Si no Q, entonces no P". Desde el punto de vista ldgico, ambas proposiciones son
equivalentes y, por lo tanto, si una de ellas es verdadera, la otra también lo serd. No confundir con
la reciproca, que puede ser falsa aunque la proposicién original sea verdadera.

Para entender esta equivalencia, recordemos que la proposicién condicional “Si P, entonces
Q’ es falsa cuando simultdneamente P es verdadero y Q falso. Considerando ahora la contra-
reciproca “Sino Q, entonces no P, esta serd falsa cuando simultdneamente no Q sea verdadera y
no P falsa, lo que es exactamente igual a afirmar que P es verdadera y Q falsa.

En resumen

Dada una proposicion condicional original P => Q, podemos formar otras proposiciones:

+ Contrarreciproca (o contrapositiva): no Q@ = no P. Es equivalente a la original.

» Reciproca: Q = P. No es equivalente a la original.

» Equivalencia: P <> Q que corresponde a P = Qy Q = P. Esta combina la original y
su reciproca. Ambas deben ser verdaderas.

* Llamada también contrapositiva.
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1.6. Fundamentos de las demostraciones

Una caracteristica importante que exigimos a la demostracién de una proposicién para que
sea considerada vélida es que todas las proposiciones utilizadas en la argumentacion légica sean,
a su vez, verdaderas. Asi que nos gustaria que todas las afirmaciones de las que depende una de-
mostracion hayan sido demostradas previamente. Una cadena de deducciones requiere que cada
uno de sus eslabones sea verdadero.

Asi, por ejemplo, mas adelante demostraremos que el segmento que une los puntos medios
de 2 lados de un tridngulo es paralelo al tercer lado, basdndonos en propiedades de los paralelo-
gramos que habremos demostrado con anterioridad.

C

Figura VI.3.

Del mismo modo que deseamos que cada afirmacién esté basada solo en afirmaciones pre-
viamente demostradas, queremos que cada uno de los conceptos con los que trabajemos tenga
una definicién precisa, y si para enunciar dicha definicién necesitamos utilizar otros conceptos,
estos hayan sido, a su vez, previamente definidos. Asi, por ejemplo, definiremos un dngulo como
una union de dos rayos con el mismo origen, y previamente a esto habremos definido la idea de
rayo. También definiremos un poligono como una unién de segmentos que cumplen ciertas con-
diciones, y antes de esta definicién habremos definido el concepto de segmento.

Nuestras definiciones no solo hablaran de tipos de objetos, en ocasiones también deberemos
definir ciertas relaciones entre ellos. Por ejemplo, definiremos la nocién de que 2 tridngulos sean
semejantes en base a que (de acuerdo a cierto ordenamiento dado a sus vértices) sus angulos
respectivos sean congruentes, y a que las longitudes de sus lados respectivos sean proporcionales
(por supuesto, previamente a esto habremos definido las nociones de congruencia de angulos y
de longitud de un segmento).

De esta forma, nuestro razonamiento utiliza 2 tipos de elementos: por una parte, tenemos
los conceptos (objetos y relaciones) que usamos en nuestro discurso y, por otra, tenemos afirma-
ciones acerca de dichos conceptos. Nuestro ideal es que nada quede “en el aire’, ya que aspiramos
a que cada afirmacién que tenemos por verdadera sea demostrada y a que toda definicién de un
nuevo concepto esté basada solo en conceptos ya claramente definidos.

Sin embargo, una breve reflexion nos lleva a darnos cuenta de que ese ideal de definirlo todo
y demostrarlo todo es imposible de realizar, porque si le siguiéramos la pista a las afirmaciones de
las cuales depende (directa o indirectamente) una demostracion, o a los conceptos de los cuales
depende (directa o indirectamente) una definicién, jno terminarfamos nunca! Por esta razén,
llegamos a la conclusion de que, para que estos procesos de seguimiento de una demostracion o
definicién sean practicables, debemos aceptar que ciertos conceptos no sean definidos y, el que
ciertas afirmaciones no sean demostradas. Sin embargo, esta eleccion no es arbitraria, se requiere
que la cantidad de esos objetos no definidos y esas afirmaciones no demostradas sean minimas,
en cierto sentido, y consensuadas por la comunidad matematica, y que permitan desarrollar la
teoria que se pretende construir.
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1.6.1 Definiciones y conceptos primitivos

Aquellos conceptos para los cuales no daremos definiciones seran llamados conceptos primi-
tivos. Supondremos que todos entendemos lo mismo por ellos y, probablemente podamos descri-
birlos informalmente, pero no daremos una definicién formal y precisa de ellos.

Todos los demds conceptos (objetos, y/o relaciones entre ellos) seran definidos, al principio,
solo en términos de conceptos primitivos y, posteriormente, en términos de estos y de los nuevos
conceptos definidos.

1.6.2 Teoremas y axiomas

Las afirmaciones que no demostraremos, y que tomaremos como puntos de partida de nues-
tro razonamiento serdn llamadas axiomas o postulados’.

En general, tomaremos como axiomas algunas afirmaciones cuya verdad sea tan evidente
que no consideramos necesario demostrarla (por ejemplo: cada recta tiene por lo menos 2 puntos,
por 2 puntos pasa exactamente una recta, en el espacio existen al menos 4 puntos que no estan
contenidos en un mismo plano).

Otro tipo de axiomas serdan afirmaciones que, aunque su verdad no sea evidente, considera-
remos conveniente tener como base de nuestro proceso deductivo. Este segundo tipo de axioma
—cuya verdad no es evidente— nos muestra un poco el aspecto de convencion que muchas veces
aparece en la matemadtica. En muchas dreas de esta disciplina, es comun partir la discusion
con frases como “supongamos que tenemos un objeto de tipo A que satisface la propiedad P.
Entonces ... Asi, se obtiene uno o mas resultados que estan condicionados a que se cumplan los
supuestos, que juegan el rol de axiomas. Las afirmaciones que son demostradas a partir de otras
son llamadas zeoremas. Los primeros teoremas deberdn ser probados usando solo definiciones,
conceptos primitivos ya definidos, y axiomas; mas adelante se van agregando a esta lista los
distintos teoremas que iremos demostrando.

Las afirmaciones que analizaremos en nuestro estudio reciben el nombre de proposiciones.
A contar de ahora, usaremos ambos nombres indistintamente. Lo esencial es saber que una pro-
posicién es, o bien verdadera, o bien falsa.

Al estudiar proposiciones, estaremos interesados, principalmente, en su valor de verdad, vale
decir si son verdaderas o falsas.

En resumen

En una demostracién podemos recurrir a:
o Conceptos primitivos.

o Conceptos definidos previamente.

e Axiomas.

o Propiedades demostradas previamente.

® Consideramos ambas palabras como sinénimos, aunque algunos establecen sutiles diferencias entre ellas.
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Ejercicios de la seccion

1. Para calcular el 4rea de un cuadrilatero de lados a, b, ¢ y d, antiguos gedmetras egipcios

utilizaban la férmula %(a +¢) (b +d). ;Estaban enlo correcto? Compruebe la férmula para

distintos cuadrildteros, como por ejemplo: cuadrados, rectdngulos, rombos y paralelogra-
mos.

2. ;Qué puede decir, para un poligono convexo, de la suma de sus dngulos interiores o de la
suma de sus angulos exteriores? Estudie estas sumas en varios ejemplos de poligonos de n
lados, tomando por ejemplo 7 = 3, 4, 5y 6. ;Puede aventurar algunas propiedades o reglas
generales?

3. Reformule las siguientes afirmaciones en forma de proposiciones condicionales, esto es, de
la forma “Si..., entonces...".
a. Las rectas perpendiculares se intersecan.
D. 2 rectas que tienen mds de un punto en comin son iguales.
C. Lainterseccion de las alturas de un tridngulo obtusdngulo cae fuera del tridngulo.
4. Encuentre un contraejemplo, si es posible, para la siguiente regla.

4 puntos del plano siempre seran los vértices de algin cuadrildtero convexo.
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2. Primeros conceptos primitivos, axiomas y definiciones

A continuacién, indicamos los primeros conceptos primitivos, axiomas y las primeras de-
finiciones que nos permitirdn iniciar nuestro estudio deductivo de la geometria. Dado que nos
concentraremos en geometria plana, no tomaremos en cuenta los conceptos relacionados con
geometria espacial. Asi, en lo que sigue, nuestro universo es un plano.

Nuestros (primeros) conceptos primitivos son los de punto, recta y plano. Como estamos
trabajando en geometria plana, supondremos que existe solo un plano. De las rectas y el plano,
solo sabemos que son conjuntos de puntos.

Para pensar

Esta definicion fue extraida de la web.

“Una linea recta es la figura geométrica en el plano formada por una sucesién de
puntos que tienen la misma direccién”.

¢;Define esto a una recta? ;Qué falencias tiene para calificar como definiciéon?

2.1 Rectas y puntos

Como no podemos definir estos conceptos, nos conformaremos con manejar las nociones
intuitivas de ellos que desarrollamos en la primera parte.

Estamos en condiciones de dar nuestro primer axioma:

Axioma VI.1. [Punto-Recta]: 2 puntos distintos estan contenidos en exactamente
una recta.
A
B
Figura V4.

Si Ay B son puntos distintos, entonces exactamente una recta los contiene. Esa tinica recta
que los contiene es denotada por AB.

280 Geometria - REFIP



Razonamiento en geomelria

Nuestra primera definicion es:

Definicion VI. 1 2 0 mds puntos son colineales si existe una recta que los contiene. De
hecho, por el Axioma VI.1, 2 puntos son siempre colineales.

Ejemplo

Figura VL5

En la Figura VL5, los puntos 4, Dy E son colineales y los puntos 4, Cy D, también,
pero los puntos C, By D no son colineales.

: Nota: El propdsito de una definicién es introducir un nuevo término en la teorfa. Aqui, el
. término es colineales, y la definicién nos dice cudndo podemos usarlo: bajo qué condicién 2 :
: puntos o més seran llamados colineales. Antes de enunciar la definicién, ser colineales no tiene '
: significado. Es, por lo tanto, falto de sentido intentar demostrar la definicién (esta o cualquier :
: otra). Dados algunos puntos, si existe una recta que los contiene, estamos autorizados a decir
que son colineales. Pasa a ser la misma cosa ser colineales y estar en la misma recta.

Definicion VI. 2 2 rectas distintas son secantes o se intersecan, si tienen exactamente
un punto en comun.

Figura V1.6

Como se dice: ¢Intersecan o intersectan?

Como las rectas son conjuntos de puntos, también tiene sentido decir que 2 rectas se in-
tersectan, lo cual se refiere a que su interseccion es no vacia, que tienen al menos un punto en
comun. Si la interseccién estd formada por un solo punto, las rectas aludidas se intersecan y

Capitulo VI: Razonamiento en geometria 281



también se intersectan. Pero si la interseccién contiene 2 o mas puntos, ya no se intersecan, solo
se intersectan. Puede demostrarse en este tltimo caso que las 2 rectas son la misma.

Con estos primeros elementos (Conceptos primitivos, axiomas y definiciones), estamos en
condiciones de probar las primeras proposiciones geométricas.

Teorema VI.1

Si 2 rectas tienen 2 puntos en comun, entonces son iguales.

Demostracion

Llamando [/, y /, a estas 2 rectas, y llamando 4 y B a los puntos comunes, podemos
argumentar como sigue:

Segtin el Axioma V1.1, por Ay B pasa una Unica recta, AB .Por hipétesis, A y Bson puntos
de [, por lo tanto, esa tinica recta es /; = AB. También por hipétesis, A y B son puntos de
[5, por la misma razén anterior, [, = AB. De lo anterior, podemos concluir que /, = /,.(]

Comentario: Notemos que la proposicién es condicional, de la forma “si P, entonces Q", don-
de P es 2 rectas tienen 2 puntos en comin’, y Q es “las rectas son iguales’. Este método para
demostrar una proposicion es llamado método directo, pues vamos organizando la cadena de
deducciones en forma directa, desde la hipétesis (P) hacia la tesis (Q). En esta cadena tenemos
derecho a utilizar los axiomas (por ejemplo, el Axioma VI.1), las definiciones y las notaciones (por
ejemplo, la recta E) previamente introducidas. También podemos asociar nombres a objetos
que se originen en axiomas, definiciones o propiedades previas. Este es el caso de las rectas [, y
[, que resultan de utilizar el Axioma VI.1. El final de la demostracion, tradicionalmente, se indica
poniendo las letras QED, lo que proviene del latin®. Aqui utilizaremos una forma de indicarlo mas
simple: Pondremos al final solo el simbolo’[J.

Teorema Vl. 2

2 rectas distintas pueden tener a lo mds un punto en comun.

Demostracion

Llamemos /, y /, a estas 2 rectas. Si estas 2 rectas tuvieran mds de un punto en comun,
digamos, tienen al menos 2 puntos, Ay B, comunes, entonces, segin el Teorema V1.1, /,
y [, serdn iguales. Por lo tanto, si /, y [, son distintas, no pueden tener mas de un punto
en comun.

% Quod erat demonstrandum (lo que se queria demostrar).
7 Paul Halmos (1916-2006), fue un matemdtico de origen hiingaro quien introdujo su uso en matemética.
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Comentario: En esta demostracién se utilizé un método diferente al anterior, llamado método
indirecto. Lo que se hizo fue construir una cadena de deducciones partiendo de suponer que la
tesis es falsa (0 lo que es lo mismo, que su negacién es verdadera), que en este caso corresponde
a afirmar que las 2 rectas tienen mas de un punto en comun, y deducir que la hipétesis es falsa (o
que su negacion es verdadera), en este caso, que las 2 rectas son iguales. O sea, se probd la con-
trarreciproca de la proposicion original que, como vimos en la Seccién 1.5.3 es equivalente a ella.

Ejercicios

1. Reescriba el enunciado del Teorema V1.2 en forma de proposicién condicional (si,... enton-
ces ...) y demuéstrela.

2. Segtin la Definicion V1.2, ;una recta se interseca a si misma?

Definicion VI. 3 2 rectas se dicen paralelas si no tienen puntos en comun.

Hay que poner atencién en que, con esta definicion de paralelismo de rectas, una recta no
es paralela a sl misma.

Figura VI.7.

Definicion VI. 4 3 o mds rectas se dicen concurrentes si existe un punto comun a to-
das. El conjunto de todas las rectas que pasan por un punto dado es
llamado un Aaz.

|

Figura VI. 8.
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En resumen

Este primer axioma establece la relacion entre puntos y rectas: Por 2 puntos pasa una
Unica recta. En particular, 2 rectas:

« Sin puntos en comtn se llaman paralelas (Def V1.3).

+ Con un tnico punto en comun se llaman secantes (Def V1.2).

+ Con 2 0 mds puntos en comtn son iguales (Proposicién demostrada).

2.2 Distancia entre puntos, “estar entre”, segmentos y rayos

El siguiente axioma introduce la nocién de distancia entre puntos:

Axioma VI. 2 [Distancia entre puntos]: a cada par de puntos distintos le correspon-
de un tinico nimero positivo, denominado distancia entre los puntos.
La distancia entre 2 puntos A y B es denotada por AB, y satisface que
dados 2 puntos distintos Ay B, AB = BA.

Note que al enunciar este axioma no hemos definido una unidad de medida de distancias:
no hemos dicho si la distancia entre 2 puntos se mide en milimetros, kildmetros o afios luz. Solo
sabemos que existe una medida (abstracta) de la distancia entre puntos; entonces, para todos los
efectos, la distancia entre puntos es simplemente un nimero. De hecho, la nocién de distancia es
un nuevo concepto primitivo que ya conocemos en forma practica e intuitiva, pero que dotaremos
de algunas propiedades evidentes, por medio de axiomas.

El siguiente axioma nos permite asociar nimeros reales a los puntos de una recta, lo que
servird para medir las distancias entre ellos:

Axioma VL. 3 [De la recta numérica®]: dada una recta cualquiera, es posible estable-
cer una biyeccién’ entre los puntos de la recta y los niimeros reales, de
modo que la distancia entre 2 puntos cualesquiera sea el valor absolu-
to de la diferencia entre los nimeros asociados a dichos puntos.

Una forma de visualizar este axioma es considerar que toda recta puede ser vista como una
recta numérica:

-4 3

Figura VI.9

8 En muchos textos de geometria, este axioma es llamado postulado de la regla.
% Una biyeccion entre los puntos de la recta y los nimeros reales quiere decir que a cada punto de la recta le
corresponde un tinico nimero real, y a cada niimero real le corresponde un tinico punto de la recta.
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Dada una recta, este axioma asegura que podemos numerar todos sus puntos. Podemos es-
tablecer una correspondencia entre los puntos de la recta y los ntimeros reales, de modo que cada
punto corresponda con un tnico niimero real y cada nimero real, con un tinico punto. Ademads,
esta asociacion debe ser consistente con la distancia entre puntos.

Que la biyeccion sea entre la recta y los nimeros reales y no otro conjunto numérico es de
la mayor importancia. Por ejemplo, una recta que pasa por el centro de una circunferencia pasa
necesariamente por la circunferencia propiamente tal. Si la biyeccion se hiciera con los racionales,
esto ya no puede garantizarse.

Estamos en condiciones de definir algunas figuras bésicas: segmento, rayo y circunferencia.
Para las dos primeras, necesitamos previamente la nocién de “estar entre’:

Definicion VI. 5 Dados 2 puntos distintos 4, By C, decimos que B estd entre Ay C si B
estden AC yAB + BC = AC.

Figura V110

Para pensar

Considere 3 puntos 4, B, C colineales y distintos. ;Cémo descubrir, solo a partir de la
biyeccion entre esta recta y los nimeros reales cudl de ellos estd entre los otros 2 puntos?

Definicién VI.6  Dados 2 puntos distintos A y B, el segmento AB es el conjunto de pun-
tos formado por 4, By los puntos de AB que estdn entre Ay B.

Figura V111

Definicion V.7 2 segmentos ABYy CD se dicen congruentes (lo que anotamos como
AB=CD)siAB = CD.

Recordemos que, en la primera parte del libro, dijimos que 2 segmentos eran congruentes si
existia una isometria que transforma el uno en el otro. Segtin aquella definicidn, si un segmento
AB es transformado por una isometrfa en otro CD y como las isometrfas preservan distancias,
entonces AB = CD. Reciprocamente, si 2 segmentos miden lo mismo, entonces mediante una
traslacion y una rotacion se puede llevard uno al otro.
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Ejercicio

1. Dados 2 segmentos ABy CD tales que AB = CD, muestre explicitamente una estrategia para
transformar uno en el otro mediante una isometria.

Entre los puntos de un segmento, destacamos su punto medio:

Definicién V.8 El punto medio de un segmento AB es aquel de sus puntos que lo divide

en 2 segmentos congruentes. Asf, M es el punto medio de ABsiysolo
Mestden ABy AM = BM.

Figura V112

Esta definicién nos permite reconocer cual es el punto medio de un segmento. Pero, ;tendra
punto medio cualquier segmento? Aqui la intuicién nos dice con fuerza que si, pero la existencia
de un punto M que cumpla con la propiedad AM = BM debe ser demostrada.

Ejercicio

1. Sise establece una recta numérica sobre el segmento AB, de manera que a corresponda
con el punto Ay b con el punto B, demuestre que A/, el punto medio, estd en la posicién que

a+b
corresponde al promedio de a y b, es decir, en m = 5

Definicién V.9 Dados 2 puntos distintos Ay B, el rayo AB es el conjunto de puntos C
de AB tales que A no estd entre By C.

Figura VI13.

El punto 4 es llamado el origen del rayo AB.
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Ejercicios

1.

2.

Razonamiento en geomelria

Considere la recta AB mostrada en la figura siguiente. Argumente por qué el punto P no
pertenece al rayo AB, mientras que 4, B, Qy R si pertenecen a él.

R

Considere la siguiente definicion "l rayo AB es el conjunto de puntos C de AB, tales que C
estd en AB o Bestd en AC”. ;Esta definicién de rayo define el mismo objeto que la Defini-
ci6én V1.9?

Definicién VI.10  Dados un punto Py un nimero positivo r, llamamos circunferencia
de centro en Py radio r (que denotaremos por C (P, r)) al conjunto de
puntos del plano que estan a distancia r de P.

Figura VI.14.

En resumen

Una recta se puede poner en biyeccién con los niimeros reales escogiendo en forma
arbitraria el punto que corresponde con el 0.

La distancia entre 2 puntos se puede calcular como la diferencia, en valor absoluto, de los
reales correspondientes.

A partir de la nocién de distancia, se ha definido

» Lacircunferencia de centro en un punto Py radio r > 0.

* Que un punto C esté entre otros 2 puntos Ay B.

Y con esta ultima:

- Elsegmento AB.

« Elrayo 4B.

Capitulo VI: Razonamiento en geometria
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3. Construcciones con regla y compas

Las construcciones geométricas con regla y compds corresponden a un tipo particular de
figura trazada solo con el uso de una regla no graduada (sin marcas) y un compds también sin
medidas. En realidad, el fin no es el que parece, esto es, producir un dibujo, una figura. Se trata mas
bien de disefiar un procedimiento que involucre solo estos 2 elementos para producir una cierta
figura. Como aplicacién, podrian utilizarse estos procedimientos para dibujar.

Para ponernos de acuerdo acerca de la nocién de construccion con regla y compas, vamos a
detallar qué tipo de trazados se permiten y qué operaciones de trazado son validas. Denominare-
mos principios a estas operaciones bésicas.

Principio VI. 1 [De la regla]: dados 2 puntos distintos 4 y B, previamente marcados,
es posible trazar el segmento AB. Ademés, dado cualquier segmento,
es posible prolongarlo tanto como se quiera en cualquiera de sus 2
sentidos.

Este principio ideal se corresponde con una accién concreta: apoyar la regla sobre el papel
(que representa al plano), de forma que su borde recto este alineado con los 2 puntos A y B, pre-
viamente marcados en el papel, y manteniendo la regla fija en esa posicion trazar con un lpiz el
segmento que pasa sobre ambos puntos.

s

Figura VI.15.

\ N

Principio VI. 2 [Del compas]: dados 3 puntos P, Qy R (con Q # R), previamente mar-
cados, es posible trazar la circunferencia de centro en P cuyo radio es
la distancia QR (o sea, C (BQR)).

Este principio ideal se corresponde con la accién concreta siguiente: abrir el compds, de
manera que su abertura sea exactamente la que corresponde a los puntos Q y R, previamente
marcados en el papel. Luego, sin modificar la abertura, apoyar la punta del compas en el punto P,
también previamente marcado, y trazar la circunferencia que resulta. Esta circunferencia tendrd
claramente su centro en Py su radio serd QR (distancia de Q a R).

|
! ¥
i ’

°Q e R

Figura V16,
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Una construccion con regla y compds consistird en trazar rectas (segmentos o rayos) y cir-
cunferencias (o0 arcos), y en marcar puntos.

El marcado de puntos serd posible como consecuencia de intersecar 2 rectas secantes, o como
interseccion de una circunferencia con una recta o de una circunferencia con una circunferencia.
En estos tltimos 2 casos, los resultados pueden ser 2 puntos, un punto o ningin punto (inter-
seccion vacia). Por tltimo, una construccion puede iniciarse con ciertos elementos ya presentes.

Ejercicios

1. ¢Coémo podemos argumentar que un rayo, cuyo origen es el centro de una circunferencia,
la interseca en un punto?

2. ;Por qué una recta que pasa por el centro de una circunferencia la corta en 2 puntos? Explique.

3. ;Coémo argumentariamos que la recta interseca en 2 puntos a la circunferencia si en lugar
de pasar por el centro, solo sabemos que pasa por un punto interior?

Estos principios nos permiten realizar nuestra primera construccién con regla y compas.

. Construccién VI. 1. Dado un segmento AB y un rayo CD, trazar un segundo segmento
que sea congruente con AB, con uno de sus extremos en Cy el otro
extremo sobre el rayo.

En otros términos, dados un segmento AB y un rayo de origen C, encontrar un punto £ en él
tal que CE = AB.

En este caso, ya hemos marcado 4 puntos, 4, B, Cy D, y trazamos el rayo CD y el segmento AB.
El rayo y el segmento no son estrictamente necesarios, pues podemos trazarlos directamente,
segtin lo indica el Principio VI.1. Pero nos interesa concentrarnos en el aspecto esencial de esta
construccion, que consiste en trazar un segmento congruente con AB.

Solucién:

« Segtin el Principio VI. 2, trazamos la circunferencia con centro en Cy radio AB.

« Esta circunferencia corta al rayo en exactamente un punto, ese es el punto £ buscado.

o)

Figura VI.17.
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En general, se debe justificar que la construccién permite obtener la figura solicitada. En este
caso se dejard como ejercicio al lector.

Ejercicio

1. ;Cémo justificarfa que CE est4 sobre el rayo cD y es congruente con AB?

En resumen

Una construccién con regla y compas es un procedimiento, en el cual solo se permite:

» Trazar un segmento, a partir de 2 puntos marcados (Principio VI.1)

o Trazar una circunferencia, a partir de un punto marcado P correspondiente a su centro
y un radio AB, distancia entre los 2 puntos marcados A y B (Principio VI1.2)

» Obtener nuevos puntos marcados por el corte entre rectas secantes, o entre una recta
y una circunferencia, o entre circunferencias.
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4. Separacion del plano, angulos y perpendicularidad

Para acordar la forma en que mediremos dngulos, necesitaremos definir el interior del angulo
y la definicién de conjunto convexo.

Definicion VI. 11  Un conjunto de puntos se dice convexo si, dados 2 puntos distintos
cualesquiera de él, el segmento que los une esta completamente con-
tenido en el conjunto.

De las 2 figuras que se muestran a continuacion, la de la izquierda es convexa, mientras que
la de la derecha no lo es, pues el segmento que se muestra no estd totalmente contenido en ella.

Figura VI18.

Para pensar

Dados 2 conjuntos convexos, s necesariamente convexa su unién?, ;o su interseccion?

(Axioma V1.4 [Separacion de planos]: dada una recta  contenida en el plano, los
puntos del plano que no estan en / forman 2 conjuntos convexos dis-
juntos y no vacios, llamados semiplanos. Estos semiplanos tienen la
propiedad de que todo segmento con un extremo en cada uno de ellos
interseca a /. La recta / es llamada la arista de cada semiplano.

Figura VI.19.

En este axioma se introdujo un concepto primitivo, el semiplano y sus propiedades. Dada una
recta /, el plano se puede descomponer en 3 conjuntos no vacios: la recta / y los dos semiplanos
que la tienen por arista.
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Ejercicios

1. Demuestre que:

a. Toda recta es un conjunto convexo.
D. El plano sin una recta no es convexo.

C. Dada unarecta /, toda recta paralela a [ se encuentra totalmente contenida en uno de los
semiplanos que define L

(Deﬁnicién VI.12 Un dngulo es la unioén de 2 rayos distintos con un origen comun, que
no forman una recta. El origen comun de los rayos es llamado el vér-
tice del angulo, y los rayos son los lados del angulo. Si el angulo estd
formado por los rayos AB y AC, el angulo es denotado indistintamen-
te por {BAC 0 £CAB.

Figura VI.20.
: Nota: El 4ngulo extendido que estudiamos en la primera parte de este libro, segtin la Definicién :
VI.12 no es propiamente un dngulo. Euclides en su famoso libro Los Elementos no los estudié,
: pues su estudio coincide con el estudio de las rectas. En la Figura V1.21, el éngulo extendido
 serfa el angulo £ BCA, pero para Euclides eso no era un 4ngulo, no hay una abertura que es- :
. tudiar, no hay un cambio en la inclinacién, que era lo que estudiaba Euclides, la “inclinacién :
: mutua entre dos rectas’. Basados en esto hemos optado por que nuestra definicién no incluya
. 4ngulos extendidos, ni tampoco al éngulo nulo. En la Figura VI.22, el 4ngulo nulo serfa £ PQR
: que no muestra ningtin cambio de inclinacién y coincide con el estudio de un rayo. :

Figura VI21.
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P
R
Q

Figura V122,

p
Definicién VI. 13 Dado un angulo £ABC, su interior consiste en la interseccion de 2 semi-
planos: el semiplano determinado por la recta BC que contiene a A:

A
C
Figura VI.23.

Y el semiplano determinado por la recta 4B que contiene a C,

A
B L
. C
Figura VI.24.

El interior del angulo es la region marcada mas oscura en la figura

siguiente:
A
B
(6

Figura VI1.25.
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Consideremos un dngulo £ CAB.en el interior de él consideremos el punto Dy tracemos el
rayo AD como muestra la Figura VI.26.

Figura VI.26.

Entonces, tenemos los dngulos £ CAD y £DAB. Si quisiéramos asignar una medida, un ntime-
ro positivo, a los dngulos, quisiéramos que se cumpliera que la suma de las medidas de los dngulo
£ CADy £DAB sea igual ala medida del angulo £ CAB. Esa propiedad se llama la propiedad aditiva
de la medida.

Axioma VL. 5 [Medida de angulos]: a cada dngulo le corresponde un tinico niimero
positivo, menor que 180, denominado medida del dnguloy que satis-
face la propiedad aditiva. Denotamos la medida del 4ngulo formado
por los rayos PA y PB por m& APB (que es igual a m4 BPA).

Medida

Figura V1.27.

Este concepto de medida de un dngulo es el tiltimo término primitivo que vamos a requerir.
Es similar al concepto de distancia definida entre 2 puntos que forman un segmento, pero esta
vez se aplica a 2 rayos que forman un angulo.

Definicion VI. 14 Dos angulos £ABC y £ DEF se dicen congruentes (lo que anotamos
A ABC = ADEF) si m£ABC = m4 DEF.
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El siguiente axioma nos dice que, dada una recta y un punto cualquiera en ella, podemos

Razonamiento en geomelria

usar un transportador para medir los dngulos que se forman a un lado de la recta, con vértice en

el punto dado:

-
Axioma VI. 6

[Del transportador]: dado un punto P cualquiera en la arista de un
semiplano H, es posible establecer una biyeccién entre los rayos con
origen P que estdn contenidos en H o en la arista de A, y los nimeros
entre 0y 180 inclusive, de modo que la medida de cada dngulo con
vértice P formado por 2 rayos sea el valor absoluto de la diferencia

entre los niimeros asociados a dichos rayos.

)

En este momento, haremos una convencién: los dngulos los mediremos en sentido antihora-
rio, es decir, en el sentido opuesto a las manecillas del reloj, solo para evitar usar el valor absoluto

y asi simplificar algunos argumentos.

J0

/

\

o 470 160 150
\%0 10 2‘0 3 %0
\

Figura VI.28.

En la Figura V1.28, al angulo £ CAB le corresponde el ntimero 60.

Demostremos que, en la situacion descrita por el axioma del transportador, los nimeros
asignados a los rayos colineales cuya unién es la arista del semiplano son (en algtin orden) 0 y 180.

o % 90 o

N RN q00 &
2w\ |/
\\9_ »\"P !
\\’Q\ N
. L 8 \
ﬁ--...:?__.
B TR A
< 2 . >
P
Figura VI1.29.
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Sean PA y PB los 2 rayos a los que se les asigna, respectivamente, 0 y 180; estos rayos no
pueden formar un dngulo (si asf fuera, la medida de dicho angulo serfa 180 — 0 = 180, lo que no
es posible, ya que el Axioma VL5 solo permite medidas menores que 180).

Pero la tnica pareja de rayos entre los considerados que no forma un dngulo son los rayos
cuya union es la arista del semiplano (en cualquier otra pareja, los rayos no son colineales, y por
lo tanto, forman un angulo).

Construccién V.2 Dado un d4ngulo £ABC, un semiplano S con arista la recta /y 2 pun-
! tos P,y Qen, encontrar un punto R en Stal que m£ABC = m&PQR.

Figura VI.30.
Solucién:
« Con centro en Q, dibujese la circunferencia de radio AB.

« Esta circunferencia corta a la recta PQ en 2 puntos, de los cuales uno (que denotaremos
por X) estd en el rayo QP, y el otro no.

@/\/

Figura VI.31.
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« Con centro en @, dibujese la circunferencia de radio BC.
« Con centro en X, dibtjese la circunferencia de radio AC.

o Las 2 dltimas circunferencias se cortan en 2 puntos, de los cuales exactamente uno esta
en el semiplano S.

Este ultimo punto es el R buscado. La justificacion de esta construccién la veremos en el
siguiente capitulo.

Figura VI.32.

Note que esta construccién ademds mantuvo la distancia de los segmentos, es decir, AB = PQ,
AC=PRy BC= QR. Como la medida de un dngulo depende de rayos y no de la medida de segmen-
tos, es posible hacer otra construccién que copie el dngulo, pero no la medida de los segmentos.
Dejamos como ejercicio para el lector hacer alguna de esas construcciones alternativas.

Definicién VI. 15 Dado un dngulo, su bisectriz es un rayo que tiene como origen el vértice
del dngulo, que esté contenido en el interior de este y que lo divide en
2 dngulos congruentes.

Figura VI.33.

A continuacién, daremos algunos nombres que reciben los dngulos segtin su posicién y sus
medidas.
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(Deﬁnicién VI. 16 2 angulos son llamados complementarios si sus medidas suman
90. 2 angulos son llamados suplementarios si sus medidas suman
180. 2 dngulos son llamados adyacentes" si tienen el mismo vértice,
comparten un lado y la unién de sus otros lados es una recta. Dos
angulos son llamados opuestos por el vértice si al unir los 4 rayos
que los forman, se obtienen 2 rectas.

Estas definiciones nos permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema Vl. 3

Los 4ngulos adyacentes son suplementarios.

Demostracion

Primero, dibujemos 2 dngulos adyacentes, digamos £AOB y £BOC.
B

Figura V1.34.

Asi, A, Oy Cson colineales, o sea, O estd en AC. Aplicando el axioma del transportador
(tomando como P al punto 0, y como semiplano H al determinado por la recta AC que
contiene a B), sabemos que la biyeccién dada por el axioma le asigna 180 a 04 yOa oc.
Sea x el nimero asignado a OB; ast, m4£ AOB = 180 - xy m&BOC = x.Por lo tanto, se tiene
que m£AOB + m4BOC =180.

: Nota: la demostracin de este teorema es de una complejidad mayor que la de los resultados
anteriores y se ha realizado después de la introduccién de 4 términos primitivos, 19 definicio-
: nesy 6 axiomas. Es el alto precio que hay que pagar para poder ingresar al terreno de la geo-
© metrfa deductiva. A esto se referfa, seguramente, Euclides cuando le respondi6 a Ptolomeo 1.
. “Seflor, no existe un camino real para la geometria”. :

Comentario: El método de demostracién utilizado es el método directo. Se utilizaron las
hipétesis (2 dngulos adyacentes) y el Axioma VL5 (del transportador) para obtener la conclusién.
En geometria es una practica habitual el uso de una figura de referencia para fijar las ideas. Si bien
esto facilita las cosas, pues lleva la demostracion a un nivel mds concreto, introduce también un
riesgo. La figura puede llevarnos a ver que cierta propiedad se cumple, pero puede ocurrir que lo

En otras latitudes se dice que los 4ngulos forman un par lineal.
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que vemos es una particularidad del dibujo y en ningtin modo una propiedad general. La figura
solo debe entenderse como un mapa para guiar la argumentacion, pero los argumentos se deben
referir a las hipotesis que nos hemos dado, asi como a otras propiedades generales que sabemos
que son verdaderas (a saber, los axiomas y los teoremas previamente demostrados).

Demostremos, a continuacion, el siguiente teorema:

Teorema V.4

Angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Demostracion

Considérese una pareja de angulos opuestos por el vértice en la siguiente figura, por
ejemplo, la pareja formada por los dngulos 1y 3. Lo que tenemos que demostrar es que
la medida de esos dngulos es la misma.

Figura V1.35.

Ambos dngulos son adyacentes al dngulo 2 y, por lo anterior, ambos son suplementa-
rios con el angulo 2. Asi, m£1=180-m42=m43. Que es exactamente lo que debia-
mos probar. (J

Comentario: Como en el caso anterior, el método de demostracion es el método directo, y se
aprovecha la hipétesis (dngulos opuestos por el vértice) y el teorema anterior.

Definicién VI. 17 2 rectas se dicen perpendiculares si se intersecan formando dngulos
adyacentes congruentes.

Note que, por lo demostrado anteriormente, si esto ocurre, entonces los 4 angulos que for-
man las rectas al intersecarse son congruentes.

La nocién de perpendicularidad puede ser extendida a segmentos y rayos; por ejemplo, 2
segmentos se dicen perpendiculares si las rectas que los contienen son perpendiculares.

Definicion VI. 18 Decimos que un dngulo es recto si estd formado por 2 rayos perpendi-
culares.
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Ejercicio

1. Demuestre que la medida de un angulo recto es necesariamente 90.

Note que en el aula escolar esta tltima suele ser la definicién de dngulo recto. Sin embargo,
la propiedad de perpendicularidad y, por ende, la de &ngulo recto son independientes de las me-
didas. De hecho, en otros sistemas de medidas, el &ngulo recto tiene otros valores; por ejemplo

en el sistema centesimal el dngulo recto mide 100, y en radianes el dngulo recto mide T lo que
explica por qué hemos optado en este libro por la definicion dada.

De todas las rectas perpendiculares a un segmento dado, una que serd especialmente impor-
tante es su mediatriz:

Definicién VI. 19 Dado un segmento cualquiera, su mediatriz es la recta perpendicular
a él que pasa por su punto medio.

Note que preferimos el término mediatriz al de simetral, ya que el segundo, pese a estar mds
difundido en Chile, al parecer habrfa sido acufiado localmente (a partir de conceptos como ‘eje de
simetria’ del segmento), y no es muy usado fuera de nuestras fronteras. Pensando en que nuestros
futuros estudiantes y profesores estdn inmersos en un mundo globalizado, hemos decidido dar
preferencia al uso de términos mds aceptados en castellano, por sobre aquellos de uso local, para
asi facilitar el uso de fuentes alternativas a textos nacionales.

En resumen

Un dngulo es la unién de 2 rayos no colineales con un vértice comun. Segiin nuestra
definicién, la medida de un dngulo es un nimero real entre 0 y 180.

Se han demostrado los primeros 2 teoremas importantes

» Las medidas de angulos adyacentes suman 180.

» Las medidas de dngulos opuestos por el vértice son iguales.
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Ejercicios del capitulo

1. Dados unarecta/yun punto P que no estd en . Si Qy R son 2 puntos distintos sobre la recta
[, demuestre que las rectas PQ y PR son distintas.

2. Demuestre que si/y m son 2 rectas y si existe un punto 4 que estd en ambas rectas y un
punto B que esta en [y no en m, entonces [y m son secantes (es decir, tienen exactamente
un punto en comun).

3. Demuestre que la distancia entre puntos del plano verifica que:

a. AA=0
D. AB=BA
C. SiAB=0,entoncesA=B

4. DPara este problema, debe suponer que se cumple la siguiente propiedad:

Propiedad de la desigualdad triangular: dados 3 puntos cualquiera A4, By C se cumple
que AC es menor o igual que AB + BC. Esto dice que la distancia de 4 a C es menor que la
distancia entre A y B sumada con la distancia entre By C.

Usando esta propiedad y lo visto en este capitulo, pruebe que los circulos son conjuntos
CONVEXO0S.

Nota: la definicion de circulo de centro Py radio r es “todos los puntos del plano cuya dis-
tancia a P es menor o igual que .

5. Si Cesun punto del rayo 4B distinto de A, demuestre que AB=AC.

6. Muestre un ejemplo de 3 puntos colineales 4, By C, que no cumplan AB + BC = AC.

1 1
/. Demuestre que si M es el punto medio de AB, entonces AM = EAB yBM = EAB

8. Demuestre que en un poligono convexo', el angulo interior y el angulo exterior de un vér-
tice son dngulos suplementarios.

Con esto, si conoce la suma de los dngulos exteriores (lldmela s) del poligono, ;cémo puede
expresar la suma de los dngulos interiores, a partir de s y de n= nimero de vértices del
poligono?

La nocién de poligono convexo fue dada en el Capitulo II.
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I Triangulos

‘La matematica pura es, a su manera, la
poesia de las ideas logicas”

A. Einstein

Introduccion

El estudio de los tridngulos y en particular, de la congruencia de los tridn-
gulos, es el tema central de este capitulo. Se trata del poligono mds simple, no
obstante, todo poligono puede ser considerado como una union de tridngulos.
Conocer las propiedades de los tridngulos nos va a permitir entender poligonos
mas generales y sus propiedades. Ademds, serd la primera oportunidad que ten-
dremos de ver toda la bateria de axiomas y definiciones en accion, para deducir
las nuevas propiedades.

Comenzaremos el capitulo con una lista de definiciones que incluyen los
tipos de tridngulos, asi como sus elementos principales y secundarios. En la se-
gunda parte, nuevos axiomas se presentan para entregar criterios de congruencia
para tridngulos. Estos axiomas o criterios de congruencia estaban ausentes de la
geometria de Euclides, que utilizaba argumentos del tipo movimientos rigidos
de figuras. Pero los movimientos rigidos o isometrias requieren, a su vez, de un
sistema de axiomas y nociones primitivas. Con estos criterios de congruencia,
evitamos entrar en una nueva axiomatizacion (esta vez, de las transformaciones
isométricas). La tercera parte presenta y demuestra los teoremas relativos a los
tridngulos isdsceles. El primer teorema de esta parte (conocido como Pons Asino-
rum) se aprovecha como modelo de razonamiento en geometria y se revisa con
especial cuidado su demostracion. En realidad, se revisan al menos 3 demostra-
ciones alternativas. La cuarta parte trata sobre las construcciones geométricas
y su justificacion. Se muestra, entonces, la correccion de ciertas construcciones
geomeétricas. La quinta parte presenta demostraciones de ciertas desigualdades
entre los lados y los dngulos de un tridngulo. Se trata de desigualdades simples
y algunas, incluso, bastante intuitivas. Pero ya embarcados en la actividad de
demostrar estas propiedades, los argumentos no son siempre lo simple que uno
imagina. Esta parece ser una regla en matematicas, los resultados mds obvios
suelen tener las demostraciones menos evidentes.



Tridnguios

1. Definiciones

Definicion VIL. 1~ Un tridngulo es la unién de 3 segmentos, cuyos extremos estan dados
por 3 puntos no colineales. Los segmentos son llamados los lados del
tridngulo, y sus extremos, los vértices. En un tridngulo, los dngulos
formados por los lados son los dngulos interiores del triangulo.

Si los vértices del tridngulo son los puntos 4, By C, el tridngulo se denota por AABC. A con-
tinuacion definimos los distintos tipos de tridngulos, de acuerdo a diversas propiedades de las
medidas de sus lados y de sus dngulos.

A

Figura VIL1. el tridngulo AABC, de vértices A, By C: lados AB, BC y AC; y dngulos interiores
£ABC, £BCAy A£CAB.

Definicién VIL. 2  Un tridngulo es escaleno si no tiene pares de lados congruentes. Un
tridngulo es isdsceles si tiene al menos un par de lados congruentes.
Un tridngulo es equildtero si tiene todos sus lados congruentes.

A G

Figura VII.2: el tridngulo AABC es equildtero (y también isdsceles), el tridngulo ADEF
es isdsceles (pero no equildtero), el tridngulo AGHI es escaleno.

Definicion VIL. 3 Un tridngulo es acutdngulo si tiene todos sus angulos agudos. Un
tridngulo es obtusdngulo si tiene un dngulo obtuso. Un tridngulo es
rectdngulo si tiene un angulo recto.
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Figura VIL3: el tridngulo AABC es acutdngulo, el tridngulo ADEF es rectdngulo, el tridngulo AGHI es obtusdngulo.

1.1 Reflexiones sobre las definiciones

o Es comtn, en un tridngulo is6sceles, llamar base al lado diferente a los lados que sabemos
congruentes. Esto se debe a la costumbre de dibujar el tridngulo “apoyado’ en este lado.
Asimismo, los dngulos que forma la base con cada uno de los lados congruentes son
llamados dngulos basales. Esto no es de ningtin modo obligatorio y es importante notar
que podemos llamar base a cualquiera de los 3 lados de un tridngulo. Sin embargo, si no
hacemos mencion de otra cosa, llamaremos base de un tridngulo a este lado en particular.

 Note que la definicion de tridngulo isésceles que hemos dado es inclusiva, en el sentido
de que incluye a los tridngulos equilateros (de acuerdo a nuestra definicién, todo tridngulo
equildtero es isdsceles). De esta forma, un tridngulo equilatero tendra 3 bases, depen-
diendo de qué par de lados estemos considerando como congruentes en cada momento.

« A futuro, daremos definiciones inclusivas de otros conceptos; por ejemplo, nuestras defi-
niciones de rectdngulo y rombo incluirdn a los cuadrados.

+Qué nos mueve a adoptar estas definiciones inclusivas por sobre la alternativa excluyente,
definir tridngulo isdsceles como el que tiene exactamente 2 lados congruentes, o los rectdngulos
como cuadrildteros con 4 dngulos rectos?

Preferir una definicién por sobre otra, o una clase de definiciones por sobre otra, estd muy
marcado por el tipo de trabajo que se quiera hacer. Por ejemplo, si nos interesa reforzar ideas como
identificar o clasificar objetos geométricos, puede ser mds adecuado usar definiciones excluyentes.

Dado que nuestro interés aqui es enfatizar el razonamiento para descubrir propiedades de
los objetos geométricos, nos acomoda mds utilizar definiciones inclusivas; ya que con ellas se
simplifican algunos razonamientos.

Por ejemplo, al demostrar que en un tridngulo isdsceles los dngulos opuestos a los lados
congruentes son a su vez congruentes, esta propiedad queda automaticamente demostrada para
tridngulos equildteros, ya que consideramos estos como casos particulares de tridngulos isdsceles.
O al demostrar que las diagonales de un rectdngulo son congruentes, la misma propiedad se da en
los cuadrados y es consecuencia de que los cuadrados son un tipo particular de rectangulo, por lo
que no debemos demostrar esto en forma especial.
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1.2 Elementos secundarios de un triangulo

En un tridngulo, los vértices, lados y dngulos reciben el nombre de elementos principales. Es
posible identificar otros elementos en el tridngulo, que son llamados sus elementos secundarios.
Entre estos, encontramos las mediatrices de sus lados, y las bisectrices de sus dngulos, que son
llamadas mediatricesy bisectrices del tridngulo.

Ademads, definimos los siguientes conceptos:

-
Definicion VI.4  Una bisectriz de un tridngulo es la bisectriz de un dngulo interior del
tridngulo. Esto es, el rayo que tiene como punto inicial el vértice del

angulo y que lo divide en 2 dngulos congruentes. )

-
Definicion VIL. 5  Una mediatriz de un triangulo es la mediatriz de uno de sus lados.
Esto es, la recta perpendicular al lado de un tridngulo y que intersec-

ta al lado en su punto medio. )

~
Definicién VIL. 6  Una mediana de un tridangulo es un segmento que une un vértice con

el punto medio del lado opuesto. )

-
Definicion VIL. 7 Una altura de un tridngulo es un segmento que une un vértice con
un punto del lado opuesto o de la recta que contiene a este, y que es

perpendicular a dicha recta.

J

La siguiente figura ilustra un ejemplo de estos elementos secundarios. Es costumbre indicar
en el dibujo algunas propiedades geométricas, como segmentos congruentes (por una pequefia
marca que cruza cada segmento congruente),angulos congruentes (por un arco dibujado al inte-
rior de cada dngulo congruente) y segmentos perpendiculares (con un pequeno cuadrado apoyado
en el punto comtn de los segmentos perpendiculares).

i ; Mediatriz i , Mediana
N\ i Altura N\ i Bisectriz

Figura VIL4

Note que hemos llamado “mediana’ a lo que suele ser llamado, en nuestro pafs, una “trans-
versal de gravedad”. La razon para preferir el término “mediana” es que en la literatura ( fuera de
Chile) este es el nombre que reciben dichos segmentos; incluso el diccionario de la RAE asf lo
consigna.
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En Chile, ademas, se suele usar el término “mediana’ para denotar el segmento que une los
puntos medios de dos lados de un tridngulo; nosotros le llamaremos simplemente segmento medio.

En resumen

Un tridngulo estd formado por 3 segmentos (llamados lados) que comparten 3 vértices y
dan origen a 3 angulos.

Los elementos secundarios de un tridngulo son las alturas, las bisectrices, las mediatrices
y las medianas.

Ejercicios de la seccion

1. Delos 4 elementos secundarios, ;cudles permiten descomponer el tridngulo en 2 tridngu-
los? En cada caso, ;qué elementos primarios (exceptuando los vértices) son congruentes en
los 2 tridngulos de la descomposiciéon?

2. ;Qué puede decir de un tridngulo que tiene una altura que coincide con uno de sus lados?
3. Construya un tridngulo en que una mediatriz coincide con una mediana.

4. Trace las mediatrices del siguiente tridngulo.
B C

®
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2. Concepto de congruencia. Criterios de congruencia de triangulos

2.1 Definicion de congruencia de triangulos

Recordemos que en la seccion Isometrias del Capitulo III de este libro, se menciona que,
en general, la congruencia de figuras planas se define en términos de isometrias (es decir, movi-
mientos rigidos).

Las definiciones de congruencia que hemos dado hasta ahora (congruencia de segmentos,
congruencia de dngulos), en términos de sus medidas son compatibles con las definiciones ba-
sadas en isometrias. Por una parte, si un segmento puede ser transformado en otro por una iso-
metria, sus medidas serdn preservadas por dicha isometria; por otra parte, si dos segmentos
tienen la misma medida, existe una isometria (que es una secuencia de rotaciones, reflexiones y
traslaciones) que lleva a uno de los segmentos al otro, a saber:

o Una traslacién que lleva un extremo de un segmento a uno de los extremos del otro.

« Sigue una rotacion en torno al punto donde coinciden los 2 extremos, en un dngulo que
hace coincidir los rayos determinados por los 2 segmentos.

Las figuras siguientes ilustran esta secuencia de movimientos.

Figura VIL5

Para los tridngulos es posible dar una versién simplificada de la nocién de congruencia, en
términos de la congruencia de sus lados y dngulos “correspondientes” (en un sentido que aclara-
remos en breve) como sigue:

Definicién VIL. 8  Se dice que 2 tridngulos son congruentes si existe una biyeccion entre
sus vértices de modo que cada par de lados correspondientes y cada
par de dngulos correspondientes son congruentes.

Para indicar que 2 tridngulos son congruentes, usamos el mismo simbolo que para indicar la
congruencia de segmentos o de angulos, es decir, =.
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Al indicar que AABC = ADEF no solo estaremos afirmando que existe una biyecciéon como
la deseada, sino que estaremos fijando dicha biyeccién de acuerdo al orden en que se mencionan
los vértices de cada tridngulo; es decir, la notacién implicitamente determina la biyeccién como
A—D,B—EC—F.

C
F
B
E
A
D
Figura VIL.6
Asi, decir que AABC = A DEF significa que:
AB=DE £ABC = ADEF
BC = EF ABCA= £EFD
CA=FD ACAB = £FDE

Pero si AABC = ADEF no es posible concluir que AB= DF o que £ACB= £EDF.

2.2 Criterios de congruencia de triangulos

¢+ Qué necesitamos saber respecto a 2 tridngulos para convencernos de que son congruentes?
En principio, de acuerdo a la definicién, deberfamos revisar 6 pares de elementos correspondien-
tes (3 pares de lados y 3 pares de angulos), pero aceptaremos axiomas que nos dan la posibilidad
de revisar menos condiciones y aun asi tener la certeza de que los triangulos son congruentes.

Los axiomas que nos dicen que bastan estas condiciones son llamados los criterios de con-
gruencia.

En particular, aceptaremos los siguientes:

-
Axioma VII.1  [Criterio LAL (lado-dngulo-lado)] Si 2 lados de un tridngulo y el angulo
que forman son congruentes a los elementos correspondientes de otro

triangulo, entonces los tridngulos son congruentes. )

-
Axioma VIL.2  [Criterio ALA (4ngulo-lado-angulo)] Si 2 dngulos de un tridngulo y el

lado comtin son congruentes a los elementos correspondientes de otro
tridngulo, entonces los tridngulos son congruentes.

)
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Axioma VIL.3  [Criterio LLL (lado-lado-lado):] Silos 3 lados de un tridngulo son con-
gruentes a los lados correspondientes de otro tridngulo, entonces los
triangulos son congruentes.

Recordemos que, de la primera parte del libro, sabemos que 2 tridngulos son congruentes si
existe una isometria que lleva a uno de los tridngulos en otro. Es decir, si un tridngulo lo traslada-
mos, lo reflejamos o lo rotamos, o le hacemos un niimero finito de esas operaciones, el tridngulo
que resulta es congruente al inicial. O sea, el segundo tridngulo es igual al primero, solo que estd
en otra posicion.

Entonces, aparece la siguiente pregunta: si se tienen algunos datos de un tridngulo, ;serd
posible construir un tinico tridngulo (salvo isometrias') con esos datos?

Considere la siguiente actividad:

Construya un tridngulo rectdngulo cuyos dngulos agudos miden 30° y 60°. Un estudiante
podria construir el siguiente tridngulo:

% :
<

B

A

Figura VIL7.
Pero otro estudiante pudo haber construido el siguiente:

B

=

(> 4
8!

C

Figura VILS.

! Cuando decimos “salvo isometrias”, queremos significar que si dos tridngulos satisfacen las mismas condi-
ciones, entonces existe una isometria que transforma un triangulo en el otro.
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Estos tridngulos no son iguales, y no solo porque estan en diferentes posiciones, sino que,

por ejemplo, el segundo tiene mayor area que el primero. Es decir, los dngulos de un tridngulo no
determinan al tridngulo.

Otra forma de asimilar los criterios de congruencia consiste en plantearse el problema de
construir un tridngulo a partir de un ndmero limitado de elementos: palitos y dngulos. Un palito
corresponde a un lado del tridngulo y, como su largo es fijo, todos los tridngulos que construya
usando ese palito para uno de sus lados, tendrdn al menos ese lado congruente. En el caso de un
angulo es menos claro como “tenerlo’ fisicamente. Imaginemos un par de tubos que forman entre
ellos un angulo especifico y fijo, y en los cuales se pueden introducir 2 palitos (uno en cada tubo).
Los palitos estardn forzados a formar un dngulo congruente con este angulo.

A continuacién, se muestra cémo podrian ser estos elementos:
b

Figura VIL9.

Revisemos el criterio LAL, pero desde esta perspectiva. Consideremos 2 palitos de medidas
definidas y que el dngulo o entre ellos también esta definido. Al conectar los 2 palitos en el dngulo
comun, la distancia entre los otros extremos de los palitos en este éngulo queda totalmente defini-
da, es decir, la medida del tercer lado estd determinada por los datos lado-dngulo-lado y también
las medidas de los otros 2 dngulos quedaran definidas, una vez que se ponga el tercer palito en la
Unica forma posible: conectando los dos vértices libres.

Figura VIL10.

As, salvo isometrias, hay un tinico tridngulo que se puede construir si las medidas de 2 de
sus lados estan pre establecidas y el &ngulo formado por ellos, también.
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Figura VIL11.

Para pensar

Si entregan 2 palitos de diferentes largos y un dngulo para conectarlos, ;es siempre
posible completar la estructura con un tercer palito y formar un tridngulo?

Consideremos ahora un palito T de medida definida y 2 d&ngulos que se conecten en los
extremos del palito.

<

T

</

B

Figura VIL12.

Desde los extremos, parten 2 rayos que se intersectan en un tnico punto, definiendo asf el
tercer vértice del tridngulo. Este tercer vértice permite determinar el largo de cada uno de los 2
palitos adicionales. De esta forma el tercer vértice queda tinicamente determinado por aquella
informacién (el largo del segmento AB, la medida de o y la medida de B). Si denotamos por Cla
interseccion de los rayos, entonces el AABC queda totalmente determinado por esa informacion.
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1<)

N4

B

Figura VIL13.

Es decir, el Criterio ALA dice exactamente que un tridngulo del cual se conocen el largo de
un lado y los dngulos que forma ese lado con los otros 2 lados est4 tiinicamente definido, salvo

isometrias.

Para pensar

En la construccién anterior, los 2 rayos que parten desde los extremos de un palito
y formando angulos de medidas previamente determinadas o y B, ;se cruzan

necesariamente en algiin punto?
Consideremos, finalmente el siguiente problema:
Construya un triangulo cuyos lados miden 15,7; 10y 7 cm. Si se tienen palitos con esas medidas

y se une un par de extremos para formar el dngulo o, ese dngulo debe ser tal que el tridngulo se
cierre al poner el tercer palito en los extremos del dngulo formado.

Figura VIL14.
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Entonces, lo que podemos hacer es aumentar o disminuir el éngulo a hasta que la distancia
entre los extremos del dngulo coincida exactamente con la medida del tercer palito.

Figura VIL.15

En ese momento, el 4ngulo o quedard inicamente determinado y al poner el tercer palito,
los otros dngulos del tridngulo también quedardn tinicamente determinados. Es decir, existe un
tnico tridngulo (salvo isometrias) cuyos lados miden 15,7; 10 y 7 cm. Esto ocurre para cualesquiera
sean las medidas de los lados de un tridngulo; esto es, si se tienen 3 segmentos con los cuales se
puede construir un tridngulo con esas medidas, entonces tal tridngulo es tinico, salvo isometrias.
Esto ultimo es lo que dice el Criterio LLL.

Para pensar

Si se tienen 3 palitos de diferentes largos, jes siempre posible conectarlos en sus
extremos y formar un tridngulo?

El Criterio LAL requiere para su aplicacién que el dngulo esté formado por los otros 2 lados
que son conocidos. Veamos a continuacién, que sucede si no es el caso. Es decir, formulemos la
siguiente pregunta.

¢Podemos usar un Criterio LLA, para la congruencia?

Consideremos un tridngulo AABC. Vamos a construir un segundo tridngulo cuyo primer par
de lados sean congruentes con AB y BC.

Consideremos la recta L que contiene al lado AC.
A

Figura VIL16.

El 4ngulo que forma esta recta con el lado BC ser4 el tercer dato conocido. Este dngulo,

ABCA , no se encuentra formado por los 2 lados AB 'y BC, sobre los que tenemos condiciones de
congruencia. Es decir, no podemos invocar el criterio de congruencia LAL.

Construyamos ahora la circunferencia de centro en By radio AB; entonces, esa circunferencia
interseca a larecta L en Ay en otro punto D.
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Figura VIL17.

Como BD es radio de la circunferencia, entonces, BA = BDy, con esto, los tridngulos AABC
y ADBC son tales que:

AB=DB
BC=BC
m ABCA=m £BCD

m £LABC + m ADBC

Figura VIL18

Hemos construido de esta forma 2 tridngulos, AABC'y ADBC, con 2 lados y un dngulo con-
gruentes, pero el dngulo congruente del tridngulo es distinto al dngulo que forman los lados
congruentes, y estos 2 tridngulos no son congruentes. Por esta razén, no existe un criterio de
congruencia LLA.

En resumen

Los criterios de congruencia dan cuenta de lo que intuitivamente uno conoce. Esto es:

 Criterio LLL: Las medidas de los lados de un tridngulo determinan univocamente
al tridangulo, salvo isometrias.

» Criterio LAL: Las medidas de 2 lados de un tridngulo y la medida del 4ngulo entre
esos lados determinan univocamente al triangulo, salvo isometrias.

» Criterio ALA: La medida de un lado de un tridngulo y las medidas de los dngulos
que forma ese lado con los otros lados determinan univocamente al tridngulo, salvo
isometrias.
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Tridngulos

Ejercicios de la seccion

1. Un cuadrado estd formado por 4 segmentos del mismo largo, que forman 4 angulos rectos.
Demuestre que cada diagonal lo descompone en 2 tridngulos congruentes. Demuestre que
las diagonales son congruentes.

2. Enlafigura siguiente:

Se sabe que AB = CD, que AB1 BC yque DC L BC .Demuestre que AC = BD,y que AD = BC.

3. Enlafigura siguiente:

C

Se tiene que AB = AD y que BC = DC. Demuestre que los dngulos £ABC y £ADC son con-
gruentes.

4. Enlafigura siguiente:

B D

Los 4ngulos indicados cumplen o = B, y ademés BC = DC. Demuestre que el rayo AC bisecta
el ngulo £BAD.
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5. Enlafigura siguiente:

B C D

Se cumple BE = DEy, ademés, C es el punto medio de BD. Demuestre que los tridngulos
ABCA y ADCA son congruentes.

6. Enesta figura:

-
A K ¢

Se cumple AH L BC, BK L AC y HC = KC. Pruebe que los tridngulos AAHC y ABKC son
congruentes.

7. Enlafigura, el &ngulo £BCE es congruente al angulo £BAD y BC = BA.
D C

A

Demuestre que los tridngulos AABD y ACBE tienen la misma area.
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3. Propiedades basicas de los triangulos: el triangulo isdsceles

3.1. Pons Asinorum y sus consecuencias

Se puede decir que el teorema que presentamos a continuacion es el primer teorema impor-
tante de la Geometria Euclidiana, y marca el inicio de la Geometria Deductiva. Se trata de una
propiedad basica de los tridngulos isdsceles que tendrd multiples aplicaciones en la resolucién
de situaciones geométricas.

Teorema VII. 1: Pons Asinorum

En todo tridngulo isésceles, los dngulos opuestos a lados congruentes son congruentes.

De esta propiedad, algunos dirdn que es tremendamente evidente y otros pensardn “;no es
esa la definicion de tridngulo is6sceles?”. Pues no es la definicidn y, a pesar de ser muy evidente, es
una consecuencia de las propiedades y definiciones vistas hasta ahora. Se trata de un importante
teorema para el cual incluso veremos varias demostraciones posibles. Antes de dar las demostra-
ciones explicaremos nuestro plan:

Sea AABC un tridngulo isésceles, digamos que AB = BC.
C

B
Figura VIL19.

Tracemos un segmento que une el vértice del &ngulo formado por los dos lados congruentes
con el lado opuesto a €l (la base). Esto da lugar a dos tridngulos.

C

Figura VIIL.20.
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Comentario:

Nuestra estrategia, nuestro plan serd probar que estos 2 nuevos tridngulos (en la Figura
VII.20, AABD y ACBD) son congruentes, y obtener como consecuencia que los 2 dngulos
basales (en nuestro caso, £CAB y £ACB ) son, por lo tanto, congruentes.

No hemos dicho nada acerca de cémo escoger el punto D. De esta eleccién puede depender

que logremos demostrar la congruencia de los tridngulos AABD y ACBD. Entonces, preguntémonos
;como elegir el punto Dy, por lo tanto, el segmento BD?

A primera vista, tenemos muchas posibilidades, tantas como puntos tiene el segmento AC.

Sin embargo, probaremos con los elementos secundarios. Entonces, BD puede ser:

« Lamediana trazada desde B.
o La bisectriz de £ABC.

e Laaltura trazada desde B.

o La mediatriz de AC.

Un anélisis mds cuidadoso nos muestra que algunas de estas opciones no sirven para nuestro

propésito. Estudiemos cada una de ellas, por separado:

Primera demostracién: BD es la mediana trazada desde B.

En este caso, tenemos (ya que D es el punto medio de AC) que AD = DC. Ademds, tenemos

por hipdtesis que AB=BC. Asi, se cumplen las hipétesis del criterio de congruencia LLL, por
lo que los tridngulos AABD y ACBD son congruentes, de donde se desprende que £DAB es
congruente a £DCB, o lo que es lo mismo, £LCAB=A£ACB.

Segunda demostracién: BD es la bisectriz de £ABC.

En este caso, por ser BD la bisectriz de £ABC, tenemos £ABD = 4 CBD . Ademds, al igual

que en el caso anterior, tenemos (por hipétesis) que AB = BC. Asf, estan las condiciones para
ocupar el Criterio LAL, de donde concluimos que AABD = ACBD, y procedemos como en la
demostracion anterior. (J

o BD eslaaltura trazada desde B.
Si BD es la altura trazada desde B, entonces BD L AC, por lo que £ADB = £ CDB. La-
mentablemente, esto no nos sirve, ya que al unirlo con la otra informacién que tenemos

(AB = BC) no podemos concluir que AABD = ACBD (se necesitarfa un criterio de congruen-
cia LLA, que no tenemos). Hay un segundo inconveniente en este caso, y es que no tenemos

ningtin resultado que nos asegure que la altura corte el lado AC en un punto interior.

o BD es la mediatriz de AC.

Finalmente, esta idea tampoco nos sirve ahora para demostrar lo que queremos, ya que
al trazar la mediatriz de AC, no tenemos en este momento argumentos para asegurar
que dicha mediatriz pasa efectivamente por el vértice B. Por supuesto, es cierto que dicha
mediatriz pasa por ese vértice, pero no estamos aun en condiciones de demostrar esta
afirmacion.
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Asi, hemos obtenido 2 demostraciones diferentes del Teorema Pons Asinorum, basadas en
la misma idea. Trazar un segmento adicional a la figura original.

Comentario:

Esta es una de las habilidades mas dificiles de dominar para la escritura de demostraciones:
construir elementos geométricos adicionales (llamados también elementos auxiliares). En
efecto, las posibles construcciones adicionales son muchas, por lo que no podemos intentar
todas las construcciones posibles. Son probablemente la practica y los conocimientos previos
nuestros principales guias llegado el momento de requerir una construccion.

Notemos que como todo tridngulo equildtero es isdsceles, entonces 2 dngulos cualesquiera
del tridngulo equildtero miden lo mismo. El resultado reciproco también es cierto, es decir, si
un tridngulo tiene sus 3 dngulos congruentes, entonces el tridngulo es equildtero. Es decir, un
tridngulo es equildtero si y solo si sus dngulos interiores son congruentes entre si. También
podemos concluir que un tridngulo es escaleno si y solo si cualesquiera par de sus angulos
interiores no son congruentes.

Nétese que, usando cualquiera de las 2 demostraciones, hemos llegado a demostrar que los
tridngulos AABD y ACBD son congruentes, de manera que:

C

Figura VIL.21

o AABD = £ CBD, de donde BD es la bisectriz de £ABC.

« AD=DC, de donde D es el punto medio de AC, porlo que BD es la mediana trazada
desde B.

« £ADB = £BDC, de donde BD 1 AC, porlo que BD es la altura trazada desde B.

« Finalmente, por las 2 tltimas propiedades recién enunciadas, BD es una recta perpendi-
cular a AC que pasa por su punto medio, por lo que es la mediatriz de dicho segmento.

Estas 4 propiedades pueden ser resumidas en el siguiente teorema:

Teorema VlI. 2

En todo tridngulo isdsceles, la mediatriz de la base contiene a la altura, a la bisectriz y a
la mediana, trazadas desde el vértice opuesto a la base.
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Una idea diferente para demostrar el Teorema VII1, y que no requiere construcciones adicio-
nales, consiste en demostrar que el tridngulo isésceles AABC, con AB = BC, es congruente consigo
mismo, pero considerando 2 6rdenes distintos de los vértices. En la Figura VII.22, observamos
que, al considerar los 2 tridngulos AABC'y ACBA (note que el segundo tridngulo no es mds que el

primero, reflejado) tenemos:
C A

B
Figura VIL.22

Por hipétesis, AB= BC y por lo tanto BC = AB. Finalmente, por ser AC = CA, aplicando el Cri-
terio LLL, podemos concluir que los tridngulos AABCy ACBA, son congruentes, entonces, los
angulos £BAC y £BCA son congruentes. (J

Asi tenemos una tercera demostracion del Teorema Pons Asinorum

3.2 El reciproco del Teorema Pons Asinorum

El reciproco del Teorema Pons Asinorum es la siguiente propiedad:

Teorema VII. 3: reciproco de Pons Asinorum

En todo tridngulo, si 2 dngulos son congruentes, entonces los lados opuestos a dichos
angulos son congruentes, por lo que el tridngulo es isosceles.

Demostracion

Considerando los tridngulos AABCy ACBA (se retoma aqui la idea de considerar el trian-
gulo y su reflexién), vemos que ahora la hip6tesis es £ CAB= £ ACB, yla tesis es AB = BC.
Asi, tenemos por hipétesis, £ CAB= £ACB*. Por la misma razén, LACB = £ CAB®.

C A

B B
Figura VIL.23

* Se puede pensar que el angulo £CAB se refiere al triangulo de la izquierda en la Figura VIL.23 y el dngulo
K£ACB se refiere al triangulo de la derecha. Aunque sean el mismo.

* Se puede pensar que el angulo £ACB en este caso se refiere al tridngulo de la izquierda en la Figura VIL23 y
el dngulo £CAB se refiere al tridngulo de la derecha. Aunque sean el mismo.
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Finalmente, por ser AC el mismo segmento que CA, tenemos obviamente que AC =CA.

En cada una de las congruencias, el primer segmento o dngulo dado corresponde a
AABCYy el segundo a ACBA.

Las 3 afirmaciones anteriores nos permiten establecer (por el Criterio ALA) que
AABCy ACBA son congruentes, de donde se deduce que AB=CB. [J

En resumen

Un tridngulo es isdsceles si y solo si sus dngulos basales son congruentes.
En un tridngulo is6sceles se superponen la bisectriz, la mediana y la altura respecto del
vértice no basal, con la mediatriz de la base.

Ejercicios de la seccion

1. Enlafigura siguiente:

A B

Flrayo CK bisecta £ACB, ylos 4ngulos £ CAB y £ CBA son congruentes. Demuestre que los
tridngulos ACKA y ACKB son congruentes.

2. Considere la siguiente figura:

B M C

Donde M es el punto medio de BC, MK 1 AB, MH | AC y MH = MK. Pruebe que el tridn-
gulo ABAC es is6sceles.
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En la siguiente figura:

A C
Donde BD = BEy FD = FE. Demuestre que AAFC es isdsceles y AABC también lo es.

Demuestre que si M es un punto cualquiera de la mediatriz de un segmento AB, M equidis-
ta de los extremos Ay B.

Considere la siguiente figura:

4 B c D
Los puntos 4, B, Cy D son colineales. El punto £ no es se encuentra sobre la recta AD y veri-
fica que BE = CE. Pruebe que LABE y A DCE son congruentes.

Considere una circunferencia de centro 0, que contiene a los puntos 4, B, Cy D, tal que
AB = CD. Demuestre que los angulos £A0B y £ COD son congruentes.

AB

Y
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4. Algunas construcciones geomeétricas

Estamos en condiciones de demostrar la correccién de la Construccion V1.2, presentada en
la Seccién VI.2.4. Se trata de copiar un dngulo (obtener un 4ngulo congruente a) £ABC utilizando
un rayo cualquiera, PQ ., como uno de sus lados. Ms precisamente:

* Construccién VL2~ Dado un dngulo £4BC, un semiplano § con arista en la

‘ recta /, y 2 puntos P, Q en /, encontrar un punto R en S tal que !

| m& ABC=mAPQR.

Figura V1.24
Solucioén:
« Con centro en Q, dibujese la circunferencia de radio AB.

o Esta circunferencia corta alarecta PQ en 2 puntos, de los cuales uno (que denotaremos

por X) estd en el rayo QP y el otro no.

@/\/

Figura V125
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« Con centro en Q, dibtjese la circunferencia de radio BC.
« Con centro en X, dibtjese la circunferencia de radio AC.

« Las 2 tltimas circunferencias se cortan en 2 puntos, de los cuales exactamente uno esta
en el semiplano §.

Este tltimo punto es el R buscado.

Demostracion de que la solucion propuesta es correcta:

Figura VIL.26.

Por estar X en C (Q, AB), tenemos que QX = AB . El punto R est4 en la interseccién de las
circunferencias C (Q, BC) y C(X, AC), porlo que QR=BC y XR= BC . Asi, por Criterio LLL,
tenemos que los tridngulos AXQR y AABC son congruentes.

De esto se deduce que £XQR y £ABCson congruentes. Pero como XePQ, entonces
AXQR = APQR, de donde £PQR y £ABC son congruentes, como se deseaba. (J

Una version “constructiva’ de los criterios de congruencia de tridngulos la dan las siguientes

construcciones:

Construccién VIL1  Dados 3 segmentos 4B, PQ y RS, construir — de ser posible-un
tridngulo AABC tal que tenga a AB como uno de sus lados y donde
PQ=ACy RS=BC. |
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Figura VIL27.
Solucién:

Construyanse las circunferencias C (4, PQ) y C (B, RS).Si estas circunferencias no se cortan,
no es posible construir un tridngulo cuyos lados tengan como medida AB, PQy RS.

Si se cortan, sea C cualquiera de los puntos en comun, claramente el tridngulo AABC satisface
las condiciones pedidas.

£y

Figura VIIL.28.

Note que, dado 4B, la recta AB divide al plano en 2 semiplanos, y si las circunferencias se
cortan en 2 puntos, hay exactamente uno en cada semiplano.

Asi, es posible especificar en cudl de los semiplanos determinados por AB estard contenido
el triangulo.

Un caso particular de la construccién anterior el siguiente, y su realizacién es un ejercicio
para el lector.

" Construccién VIL2  Dado un segmento AB, construir un tridngulo equilétero que tenga
! a AB por lado. Si se desea, se puede especificar en cudl de los semi-
planos determinados por AB estaré contenido el tridngulo.
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Construccién VIL3  Dados dos segmentos PQ y RS y un dngulo £ TUV, construir
! — de ser posible - un tridngulo AABC, tal que AB=PQ, BC=RS y
LABC=ATUV. ‘

=
o~
v

Figura VIL.29.

Solucién:

Sobre una recta cualquiera, cépiese el segmento PQ, llamando A y B a sus extremos (ver
Construccién VL1).
\B

[

[N

v

<
[ I8
L

Figura VIL.30.

Cépiese el £TUV sobre el rayo BA, dando lugar a un rayo BD (ver Construccién V1.2).
A B

v

4
N

&
'~

v

Figura VIL31.
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Sobre el rayo BD, con extremo en B, cépiese el segmento RS, obteniendo un punto C (ver
Construccion VL1).

S
—>
V
Figura VIL32.
El AABC satisface las condiciones pedidas.
' ConstruccionVIL4  Dacos un segmento PQ y 2 dngulos £AST y £UVW, *;;;;;;;{1;{'5

- de ser posible - un tridngulo AABC tal que AB=PQ,
ABAC = ARST y £ABC = LUVW.

Q R
P
14 § . —
U
w
Figura VIL.33.
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Solucidn:

Sobre una recta cualquiera, copiese el segmento PQ, llamando Ay B a sus extremos.

R

Figura VIL.34.

Copiese el LRST sobre el rayo BA dando lugar aunrayo BD (ver Construccién VI.2).

/~

Figura VIL.35

Cépiese el LUVW sobre el rayo AB dando lugar —en el mismo semiplano en que se construyé
BD- aunrayo AE (ver Construccién VI.2).
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Figura VIL.36

Silos rayos BD y AE no se intersecan, no es posible construir un tridngulo como el pedido.

Si se intersecan, con C como punto en comun, entonces el AABC satisface las condiciones
pedidas.

Comentario:

Las construcciones geométricas tienen una utilizacion similar a los teoremas. Es decir, una
vez que una construccion se describe y se prueba que es correcta, esta construccion pasa a
formar parte de las herramientas basicas para otras construcciones. Si en alguna construc-
cién se requiere trazar un tridngulo a partir de sus 3 lados, hacemos mencién a la Construc-
cién VIL1, donde ya se describid el procedimiento. Del mismo modo, en relacién a los teore-
mas, si en un tridngulo is6sceles aparece su altura, no es necesario probar que es también la
bisectriz del angulo, basta con mencionar el Teorema VIL2.

Dos construcciones importantes son la mediatriz de un trazo y la bisectriz de un dngulo:

Construccion VII. 5 Dado un segmento AB, construir una recta que sea la mediatriz

de AB, o sea, que sea perpendicular al segmento y que pase por su
punto medio.
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Solucién:

Construya las circunferencias C (4, AB) y C (B, AB).

Figura VIL.37.

Estas circunferencias se cortan en 2 puntos, sean ellos Py Q. La mediatriz buscada es la
recta w

Figura VIL38.
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A continuacion, probaremos que la construccion anterior es correcta:

Teorema Vll. 4

Larecta PQ, obtenida con la construccién anterior es efectivamente la mediatriz del seg-

mento A_B.

Demostracion

En la Figura VIL.39, considérense los tridngulos APAQ y APBQ. Por construccion, se tiene
que AP=BP=AQ=BQ=AB.

Figura VIIL.39.

Entonces, AP = BP, AQ=BQ ycomo PQ es un lado del triangulo APAQy APBQ, se tiene
(por Criterio LLL) que los tridngulos APAQ y APBQ son congruentes. De lo anterior, se
desprende que £APQ= ABPQ , donde Fd es la bisectriz de £APB.

Figura VIL40.

Como el tridngulo AAPB es isosceles, pues AP = BPy PM es bisectriz, entonces PM esla

mediatriz de AB, por Teorema VIL. 2. [J
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Ahora, mostramos la construccion de la bisectriz de un angulo:

Solucién:

Elija arbitrariamente una medida r > 0y construya la circunferencia C (0,r). Llame Qy Palos
puntos donde dicha circunferencia corta a los rayos 04 y OB, respectivamente.

B

-

v
hN

g
Figura VIL41.

Construya un triangulo equilétero, que tenga por lado a PQ y que esté contenido en el se-
miplano opuesto al que contiene a O (ver Construccién VIL.2). Sea R el tercer vértice de este
triangulo, entonces:

B R
p
0 »A
Q] 7
Figura VIL42.
Elrayo OR es la bisectriz buscada.
B N

Figura VIL43.
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Teorema VIl. 5

Elrayo OR obtenido con la construccién anterior es efectivamente la bisectriz del £ A0B.

Demostracion

En la Figura VIL.44, considérense los tridngulos AOPR y AOQR. Por construccién, APQR
es equilétero, porlo que PR = QR; ademas, como OP = 0Q = r, se tiene que OP = 0Q, y OR
es un lado comun a los tridngulos AOPRy AOQR.

B

Figura VIL.44.

Lo anterior nos lleva a concluir (Criterio LLL) que AOPR y AOQR son congruentes, de

donde £POR = £QOR, por lo que OR esla bisectriz de LAOB. O

Ahora que tenemos varias construcciones bésicas y que ademds sabemos por qué funcionan,
daremos algunos ejemplos de nuevas construcciones.

Ejemplos
1) Dada una recta / y un punto P fuera de ella, construyamos una perpendicular a /

que pase por P.
Solucién:

Con centro en P, trdcese una circunferencia con un radio suficientemente grande
para tener 2 puntos en comun con la recta /. Sean A y B estos puntos.
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El tridngulo AAPB es isésceles (PA = PB), por lo que la mediatriz de AB pasa
por P, por Teorema VIL.2. Asi, para construir la perpendicular pedida basta con
aplicar la construccion de la mediatriz de ese segmento (ver Construccién VIL3).
Alternativamente, como la mediatriz y la bisectriz se superponen en un triangulo
isdsceles, podemos en lugar de contruir la mediatriz, construir la bisectriz del 4ngulo

£APB.

Es un ejercicio para el lector completar la construccion.

2) Dada una recta / y un punto P en ella, construyamos una perpendicular a / que

pase por P.
Solucidn:

Con centro en P, tracese una circunferencia con un radio cualquiera. Esta circun-
ferencia cortard a / en 2 puntos. Sean A y B estos puntos.

Asf, AP = BP, por lo que P es el punto medio de AB, de donde la perpendicular pe-
dida no es més que la mediatriz de AB, por lo que solo resta aplicar la construccién
de la mediatriz de ese segmento (ver Construccion VIL3).

Es un ejercicio para el lector completar la construccién.

En resumen

En esta seccion se vio:

» Como construir la mediatriz de un segmento y la bisectriz de un dngulo.
» Cémo construir un tridngulo, a partir de cada criterio de congruencia.
» Como trazar una perpendicular a una recta, que pase por un punto dado.
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1.

Tridnguios

Construya y demuestre: sean 4, B, Cy D los vértices de un cuadrado. Trace una circunferen-
cia que pase por los 4 puntos.

A partir de una circunferencia previamente trazada (No se ha marcado ni su centro, ni un
radio), construya su centro y demuestre que su construccion es correcta.

Dados un segmento AB y un punto C fuera de él. Construya un tridngulo que tenga como
vértices a Ay a C,y que como una de sus alturas tenga a AB . ;Cuantos tridngulos con esas
condiciones se pueden construir?

C

B

Dados dos segmentos AB y CD, construya un tridngulo no rectdngulo que tenga alturas de
medidas ABy CD. ;Cuéntos tridngulos con esas condiciones se pueden construir?

D

L
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5. Desigualdades en el triangulo

Las propiedades que se van a demostrar en esta parte corresponden a desigualdades entre
angulos y lados de un tridngulo. La presentacion de estas desigualdades sigue un orden muy cui-
dadoso, avanzando desde las propiedades més débiles, es decir, aquellas que hacen afirmaciones
muy “timidas”, hacia propiedades mds potentes, con afirmaciones mas contundentes.

Un concepto bésico en lo que sigue es el de éngulo exterior.

Definicién VIL9  Dado un tridngulo, llamamos dngulos exteriores a los que son adya-
centes con los dngulos interiores.

T

Figura VIL45.

Note que un tridngulo tiene 6 4ngulos exteriores y estos son congruentes de a pares (por ser
opuestos por el vértice). Quizds una de las propiedades mds conocidas de los dngulos exteriores
es la siguiente:

La medida de cada dngulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de las medidas de los 2
dngulos interiores no adyacentes.

Esta propiedad la demostraremos en el siguiente capitulo, pues por ahora nos faltan herra-
mientas para hacerlo, por lo que nos conformaremos con demostrar las siguiente propiedad mas
“débil:
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Teorema VII. 6: desigualdad del angulo exterior

En todo tridngulo, la medida de cualquiera de los dngulos exteriores es mayor que la
medida de cada uno de los dngulos interiores no adyacentes a él.

Demostracion

Consideremos un tridngulo cualquiera AABC. Témese un punto D en la prolongacién de
AB y ademés D no estd entre Ay B. Asi, £DBC es un dngulo exterior del AABC.

C

Figura VIL46.

Sea M el punto medio de AB,y sea E en el rayo CM tal que CM = ME.

C F

Figura VIL47.

Por Criterio LAL, se tiene que AAMC = ABME. Por lo tanto, tenemos que
£BAC = AMAC = LMBE. Como ademés £MBE = A DBF (por ser estos opuestos por el

vértice), tenemos que £ BAC = £ DBF. Sin embargo, como BF est4 en el interior de £ DBC
se tiene:

m&BAC = m&£DBF <m£DBC

O sea, el angulo exterior £DBC es mayor que el dngulo interior no adyacente
£BAC.O
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Por supuesto, demostrar que m£DBC > m£ACB y que los otros 4ngulos exteriores son mayo-

res a los dngulos interiores no adyacentes se hace de forma andloga. Es un ejercicio para el lector
dar los detalles.

El teorema anterior tiene consecuencias muy importantes, algunas de las cuales indicamos

a continuacién:

Teorema VIl. 7

En todo tridngulo, la suma de las medidas de 2 dngulos interiores cualesquiera es menor
que 180°.

Demostracion

Considérese el tridngulo AABC de la Figura VIL.48. Probaremos que
mA&ABC + m4ABCA <180°.

C

Figura VIL48.

Para ello, prolénguese 4B, y se obtendra el angulo exterior £ CBD.
c

Figura VIL49.
Por la desigualdad del angulo exterior, tenemos m« CAB < m£ CBD; por lo tanto,
mA&ABC + m&£CAB < m&£ABC + m£CBD =180 . (J
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Una consecuencia inmediata de este teorema es la siguiente:

Corolario VIL.1 ~ Siun tridngulo tiene un dngulo interior recto u obtuso, entonces sus
otros 2 angulos son agudos.

Es decir, un tridngulo tiene a lo mds un dngulo recto y a lo més un dngulo obtuso. Tampoco
puede ocurrir que un tridngulo tenga un angulo recto y, a la vez, un dngulo obtuso. Recordemos
que nuestra definicion de tridngulo obtusdngulo era: “Un tridngulo es obtusangulo si tiene un
angulo obtuso’; y el Corolario VIL1 afirma que la definicién “Un tridngulo es obtusangulo si tiene
solamente un dngulo obtuso’ es equivalente a la anterior. Lo mismo ocurre con un tridngulo rec-
tangulo, es decir, la definicién “Un tridngulo es rectdngulo si tiene solamente un angulo recto” es
equivalente a la dada en la Definicion VIL3.

Ahora intentaremos ver alguna relacion entre la medida de un dngulo interior de un tridngulo
y la medida del lado opuesto a dicho dngulo. Consideremos un triangulo equildtero, como el de
la Figura VIL50.
c

Figura VIL50.

Lo que haremos ahora es mover el vértice C de tal forma que el &ngulo £ACB sea mayor que
en el caso del tridngulo equildtero.

¢ C
/0\‘ ¢
/\ 4 2 A-/.\-B
A B

Figura VIL.51

Lo que parece ocurrir, es que a medida que crece el &ngulo £ACB, manteniendo fijos los pun-
tos Ay B, los lados AC y BC se hacen cada vez mas pequefios en comparacion con AB. De igual
forma, los otros 2 dngulos interiores se hacen cada vez mas pequerios. Es decir, el dngulo LACB
es el de mayor medida y su lado opuesto también es el de mayor medida.

Pensemos en lo mismo, pero ahora haciendo crecer uno de los lados. Partamos de nuevo con
el tridangulo equildtero de la Figura VIL.50 y hagamos crecer el lado AB, manteniendo el vértice C
en el mismo lugar.
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Figura VIL52.

En este caso, el &ngulo £LACB es mayor que los otros dngulos. Esto que vemos intuitivamente
es cierto en general y lo presentamos en el siguiente teorema.

Teorema VII. 8: a mayor lado se opone mayor angulo

Si en un tridngulo un lado es mayor que otro, entonces el dngulo opuesto al primer lado
es mayor que el dngulo opuesto al segundo lado.

Demostracion )
Sea AABC un tridngulo en el que AC > AB.
Demostraremos que m&£ABC > mAACB. ¢
B
Figura VIL53
A

Sea D en el rayo AC tal que AD = AB. Por ser
AC > AB, D est4 entre Ay C, por lo que BD c
estd en el interior de £ABC y £ADB es un

angulo exterior al tridngulo ABCD.

B
Figura VIL54

Asi, tenemos que:

« m{ABC >m4ABD (yaque BD esta en el interior de £ ABC.

o m£LABD =mAADB (ya que AABD es is6sceles).

o mAADB>mAACB (por ser £ADB un dngulo exterior al tridngulo ABCD).
Combinando estas 3 desigualdades, concluimos que m«£ABC >m4£ACB .
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El Teorema VIL9 que presentaremos a continuacion es la proposicion reciproca del Teorema
VILS, es decir, si en un tridngulo un dngulo es de mayor medida que los otros 2, entonces el lado
opuesto a aquel dngulo es el de mayor longitud.

Teorema VII. 9: a mayor angulo se opone mayor lado

Sien un tridngulo un dngulo es mayor que otro, entonces el lado opuesto al primer angu-
lo es mayor que el lado opuesto al segundo dngulo.

Demostracion

Sea AABC un tridngulo en el que m£ABC > m£LACB. Demostraremos que AC > AB.
A

B
Figura VIL55
En efecto, consideremos las magnitudes AC y AB. Hay 3 posibilidades™:
« AC=AB
o« AC<AB
o« AC>AB

De estos 3 casos, en el primero se tendria (por Teorema VIL.1 Pons Asinorum) que
mAABC =m&ACB ,lo que no puede ser por hipétesis. En el segundo caso, aplicando el
Teorema VIL8 se tendria m£ABC > m&£ACB 1o que tampoco puede suceder, por hipdtesis.

En otras palabras, las primeras 2 posibilidades son inconsistentes con nuestra hipétesis de
que m&LABC <m&£LACB, por lo que deben ser descartadas. Esto nos deja como verdadera
alaunica opcién posible, que es la conclusion deseada, es decir AC > AB. [J

Como sabemos, en un tridngulo rectdngulo solo existe un dngulo interior que es recto y los
otros dos dngulos son agudos. Es decir, en un tridngulo rectdngulo el lado opuesto al angulo rec-
tangulo tiene una medida mayor que los otros dos lados. Lo mismo ocurre en el caso del tridngulo
obtuséngulo: el lado opuesto al éngulo obtuso es el de mayor medida.

“ Por la Ley de Tricotomfa, que se analiza en el Capitulo II del libro de Algebra de esta coleccién.

Capitulo VII: Triangulos 341



342

Definicién VIL. 10  En un tridngulo rectdngulo, el lado opuesto al dngulo recto se llama
hipotenusa, y los otros 2 lados son los catetos.

La ultima conclusién de la desigualdad del dngulo exterior es la llamada Desigualdad

Triangular, que dice que si 4, By C son 3 nimeros positivos, tales que A + B > C, entonces no
existe un tridngulo cuyos lados midan 4, By C.

Teorema VII. 10: desigualdad triangular

En todo tridngulo, la suma de las longitudes de dos lados cualesquiera es mayor que la
longitud del tercer lado.

Demostracion

Considérese un tridngulo cualquiera AABC, donde el mayor de los lados es BC.
Demostraremos que AB + AC > BC.
4 c

Figura VIL56

En efecto, prolonguese BA en direccién de Ay se encontraré un punto D en el rayo BA, tal

que AD = AC.
D

Figura VIL57

Vemos que m4 BDC = m& ACD (por ser AACD isésceles), y m& ACD < m& BCD (ya que AC
estd en el interior de £ BCD).

Asi, en el tridngulo ABCD, tenemos m&BDC <m4£BCD, de donde (por Teorema
VIL.9 ) BD > BC. Pero, por construccién, BD = AB + AD = AB + AC, de donde se concluye
que AB+AC> BC.[J
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En resumen

Desigualdades principales en un tridngulo

« Un angulo exterior es mayor que un angulo interior no adyacente
» Las medidas de 2 dngulos interiores suman menos que 180°.
» SiAes el dngulo opuesto al lado a, y B el 4ngulo opuesto al lado b entonces
A es menor que B siy solo si a es menor que b.
» En todo tridngulo, la medida de un lado es menor que la suma de las medidas de los
otros 2 lados (desigualdad triangular).

Ejercicios del capitulo

1. Demuestre que dado un punto P fuera de una recta /, es imposible que en / haya mas de 2
puntos que estén todos a la misma distancia de P.

2. Demuestre que dado un punto P fuera de una recta /, existe un punto Q en / cuya distancia

a P es la menor posible. ;Qué relacion hay entre las rectas / y PQ? La distancia PQ es la
distancia entre el punto Py la recta . ;Es posible encontrar un punto en / cuya distancia a
P sea la mayor posible?

3. Demuestre que en todo cuadrildtero convexo el perimetro es mayor que la suma de las 2
diagonales.

4. Demuestre que en todo cuadrilatero convexo el perimetro es menor que el doble de la suma
de las 2 diagonales.

5. Enun tridngulo AABC, el punto D esta sobre AC, de manera que BD es bisectriz del dngulo
£ ABC. Pruebe que AB > AD.

6. En un tridngulo AABC, el punto D esta sobre AC y se tiene, ademds, que AB=DB. Pruebe
que AB =BC.

~

En la siguiente figura

A D

Donde BI 1L AC, D] L AC, BC = AD y AJ = IC. Demuestre que los tridngulos AAIBy ACJD
son congruentes.
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I Paralelismo y cuadrilateros

“[El Universo] estd escrito en lenguaje matematico y los ca-
racteres son tridngulos, circulos y otras figuras geomeétricas, sin
las que es humanamente imposible entender una sola palabra;
sin ellas, uno vaga desesperadamente por un oscuro laberinto...”

Galileo

Introduccion

En este capitulo, se estudiardn algunas propiedades de las figuras geométri-
cas simples, a saber, cuadrildteros. Aqui se incluird un nuevo axioma, conocido
como el Quinto Postulado de Euclides o, simplemente, el “axioma de las parale-
las”. Este axioma nos permitird obtener nuevas propiedades de los triangulos,
cuyo estudio se inicid en el capitulo anterior.

En la Seccion 1 se estudia un nuevo tipo de demostracion, la demostracion
por contradiccion. En la Seccidn 2 se estudia una configuracion muy particular
formada por 3 rectas, 2 rectas que son cortadas por una tercera recta transver-
sal. Se introduce luego el axioma de las paralelas, que es foco de innumerables
disputas acerca de su necesidad (muchos intentos de demostrarlo terminaron
en un fracaso) y su intenso andlisis permiti6 abrir la puerta que conduce hacia
las geometrias no euclidianas (o geometrias de espacios curvos). En todas estas
geometrias alternativas, el axioma de las paralelas es reemplazado por alguna
variante. En nuestro caso de la geometria plana, podremos caracterizar apro-
vechando este axioma, rectas paralelas a partir de los dngulos que se forman al
cortar una tercera recta (una transversal). En la Seccion 3 se examinan algunas
consecuencias del axioma de las paralelas; en particular, obtendremos el valor de
la suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridngulo. En la Seccién
4 se estudia un cuadrilatero muy particular, el paralelogramo, y se encuentran
diversas caracterizaciones para él. Finalmente, en la Seccion 5 se estudian teo-
remas de concurrencia de elementos secundarios del tridngulo, esto es, demos-
traremos que las tres alturas de un triangulo pasan por un mismo punto, las tres
bisectrices pasan por un mismo punto, las tres mediatrices pasan por un mismo
punto y las tres medianas de un tridngulo pasan por un mismo punto.



Paralelismo y cuadrildteros

1. Demostraciones por contradiccion

Una técnica comun para demostrar afirmaciones en matemdtica, distinta de las utilizadas
hasta el momento, es la de demostracion por contradiccion, o demostracion por reduccion al absurdo.

La linea argumental es la siguiente: suponemos que la afirmacién P, que buscamos de-
mostrar, es falsa. Usando la falsedad de P como premisa, llegamos a demostrar o a deducir una
segunda afirmacion Q, y sabemos por propiedades previas, que su negacion es verdadera. Es de-
cir, logramos probar que una afirmacion Q es verdadera y que su negacién también lo es (una
contradiccion). Como esto es imposible, pues no podemos tener contradicciones en matematica,
entonces la afirmacién P que habfamos supuesto falsa, no puede ser falsa (de serlo, obtenemos
una contradiccién), y por lo tanto es necesariamente verdadera.

Un ejemplo de demostracion por contradiccién, que es clasico dentro de las demostraciones,
es la demostracion de la irracionalidad de la raiz cuadrada de 2.

Ejemplo

Laraiz cuadrada de 2 es un niimero irracional.
Aqui la proposicién P es: “la raiz cuadrada de 2 es un nimero irracional”.
Demostraciéon: Supongamos que lo que queremos demostrar, P, es falso. O sea, su-
pongamos que existe un racional s > 0 tal que s* = 2.

, . . m .
Por ser s un niimero racional, puede ser escrito como s = —, conmy nprimos entre
sI (o sea, sin factores comunes aparte del 1). Asi, la proposicién Q: “m y r son primos
entre si’, es verdadera.
Dado que §* = 2, tendriamos m* = 2r? por lo que m® es par, y por ende m es par.

Pero entonces m? serfa divisible por 4, por lo que 27* también es divisible por 4, y por
lo tanto, n* serfa par y n seria par.

Sin embargo, que m y n2 sean pares dice que la proposicién “m y r no son primos entre
s”, la negacién de Q, es verdadera; asi hemos obtenido una contradiccién.

Esta contradiccion nos lleva a concluir que nuestra suposicion inicial, “existe un ra-
cional s > 0 tal que s* = 27, tiene que ser falsa. Es decir, es verdadero que “no existe un
racional s > 0 tal que s* = 2", 0 mds directamente, “la raiz cuadrada de 2 es un nimero
irracional”.

Se cree que esta demostracion fue descubierta por Hipaso de Metaponto, discipulo de Pitdgo-
ras, y cuenta la leyenda que, al descubrir Hipaso esta demostracion durante un viaje en barco, en-
tusiasmado le comunic esto a sus condiscipulos, quienes como premio jlo arrojaron por la borda!

Sucede que este resultado contradice uno de los dogmas de los pitagéricos, a saber, que todas
las magnitudes que aparecen en la naturaleza (y en particular en la geometria) son conmensura-
bles, o sea, dadas 2 magnitudes del mismo tipo existe una unidad comun que estd contenida un
numero entero de veces en cada una de ellas. Justamente, este resultado indica que la diagonal
del cuadrado y uno de sus lados tienen medidas inconmensurables.

Capitulo VIIl: Paralelismo y cuadrilateros 345



346

2. Rectas intersecadas por una transversal

Recordemos la definicién de paralelismo ya presentada en el Capitulo VI.

Definicién VI. 3 2 rectas se dicen paralelas si son disjuntas, o sea, si no tienen puntos
en comun. Si 2 rectas son paralelas, lo denotaremos por el simbolo
en caso contrario, usaremos el simbolo )/( .

s

Esta definicién es solo valida en el plano. Para el caso de rectas en el espacio tridimensional, la
condicién de ser disjuntas no asegura el paralelismo y, en ese caso, se debe exigir adicionalmente
que ambas rectas sean coplanares, esto es, que estén contenidas en un mismo plano'. En todo lo
que sigue, todos los objetos geométricos referenciados (puntos, rectas, segmentos, circunferencias,
etc.) estardn siempre contenidos en un mismo plano, que llamaremos ‘el plano”. Notemos, ademas,
que con esta definicion, una recta no es paralela a s misma. Esto puede variar de un autor a otro,
y de un libro a otro.

Definicion VIIL. 1~ Sean /  y /, 2 rectas distintas y sea 7' una recta que interseca a
ambas en 2 puntos distintos, Pen / y Q en [, diremos que Tes una
transversal a las rectas [ y [,.

Las propiedades mds importantes de rectas intersecadas? por una transversal tienen que ver
con que dichas rectas sean o no paralelas. Asi, en esta seccién estudiaremos condiciones en que
podemos asegurar que las rectas cortadas por la transversal son paralelas (condiciones suficientes
para el paralelismo de estas), y mas adelante en este capitulo estudiaremos consecuencias del
paralelismo de dichas rectas (o sea, condiciones necesarias para que las rectas sean paralelas).

Un error frecuente al estudiar rectas cortadas por una transversal es hacer la suposicion
(consciente o inconsciente) de que dichas rectas son siempre paralelas, aunque es facil ver que
este no es el caso (revisar Figura VIIL1).

Dadas 2 rectas cortadas por una transversal, nos fijaremos en los pares de dngulos que se
forman entre las rectas y la transversal. De estos pares de dngulos, no nos interesan aquellos en
los que ambos dngulos tienen el mismo vértice, ya que en ese caso o los dngulos son opuestos
por el vértice (y por lo tanto congruentes) o adyacentes (y por lo tanto suplementarios). Asi, por
ejemplo, en la figura siguiente, nos interesan parejas de dngulos formadas por un éngulo tomado
entre 1,2, 3y 4,y otro tomado entre 5,6, 7y 8.

! Las rectas disjuntas que no son coplanares son llamadas alabeadas.
? También diremos “rectas cortadas por una transversal”.
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Figura VIIL1: 2 rectas cortadas por una transversal.

Los dngulos que se forman en la situacién descrita son divididos en internos (si estdn “entre”
las rectas cortadas por la transversal) y externos (si no); as, en la Figura VIIL1 los dngulos 3,4, 5
y 6 son internos, mientras que los 1, 2, 7 y 8 son externos.

También distinguimos entre angulos “a cada lado de la transversal”. Por ejemplo, en la misma
figura, los dngulos 2, 3, 5y 7 estdn a un lado de la transversal, mientras que 1,4, 6 y 8 estan al otro
lado®.

Usando esta distincién, podemos clasificar los pares de &ngulos mas utilizados.

o Un par de dngulos formados por la transversal en cada una de las rectas [ y  se dicen al-
ternos, si estan uno a cada lado de la transversal. Dentro de esta categoria, distinguiremos
las siguientes clases de pares de dngulos:

Alternos internos si ademds de ser alternos, ambos dngulos son internos. Asi, en la Figura
VIIL1, los dngulos 3 y 6, asi como los dngulos 4 y 5, son pares de dngulos alternos internos.

Alternos externos: si ademds de ser alternos, ambos dngulos son exteriores. Asf, en la Figura
VIIL1, los dngulos 2 y 8, asi como los dngulos 1y 7, son pares de dngulos alternos externos.

« Si 2 dngulos formados por la transversal en cada una de las rectas /, y / no son alternos,
diremos que estan “al mismo lado de la transversal”. Dentro de esta categoria, distingui-
remos las siguientes clases de pares de dngulos:

Angulos correspondientes si ademas de estar al mismo lado de la transversal, uno es interior
y el otro es exterior. Asi, en la Figura VIIL1, los pares de dngulos 2y 5,1y 6,3y7,y4y8
son correspondientes.

% En este caso, podrfamos decir que los primeros estdn “al lado izquierdo” y los otros “al lado derecho” de la
transversal. En otros casos, quizds sea mejor hablar de dngulos “sobre” y “bajo” esta.
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Angulos internos del mismo lado: si ademds de estar al mismo lado de la transversal, ambos
son interiores. Asi, en la Figura VIIL1, los pares de 4ngulos 3 y 5, y 4 y 6 son internos del
mismo lado.

Angulos externos del mismo lado: si ademds de estar al mismo lado de la transversal, ambos
son exteriores. Asi, en la Figura VIIL.1, los pares de dngulos 2 y 7, y 1 y 8 son externos del
mismo lado.

2.1 Condiciones suficientes para que las rectas sean paralelas

El teorema bésico de esta seccion es el siguiente:

Teorema ViIl. 1

Sean [,y [, 2 rectas cortadas por una transversal 7. Si un par de dngulos alternos internos
son congruentes, entonces /, y Z, son paralelas.

Gréficamente, silos dngulos o y B de la Figura VIIL.2 son congruentes, entonces podemos
concluir que las rectas /, y Z, son paralelas. Lo mismo se concluye siy y & son congruentes.

Figura VIIL2.

Demostracion

Sean [, y [, 2 rectas como en la Figura VIIL3, supongamos que 2 dngulos alternos inter-
nos, digamos £3 y £6, son congruentes.

Como debemos demostrar que /, I L, supondremos que esto es falso, o sea que /, J/( L, Si
logramos llegar a una contradiccion, habremos logrado nuestro objetivo.
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Bajo la suposicién de que J/I/ l,,ambas rectas deben tener un punto comun R. Suponga-
mos que dicho punto se encuentra en el mismo lado de la transversal que £3.

Entonces, se forma un tridngulo APQR, donde 43 es un dngulo interior y £6 es un dngulo
exterior no adyacente a £3 (ver Figura VIL.2).

Figura VIIL3.

Asi, por hipGtesis, sabemos que m£3 = m£6 y, por otro, lado sabemos que m«3 < m£6,
pues la medida de un dngulo exterior es mayor que la medida de cualquier dngulo inte-
rior no adyacente (Teorema VIL6). Asi, hemos llegado a una contradiccion, lo que prue-
ba que nuestra suposicién —que /, y [, no son paralelas— es imposible. Esto completa la
demostracién.(J

Comentario:

En esta demostracion, la contradiccion se forma a partir de la proposicién Q correspondiente
a“m&3+# mA£6” que es verdadera (se probd que m«3 < m46).Y por hipdtesis se sabe que
m&3 = m46. Esta es entonces la contradiccién buscada.

Para pensar

JPor qué no es demasiado particular suponer que los dngulos alternos internos
congruentes son £3y £6? ;Qué ocurriria si en lugar de esto los dngulos congruentes
fueran £4y «£5?

Del mismo modo, cuando supusimos que las rectas / y /, se encontraban en un punto R,
este podria haber estado hacia el otro lado de la transversal. ; Por qué no es tampoco
demasiado particular?

Cuando en una demostracion hay varios casos que, si bien son distintos, pueden ser tratados
de la misma manera (cambiando pequefios detalles), es costumbre mencionar que decidimos
analizar solo uno de dichos casos “sin pérdida de generalidad”.

Otra forma de expresar la misma idea es analizar uno de los casos y después mencionar que
el o los otros casos se tratan de manera analoga.
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Asi, en nuestra demostracion anterior, podriamos haber dicho:

“Sin pérdida de generalidad, supondremos que /, y Z, se cortan del lado de la transversal que
contiene a £3”.

Otra forma de decir lo mismo seria:

“Silas rectas [ y [, se cortan del lado de la transversal que contiene a £3, entonces...; el caso
en que dichas rectas se cortan del otro lado es andlogo’.

Una variante del Teorema VIIL1 es la siguiente:

Teorema ViII. 2

Sean [,y [, 2 rectas cortadas por una transversal 7. Si un par de dngulos correspondientes
son congruentes, entonces /, y , son paralelas.

A primera vista, parecerfa que necesitamos demostrar este teorema por contradiccion, de
manera similar a como demostramos el Teorema VIIL1. Sin embargo, es posible dar una
demostracion mas sencilla.

Demostracion

Supongamos que en la Figura VIILI se tiene £2 = £5 (los demds casos son andlogos).
Entonces, por ser £4 opuesto por el vértice con £2, tenemos £4 = £2 = A5, de lo que
concluimos que £4 = 5.

Asf, tenemos 2 dngulos alternos internos (a saber, £4 y £5) congruentes, por lo que —
aplicando directamente el Teorema VIIL1— obtenemos que /, || .0

Ejercicios

Demuestre el siguiente teorema:

Teorema VIIL3. Sean / y [, 2 rectas cortadas por una transversal 7. Si un par de dngulos
alternos externos son congruentes, entonces /, y , son paralelas.

Demuestre el siguiente teorema:

Teorema VIIL4. Sean [ y [, 2 rectas cortadas por una transversal 7. Si un par de dngulos inter-
nos del mismo lado entre los que se forman son suplementarios, entonces / y /, son paralelas.
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2.2 El postulado de las paralelas

Note cémo todos los teoremas de la seccién previa tienen la forma “si ocurre alguna condi-
cién entre los dngulos que forman las rectas con la transversal, entonces las rectas son paralelas’.

O sea, todos estos teoremas hablan de condiciones suficientes para que las rectas dadas
sean paralelas. Para poder obtener conclusiones a partir del hecho que las rectas sean paralelas,
se requiere un axioma adicional. Quizds el axioma (o postulado) mds famoso de la Geometria
Euclidiana: este es llamado el “Quinto Postulado’, o “postulado de las rectas paralelas”.

Hoy en dia, formulamos este postulado de la siguiente forma:

Axioma VIII.1 ~ Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y solamente una
recta paralela a ella.

Esta no es la redaccion de Euclides, sino una redaccién equivalente debida a Proclo’. Origi-
nalmente, Euclides formulé su postulado como sigue:

“Si una recta, cortando a otras dos, forma los dngulos internos a una misma parte menores
que 2 rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontraran de la parte en que
los dos angulos son menores que dos rectos’.

¢Por qué los griegos fueron tan reticentes a aceptar este postulado?

Parte del problema es que, en su redaccion original, el postulado habla de que 2 rectas se
cortardn ‘en algdn punto’. Pero eso puede pasar muy lejos. Los griegos le tenfan espanto a hablar
de cosas que ocurrieran ‘en el infinito’. Véase por ejemplo el comentario de Proclo:

“La afirmacion de que como convergen mas y mas, a medida que se prolongan, llegaran
alguna vez a encontrarse, es una afirmacion verosimil, pero no es necesaria a falta de un ar-
gumento que pruebe que esto es verdad acerca de las lineas rectas. Pues el hecho de que haya
algunas lineas que se aproximan indefinidamente, pero permanecen sin tocarse, por mas
improbable y paraddjico que parezca, también es cierto y estd completamente comprobado
en relacion con lineas de otro tipo. ;Por qué en el caso de las rectas no es posible lo mismo
que ocurre con las lineas mentadas?”

Alo largo de la historia, muchos matemaéticos (Proclo, Girolamo Saccheri, Omar Khayam,
etc.) intentaron demostrar el postulado de las paralelas a partir de los otros.

En el siglo XIX, Nikoldi Lobachevski, Janos Bolyai, y Bernhard Riemann publicaron trabajos
en los que mostraban que, suponiendo que el postulado era falso, podian construirse nuevas geo-
metrias, que fueron llamadas geometria eliptica y geometria hiperbdlica.

Esta ultima fue usada por Einstein para modelar el universo, en su Teoria de la Relatividad.

* Proclo fue un filésofo griego neoplaténico (410-485 d.C.).
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2.3 Condiciones necesarias para que las rectas sean paralelas

El postulado de las paralelas nos permite demostrar los reciprocos de los teoremas demos-

trados en la Seccion 2.1, vale decir, propiedades que satisfacen las rectas paralelas cortadas por
una transversal. El teorema bésico de esta seccion es el siguiente:

Teorema VlIl. 5

Si 2 rectas paralelas / y [, son cortadas por una transversal, entonces los pares de
angulos alternos internos que se forman son congruentes.

Gréficamente, este teorema dice que si las rectas / y [, de la Figura VIIL.4 son paralelas,
entonces los dngulos 41y £2 son congruentes. Se concluye lo mismo con el otro par de
angulos alternos internos.

Demostracion

De nuevo, recurrimos a una demostracion por contradiccion.

Supongamos que /, [ I, y que la recta transversal T forma dngulos alternos internos
£1y £2no congruentes (ver Figura VIIL4).

\

—
~

i 4

A

Figura VIIL4.

Sabemos (por el Axioma VL6, del transportador y la Construccién VI.2) que es posible
trazar una recta que pase por el punto Py que forme con 7' un dngulo congruente con el

angulo £2.

A

Figura VIILS.

Asi, por el Teorema VIIL1, tenemos que /, debe ser paralela a ..

De este modo, por el punto P pasan 2 rectas que son paralelas a [, a saber, / y /.. Pero esto
contradice el postulado de las paralelas, ya que entonces por P no habria una tnica recta
paralela a /.. Con esta contradiccion, se termina la demostracion.[]
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Este teorema nos permite demostrar el siguiente resultado.

Teorema VIII. 6

Si 2 rectas paralelas / y [ son cortadas por una transversal, entonces los pares de angulos
correspondientes que se forman son congruentes.

Gréficamente este teorema dice que si las rectas /, y /, de la Figura VIIL5 son paralelas,
entonces los dngulos £1 y £2 son congruentes. Se concluye lo mismo con el otro par de
angulos correspondientes.

Demostracion

Aligual que al demostrar el Teorema VIIL.2, no necesitamos repetir toda la demostracion
del teorema anterior.

Sean [, y I, 2 rectas paralelas cortadas por una transversal 7, y sean £1y £2, 2 dngulos
correspondientes formados entre ellas. Sin perder generalidad, podemos suponer que
dichos dngulos son como los mostrados en la Figura VIIL5.

Y

Q /2

12
Figura VIIL5.

Pero entonces, el &ngulo £3 es opuesto por el vértice con A1, y, por lo tanto, segtin el Teore-

maVIL2 £3=«1.
T
A

A
\

~

A

Y

Figura VIIL6.

Por otra parte, £3 y £2 son alternos internos entre paralelas, y entonces, por el Teorema
VIIL5 tenemos que £3 = £2.

De las 2 dltimas congruencias de dngulos se desprende que £1 = £2.0J

En resumen

Dadas 2 rectas cortadas por una transversal, estas rectas serdn paralelas si y solo si
un par de dngulos alternos internos son congruentes, o también si un par de dngulos
correspondientes son congruentes.
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El Teorema VIIL6 esté diciendo que si tenemos 2 rectas paralelas /, y /, y una transversal m
a ellas dibujadas en un papel, y luego superponemos las rectas /, y /, de forma tal que el punto de
interseccion entre /, y m y el punto de interseccion entre , y m coincidan, entonces los pedazos
de recta m que quedaron después del corte se ven como una recta continua.

Figura VIL7.

Lo cual no ocurre en el caso de que las rectas / y /, no sean paralelas.

Figura VILS.
Ejercicios

1. Considere 4 rectas y suponga que /, y , son paralelas, que Z, y /, son paralelas, y que /, no es
paralelaa

Suponga ademds que el dngulo £ EBA mide 140°. Determine la medida de los dngulos £ BAC,
LACEy £CEB.
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2. Suponga que/ y [, son paralelas. Muestre que los tridngulos AABC'y ADEC tienen sus 4ngu-
los interiores congruentes.

3. Considere un tridngulo AABC'y tracemos la tnica recta paralela a AB que pasa por C, a
saber, la recta DF, y extendamos los segmentos BC y AC.

B

a. Dé un argumento para afirmar que los dngulos £ CBA y £ ECD miden lo mismo.
b. Dé un argumento para afirmar que los dngulos £ FCG y £ BAC miden lo mismo.
4. Demuestre el siguiente teorema:

Teorema VIIL7. Si 2 rectas paralelas /, y /, son cortadas por una transversal, entonces los
pares de dngulos alternos externos que se forman son congruentes.

5. Demuestre el siguiente teorema:

Teorema VIIL8. Si 2 rectas paralelas / y /, son cortadas por una transversal, entonces los
pares de dngulos internos del mismo lado que se forman son suplementarios.
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3. Consecuencias del postulado de las paralelas

El postulado de las paralelas tiene varias consecuencias interesantes. En esta seccién, de-
mostramos algunas de ellas.

Teorema Vill. 9

En todo tridngulo, la suma de las medidas de sus dngulos es 180°.

Demostracion

Sea AABC un triangulo cualquiera. Por el postulado de las paralelas, sabemos que existe
una recta / paralela a AB que pasa por C (ver Figura VIIL9). De hecho, el postulado nos
dice que esta recta es tinica, aunque aqui no necesitaremos la unicidad.

C

A
Figura VIIL9.

= ¢

Asi, en el punto Cse forman los dngulos £1y £2,y tenemos que £1= £BACy £2= LABC:
en ambos casos gracias al Teorema VIIL5.

C
1 2

A

[So]

Figura VIIL10.

Como m £1 + mAACB + m&£2 = 180°, tenemos:
mABAC + m&AACB + m&AABC =m4&1 + m£LACB + m£2 =180°.0J

En el caso particular del tridngulo equildtero, tenemos que todos sus dngulos interiores son
congruentes, digamos que la medida de uno (y de todos) de sus angulos es a, entonces:

o+o+a=30=180°

Por lo tanto, el éngulo interior de un tridngulo equildtero mide 60°. Esto nos permite hacer
algunas construcciones.
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Ejemplo

Rotemos un punto P en torno a 0 en un angulo de 30°. Tomemos un punto Oy un
punto P distintos. Tracemos la circunferencia de centro Oy radio OPy la circunfe-
rencia de centro Py radio OP, y denotemos por A una de las intersecciones de esas
circunferencias.

Notemos que el tridngulo APOA es equilétero, por lo tanto, el dngulo £POA mide 60°.
Entonces, ahora nos basta trazar la bisectriz de ese angulo. Como todo tridngulo equi-
latero es isdsceles, nos basta trazar la mediatriz del segmento AP (Teorema VIL2).

A

A

Denotemos por P’el punto de interseccion entre la mediatriz (ver Construccion VIL3)
y la circunferencia de centro 0y radio OP. El punto P’es la imagen de P al aplicarle
una rotacién de 30° en torno a O.
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A continuacién presentaremos 2 consecuencias del Teorema VIIL:

Teorema VIIl.10

En todo poligono convexo® de n lados, la suma de las medidas de sus dngulos interiores
es (n - 2)180°.

La demostracién es un ejercicio para el lector.

Teorema VIII. 11: criterio de congruencia LAA

Dados 2 tridngulos cualesquiera, si 2 dngulos y un lado cualquiera de uno de ellos son
congruentes a los elementos correspondientes del otro tridngulo, entonces los tridngu-
los son congruentes.

Demostracion

Dados AABCy ADEF 2 triangulos en que 2 angulos de AABC son congruentes alos éngulos

correspondientes de ADEF, y un lado de AABC es congruente al lado correspondiente de
ADEF.

Sin perder generalidad, supongamos que £ ABC = A DEFy £ ACB = £ DFE. Entonces,
mA BAC =180 — (m4 ABC + m£ ACB) = 180 — (m& DEF + m£ DFE) = mA EDF,
por lo que £ BAC= £ EDF.

B E

A D
Figura VIII 11.

Asi, tenemos la congruencia de todos los pares de dngulos, por lo que si agregamos la
congruencia de un par de lados correspondientes, estamos en condiciones de aplicar
directamente el Criterio ALA, y en consecuencia, AABC = ADEF. ]

Notemos que al decir que 2 tridngulos tienen 2 dngulos congruentes y como la suma de los
angulos interiores de un tridngulo es 180°, estamos diciendo que sus 3 dngulos son congruentes.

El siguiente teorema es una version mas fuerte del Teorema VIL6, el cual afirmaba que en
todo tridngulo la medida de cualquiera de los dngulos exteriores es mayor que las medidas de cada
uno de los dngulos interiores no adyacentes a él.

% No enunciamos esta propiedad para poligonos cualesquiera, ya que si un poligono no es convexo, entonces
uno de sus angulos interiores mide mas de 180°.
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Teorema Vill.12

En todo tridngulo, la medida de un dngulo exterior es igual a la suma de las medidas de
los éngulos interiores no adyacentes.

Demostracion
En un tridngulo AABC cualquiera, prolénguese AB para obtener el dngulo exterior £ DBC.
C

Figura VIIL12.

Sabemos que m«£ DBC = 180 - mA ABC (ya que ambos dngulos son adyacentes).

Pero como la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180 (por Teorema VIIL.9)

se tiene que:
180 = m«£ BAC + m£ ACB+ m£{ ABC

Por lo que
mA DBC =180 - m&£ ABC = (m£ BAC + m£ ACB + m£ ABC) - m£ ABC
=m&BAC+m£LACBO
Teorema Vill. 13

Si 2 rectas distintas son paralelas a una tercera, entonces son paralelas entre si.

Demostracion
Sean /.1,y 3rectas tales que ||,y 1, || L.
Sil, M/ L, entonces / y [, tendrfan un punto en comtn, digamos P.

Pero entonces P es un punto fuera de Z, por el que pasan (al menos) 2 paralelas a dicha
recta, lo que contradice el postulado de las paralelas. (]

En resumen

El postulado de las paralelas permite demostrar importantes resultados, por ejemplo,
que la suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°.
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Ejercicios de la seccion

1. Considerando la figura y los datos en ella, ;cudnto mide el dngulo £LADC?

A

D

35° 25°

2. Lafigura EHGF es un cuadrado. Determine el valor de x.

3. Considere la circunferencia de centro O que tiene inscrito un tridngulo, donde uno de sus
lados es un diametro de la circunferencia.
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Este ejercicio tiene como meta mostrar que el tridngulo AABC es rectangulo en C. Para ello,
trazaremos el radio OC.

a. Muestre que los tridngulos ABOC y ACOA son isdsceles.

I=)

b. Si el angulo £ COB mide o, entonces muestre que £ OCB mide 90 -

C. Siel d&ngulo £ COA mide B, entonces muestre que £ ACO mide 90 -

B

2

N o

(. Demuestre que la suma (90 - g) + (90 - ) es igual a 90.

2

e. Demuestre que el dngulo £ ACB es recto.

Demuestre el siguiente teorema:

Teorema VIIIL.14. Si una recta interseca a una de 2 rectas paralelas, entonces interseca a la
otra.

Demuestre el siguiente teorema:

Teorema VIIL16. En todo tridngulo, 2 mediatrices cualesquiera se intersectan.

Indique como realizar la siguiente construccion:

Construccion VIIL1. Dada unarecta / y un punto P fuera de ella, construir la recta paralela
a/que pasa por P.

Dado Py O puntos distintos, construya la rotacién de P en torno a O en un angulo de 120°.
Construya un tridngulo rectangulo, donde uno de sus dngulos mida 30°.

Demuestre que la suma de los dngulos exteriores de un tridngulo es 360°.
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4. Paralelogramos

Recordemos que un cuadrildtero es un poligono de 4 lados. Dicho de otra forma, es la unién
de 4 segmentos determinados por 4 puntos entre los cuales no hay 3 colineales, y de modo que
los segmentos se encuentren solo en los extremos, y que cada segmento se interseque con exac-
tamente otros 2. Los puntos que determinan los lados son llamados los vértices del cuadrildtero.

Aligual que en los tridngulos, en un cuadrildtero se forman dngulos interiores y dngulos
exteriores.

Dos lados que comparten un vértice son adyacentes; y 2 lados sin vértices comunes se llaman
opuestos.

Dos dngulos interiores que comparten un lado son consecutivos, y en caso contrario se llaman
opuestos.

4.1 Clasificacion de los cuadrilateros

Dependiendo de si un cuadrildtero tiene o no pares de lados paralelos (y cudntos), recibe uno
de los siguientes nombres:

Paralelogramo: si tiene 2 pares de lados paralelos.

K
C
E H
B J
D 1 L
) F G
Figura VIIL12: paralelogramos.
Trapecio: si tiene exactamente un par de lados paralelos.
H ¢
K
c, B ;
E
L
b »
4 1

F
Figura VIIL13: trapecios.
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Trapezoide: si no tiene pares de lados paralelos.

B F

~e

Figura VIIL.14: trapezoide.

Los paralelogramos son los mds ricos en propiedades, asi que en los apartados siguientes
nos concentraremos en ellos.

4.2 Propiedades de paralelogramos

A continuacién, estudiaremos solo algunas propiedades de los paralelogramos. Dividiremos
estas propiedades en 2 grupos: en primer lugar, veremos varias condiciones necesarias para que
un cuadrildtero sea paralelogramo, es decir, condiciones que todo paralelogramo necesariamente
cumple; en segundo lugar, revisaremos algunas condiciones suficientes para que un cuadrildtero
sea paralelogramo.
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4.2.1 Condiciones necesarias para que un cuadrilatero sea un paralelogramo

Teorema Vlll. 15

En todo paralelogramo, los dngulos opuestos son congruentes y los dngulos consecutivos,
son suplementarios.

Demostracion

Consideremos un paralelogramo y denotemos las medidas de los dngulos interiores del
mismo como o, B, yy 8, como en la Figura VIIL15.

A C
/y //
o
A & D

Figura VIIL15.

Consideremos las rectas paralelas AD y BC cortadas por la transversal AB (y por la
transversal CD), también consideremos las rectas paralelas AB y CD cortadas por la

transversal BC (y por la transversal AD).

/ L

4
=
=<

\

™
™

Figura VIIL16.

Por el Teorema VIIL8, podemos afirmar que o + 8 = 180° y que o + = 180°. De donde se
deduce que B = 8. Por la misma razén, 3 + y =180° o + B = 180°, de donde se deduce que
a = v. Por lo tanto, los dngulos opuestos son congruentes y los dngulos consecutivos son
suplementarios. (J

Ahora probaremos un teorema que da cuenta de la congruencia de pares de lados en un pa-
ralelogramo.
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Teorema Vill.16

En todo paralelogramo, los lados opuestos son congruentes.

Demostracion

En la Figura VIIL.17, hemos dibujado el paralelogramo ABCD con la misma notacién para
los dngulos interiores que en la Figura VIIL.15. Ademds trazamos la recta AC que es una
transversal alas paralelas ABy CD. Por lo tanto y = w y x = z(por Teorema VIIL5). Entonces

los triangulos ACAB y AACD son congruentes por Criterio ALA, pues AC = CA (de hecho
son iguales), entonces AB = CD y BC = DA. Lo cual termina con nuestra demostracién. [J

A

7 /

Figura VIIL17

4.2.2 Condiciones suficientes para que un cuadrilatero sea paralelogramo

Lo que haremos en esta subseccién es demostrar los reciprocos de los teoremas anteriores.

Teorema Vill. 17

Sien un cuadrildtero ambos pares de lados opuestos son congruentes, entonces el cuadri-
latero es un paralelogramo.

Demostracion

Sea ahora ABCD un cuadrildtero cualquiera en que ambos pares de lados opuestos son
congruentes, tracese en él la diagonal AC.

D C

Figura VIIL18.
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Por hipétesis, AB=CD y BC = DA. Ademés, AC = CA, por lo que —usando el criterio de
congruencia LLL— obtenemos que AABC = ACDA. De esto se deduce que £ BAC= £ DCA,
de donde resulta que (Teorema VIIL1) AB|| CD.

Que BC || DA se demuestra en forma anéloga. [J

Teorema VII.18

Si en un cuadrildtero ambos pares de dngulos opuestos son congruentes, entonces el cua-
drilétero es un paralelogramo.

Demostracion

ABCD es un cuadrilétero en el que ambos pares de angulos opuestos son congruentes, y
donde se ha trazado la diagonal AC (ver Figura VIIL19).

L]

Figura VIIL19 £ABC= £CDAy £BCD = £DAB

Por tener AABCy AACD congruentes los dngulos £ ABCy £ CDA, respectivamente, tenemos
que m&£BAC + m& BCA = m& CAD + m£ ACD. Pero, por hipétesis:

mA BAC + mA CAD = m£ BAD + mA BCD = m£ BCA + m£L ACD.

Delo que se desprende (resolviendo un pequeio sistema de ecuaciones) que £ BAC= £ ACD,
lo que implica (Teorema VIIL1) que AB||CD. Que AD || BC se prueba en forma analoga.(]

Teorema VIIl.19

Si en un cuadrilatero un par de lados son congruentes y paralelos, entonces el cuadrild-
tero es un paralelogramo.

La demostracion es un ejercicio para el lector. Terminaremos esta seccién con la siguiente
propiedad:
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Teorema VIII. 20

Un cuadrildtero ABCD es un paralelogramo si y solo si sus diagonales (es decir, los seg-
mentos AC y BD de la Figura VIIL21) se dimidian mutuamente.

Demostracion
Sea ABCD un cuadriltero cualquiera, tracemos sus diagonales, y sea P el punto en comtin

entre ellas.
C

Figura VIIL.21

Entonces, debemos demostrar 2 afirmaciones por separado:

e Sien ABCD las 2 diagonales se dimidian (o sea, si P es el punto medio de ambas),
entonces ABCD es un paralelogramo.

e Si ABCD es un paralelogramo, entonces sus 2 diagonales se dimidian.

En efecto:

« Supongamos primero que las diagonales de ABCD se dimidian, o sea, que PA = PC
y PB = PD. Entonces, los tridngulos AAPB y ACPD son congruentes (LAL)®, por lo
que AB=CD.

De forma analoga se demuestra que BC = AD, de donde se concluye (Teorema VIIL20) que
ABCD es un paralelogramo.

« Supongamos ahora que ABCD es un paralelogramo.
Entonces £APB= ACDPy £BAP = £DCP (Teorema VIIL5).
Ademés, AB = CD (Teorema VIIL18), de donde (Criterio ALA) APAB = APCD.

Pero entonces AP=CP y BP = DP, por lo que P es el punto medio tanto de AC como de
BD, o sea, sus diagonales se dimidian.[]

® Nétese que comparten un 4ngulo opuesto por el vértice.
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En resumen

Un cuadrilatero es un paralelogramo (es decir, sus 2 pares de lados opuestos son
paralelos) si y solamente si se cumple alguna de las condiciones siguientes:

+ Las diagonales se dimidian.
» Los 2 pares de lados opuestos son congruentes.
» Los 2 pares de dngulos opuestos son congruentes.

» Unpar de lados opuestos son congruentes y paralelos.

Que los dngulos opuestos de un paralelogramo sean congruentes, dice que si tenemos un
paralelogramo de papel y lo doblamos de forma de hacer coincidir 2 de sus bordes.

\ ...... \_/4 Doblar

Figura VIIL22. Figura VIIL23.

Y ahora lo doblamos en el otro sentido, hasta hacer coincidir sus bordes.

Figura VIIL.24.

Entonces podemos observar que los dngulos coinciden, en un esquema se ve como lo mues-
tra la Figura VIIL.25.

Figura VIIL25.
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4.3 Tipos especiales de paralelogramos
Definimos ciertos tipos especiales de cuadrilateros:
o Un rombo es un cuadrildtero con 4 lados congruentes.
o Un rectdngulo es un cuadrilatero con 4 ngulos rectos.
« Un cuadrado es un rombo en el que al menos un angulo es recto.

Note que no damos, como parte de la definicién, que un cuadrado tiene sus 4 dngulos rectos.
Eso serd demostrado posteriormente, como un teorema que se deduce, entre otras cosas, de la
definicion.

Alternativamente, es posible definir un cuadrado como un rectangulo con 2 lados adyacentes
congruentes.

Tampoco incluimos en la definiciéon que rombos, rectdngulos y cuadrados son paralelogra-
mos; esto también se deduce a partir de las definiciones y teoremas de las secciones anteriores.

Note que, explicitamente, la definicién de cuadrado dice que el cuadrado es un tipo especial
de rombo.

A continuacion presentamos teoremas que permiten caracterizar a los cuadrilateros ante-
riores como paralelogramos, con ciertas condiciones adicionales.

Teorema VIIl.21

Un cuadrildtero es un rectdngulo si y solo si es un paralelogramo con diagonales con-
gruentes.

Demostracion

Supongamos primero que ABCD es un rectangulo.

D C

Figura VIIL26

Entonces, como ambos pares de dngulos opuestos son congruentes (json todos rectos!),
ABCD es un paralelogramo (Teorema VIIL21).

Asi, AB=CDy BC = AD (Teorema VIIL18).
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De esta forma, y gracias al Criterio LAL, es posible demostrar que AACD = ADBA, de donde
AC = BD, o sea, las diagonales son congruentes.

Para demostrar el reciproco, supongamos ahora que ABCD es un paralelogramo y que
AC = BD. Por ser paralelogramo, AD = BC (Teorema VIIL18) y, por lo tanto, (Criterio LLL)
AACD = ADBA, por lo que £BAD = £CDA. De manera similar se puede demostrar que

AACD = ADBA = ACAB = ABDC
De donde:
AADC= ADAB= ACBA= ABCD

Entonces, ABCD es un cuadrilatero con 4 dngulos congruentes. Como las medidas de estos
angulos son todas iguales, y deben sumar 360°, cada d&ngulo debe medir 90°, o sea, ser recto.
Pero, entonces, ABCD es un rectangulo.(J

Teorema V.22

Un cuadrildtero es un rombo si y solo si es un paralelogramo con diagonales perpendicu-
lares.

Demostracion

Supongamos primero que ABCD es un rombo.

D C

Figura VIIL27.

Entonces, como ambos pares de lados opuestos son congruentes (de hecho, todos los
lados son congruentes), ABCD es un paralelogramo (Teorema VIIL.20). Ademas, el punto O
dimidia las diagonales (Teorema VIIL.23).

Como todos los lados son congruentes, los puntos By D equidistan de Ay C, por lo que BD
debe ser la mediatriz de AC (Teorema VIL2). Pero, entonces, AC L BD, que es lo que se

queria demostrar.
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Para demostrar el reciproco, supongamos ahora que ABCD es un paralelogramo y que
AC L BD. Por ser paralelogramo, tenemos que A0 =0C y BO = 0D (Teorema VIIL18), y
podemos demostrar por Criterio LAL que
AAOB=ACOB=ACOD = AAOD
De donde se desprende que
AB=BC=CD=DA,
O sea, ABCD es un rombo.[]

Ejercicio

Demuestre el siguiente teorema:

Teorema VIIL.23. Un cuadrildtero es un rombo si y solo si es un paralelogramo en el que cada
diagonal es la bisectriz de 2 dngulos opuestos.

En resumen

Las siguientes equivalencias se pueden usar como definiciones alternativas:

« Un cuadrildtero es un rectdngulo si y solamente si es un paralelogramo cuyas
diagonales son congruentes.

» Un cuadrildtero es un rombo siy solamente si es un paralelogramo cuyas diagonales
son perpendiculares

« Un cuadrildtero es un rombo siy solamente si es un paralelogramo cuyas diagonales
son las bisectrices de los dngulos opuestos.

» Un cuadrilatero es un cuadrado si y solo si es un rectangulo y un rombo a la vez.

Un asunto que podemos observar es que las medidas de los lados de un paralelogramo no
determinan al paralelogramo, lo que si pasaba en el caso de los tridngulos (2 triangulos que tienen
sus lados congruentes son congruentes). En el caso de los paralelogramos no es cierto que si 2 pa-
ralelogramos tienen lados congruentes, entonces sus dngulos interiores también son congruentes.
Por ejemplo, dado un segmento AB, podemos construir un rombo que tenga lados de medida AB.
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Ejemplo

Consideremos un segmento AB. Tracemos 2 circunferencias de radio AB una con
centro en A y la otra con centro en B. Esas 2 circunferencias se intersecan en 2 pun-
tos, digamos Cy D. Como los tridngulos AABCy AABD son equildteros y congruentes,
entonces ADBC es un rombo, cuyos dngulos interiores miden 60° y 120°. Por lo tanto,
ADBC no es un cuadrado.

Pero también podemos construir un cuadrado donde uno de sus lados mida AB.

Para ello, podemos trazar la circunferencia con centro en A y radio AB y luego trazar
la recta perpendicular a AB que pasa por A. Denotaremos por C una de las intersec-
ciones entre la circunferencia y la mediatriz. Luego, trazamos la recta perpendicular
AB que pasa por B y la circunferencia de centro By radio AB. Denotaremos por D la
interseccion de estos 2 tltimos elementos, en el mismo semiplano de arista AB que
contiene a C. El cuadrilatero ABCD es un cuadrado (;Por qué?) cuyo lado mide AB. Por
lo tanto, tenemos 2 paralelogramos cuyos lados son congruentes, pero sus dngulos
no son congruentes.
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Un material concreto que es muy importante para mostrar esta propiedad son las “geotiras”,
las que son regletas con orificios por los cuales se introducen pasadores, que permiten hacer
poligonos articulados.

Por ejemplo podemos hacer con geotiras un paralelogramo, que no sea un rombo, y moverlo
de forma que las medidas de los dngulos vayan variando.

Ejercicios

1. En un paralelogramo ABCD, los dngulos contiguos £ Ay £ B miden 2x + 30 y 8x grados,
respectivamente. Halle las medidas en grados de los angulos £4, 4B, £Cy 4D.

A

y

C

2. Construya un rombo donde uno de sus dngulos interiores sea congruente con £ BAC'y una
de sus diagonales sea el segmento AB. Explique su estrategia.
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5. Teoremas de concurrencia en triangulos

Concluimos este capitulo estudiando propiedades que nos dicen que ciertas rectas o segmen-
tos importantes en un tridngulo son concurrentes.

Antes de demostrar esos resultados, tendremos que conocer algunos resultados previos. El
primero es una aplicacion de las propiedades de los paralelogramos:

Teorema VIIl. 24: del segmento medio

Cada segmento que une los puntos medios de los lados de un tridngulo es paralelo al ter-
cer lado, y mide la mitad de este.

Demostracion
AABC es un triangulo cualquiera, y DE es el segmento que une el punto medio D de AB con
el punto medio £ de AC (ver Figura VIIL.14).

C

Figura VIIL14.

Trazamos la paralela por Ca AB, y F es el punto donde esta recta corta a la prolongacién

de DE.
C

>
\

Figura VIIL15.

Se puede verificar que los tridngulos AADE y ACFE son congruentes por el Criterio ALA.
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Asi, CF = AD. Pero por hipétesis, D es el punto medio de AB, de donde BD=AD=CF.
0 sea: el cuadrilétero BCFD tiene 2lados (a saber, BD y CF ) que son paralelos y congruentes,
por lo que BCFD es un paralelogramo (Teorema VIIL.22).

De lo anterior, se concluye que BC || DF (por lo que BC || DE) y, ademés BC = DF. Pero —
por la congruencia de los tridngulos ADE y CFE— se tiene DE y EF , de donde:

DF _ BC

DE===% 1

Ejercicio

Demuestre el siguiente corolario:

Corolario VIIL. 25 Los puntos medios de todo cuadrilatero son los vértices de un para-
lelogramo.

En resumen

El segmento medio, que une los puntos medios de 2 lados de un tridngulo, es paralelo
al tercer lado y mide la mitad de este.

Para continuar, previamente enunciamos —sin demostracion, la que dejamos como ejerci-
cio— 2 propiedades que nos seran utiles:

Teorema VIII. 25: caracterizacion de la mediatriz
Si un punto equidista de los 2 extremos de un segmento, entonces estd sobre la media-
triz de este.

Reciprocamente, si un punto esté sobre la mediatriz de un segmento, entonces equidista
de sus extremos.

Teorema VIll. 26: caracterizacion de la bisectriz

Siun punto estd en el interior de un dngulo y equidista de los 2 lados de este, entonces
estd sobre la bisectriz del dngulo.

Reciprocamente, si un punto esté sobre la bisectriz de un angulo, entonces equidista de
los lados del ngulo.
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El teorema més importante de la seccion y que es el objetivo de presentar los resultados an-
teriores es el siguiente.

Teorema V.27 en un triangulo cualquiera:

a. Sus 3 mediatrices concurren
D. Sus 3 bisectrices concurren
C. Sus 3 alturas concurren

d. Sus 3 medianas concurren

En otras palabras, el Teorema VIIL.28 dice que una mediatriz pasa por el punto de intersec-
ci6n de las otras 2 mediatrices. Una bisectriz pasa por la interseccion de las otras 2 bisectrices.
Una altura pasa por la interseccién de las otras 2 alturas y una mediana pasa por la interseccién
de las otras 2 medianas.

Figura VIIL16: las 3 mediatrices concurren
El punto donde concurren las mediatrices no necesariamente esta en el interior del tridangulo.

Como el punto en el cual concurren las 3 mediatrices equidista de los 3 vértices, es el centro de
una circunferencia, la que pasa por dichos vértices. Esta circunferencia es llamada la circunferencia
circunscrita al tridngulo, y su centro (el punto de concurrencia de las mediatrices) es llamado el
circuncentro.
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Figura VIIL17: circunferencia circunscrita a un tridngulo. D es el circuncentro.

En el caso de las bisectrices, el punto de concurrencia esta en el interior o en el borde del
tridngulo, nunca en su exterior.

Figura VIIL18. concurrencia de bisectrices.

Note que, si desde el punto de concurrencia de las bisectrices, se dibujan los segmentos per-
pendiculares trazados a cada uno de los lados, estos 3 segmentos miden lo mismo (esto debido a
que dicho punto de concurrencia equidista de los 3 lados).

Capitulo VIII: Paralelismo y cuadrilteros
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Figura VIIL19: circunferencia inscrita al tridngulo. D es el incentro.

Ast, la circunferencia con centro en el punto de concurrencia de las bisectrices y radio la dis-
tancia comtn a los lados, es tangente a los 3 lados (la justificacién de esto se deja como ejercicio
al lector).

Esta circunferencia es llamada circunferencia inscrita al tridngulo, y su centro (el punto de
concurrencia de las bisectrices) es el incentro.

El punto en el cual concurren las 3 alturas recibe el nombre de ortocentro. Puede encontrarse
tanto al interior, como al exterior del tridngulo, como en el borde.

A B
*—>p
c

Figura VIIL.20: ortocentro en el borde del tridngulo.

B
D
A
C

Figura VIIL.21: ortocentro en el interior del tridngulo.
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Figura VIIL.22. ortocentro en el exterior del tridngulo.

El punto de concurrencia de las medianas es llamado baricentro o centro de gravedad del triangulo.
El baricentro estd siempre en el interior del tridngulo.

B

C

Figura VIII.23: el punto G es el centro de gravedad del AABC.

La demostracién del Teorema VIIL. 27 1a haremos solo en el caso a) y b); las demostraciones de las
partes c) y d) se dejan como ejercicio al lector.

Demostracion del Teorema VIll.27 a)

Sea P el punto en el que se cortan las mediatrices de AB y BC.

Por estar P en la mediatriz de AB, se tiene que PA = PB. Por estar P en la mediatriz de BC,
se tiene que PB = PC.

Pero entonces, PA = PC por Teorema VIIL25, P estd en la mediatriz de AC. Asf, las 3
mediatrices concurren al mismo punto P.
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Demostracion del Teorema VIIl.27 b)

Sea P el punto en el que se cortan las bisectrices de L ABCy £ ACB.

Por estar P en la bisectriz de £ ABC, P equidista (estd a la misma distancia) de AB que de
BC. Por estar Pen la bisectriz de £ ACB, P equidista de AC que de BC.

Pero entonces P equidista de AB y de AC, y como ademds P estd en el interior del dngulo
& BAC (dejamos la demostracién de esta propiedad como ejercicio), estd en su bisectriz.

Asf, las tres bisectrices concurren al punto P. [J

En resumen

En un tridngulo

Las tres mediatrices concurren en un punto: el circuncentro. Este punto es el centro
de la circunferencia circunscrita.

Las tres bisectrices concurren en un punto: el incentro. Este punto es el centro de la
circunferencia inscrita.

Las tres medianas concurren en un punto: el baricentro. Este punto es el centro de
gravedad del tridngulo.

Las tres alturas concurren en un punto: el ortocentro.
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Ejercicios del capitulo

1. ;Qué puede decir de un tridngulo cuyo ortocentro coincide con uno de sus vértices?

2. ;Qué puede decir de un tridngulo cuyo incentro coincide con su baricentro?
3. ;Puede el ortocentro estar en un lado de un tridngulo, pero no en el vértice de un triangulo?
4. Demuestre el Corolario VIIIL.25.

5. De un paralelogramo se conocen las posiciones de 3 de sus vértices. Muestre cémo encon-
trar el cuarto vértice del paralelogramo (note que hay mds de una solucién).

6. Muestre como construir un paralelogramo del cual se conocen las longitudes de un lado y
las de las 2 diagonales.

En otras palabras: muestre c6mo construir, dados 3 segmentos PQ, RS y TU, un paralelogra-
mo ABCD tal que AB=PQ, AC=RS yBD=TU.

7. Demuestre el Teorema VIIL.25.
8. Demuestre el Teorema VIIL.26.

9. Considere los puntos 4, B y C. Con regla y compds, encuentre un punto P tal que
PA=PB=PC
B
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Capitulo

IX Proporcionalidad en geometria

“Hay geometria en el zumbido de las cuerdas.
Hay musica en los espacios de las esferas”.

Pitagoras.

Introduccion

En este capitulo se estudiardn 2 teoremas muy importantes en la geometria
Euclidiana: el Teorema de Tales y el Teorema de Pitdgoras.

El Teorema de Tales trata acerca de las proporciones que resultan entre
las medidas de lados de tridngulos, bajo ciertas condiciones, y el Teorema de
Pitdgoras trata acerca de la relacién entre las medidas de las dreas de cuadrados
construidas en los catetos y en la hipotenusa de un tridngulo rectangulo. Ambos
teoremas son demostrados en este capitulo usando fuertemente la nocién de
drea de paralelogramos y tridngulos, y esta es una razon para mostrar ambos
teoremas en un mismo capitulo. Ademas, en este capitulo se analizaran los reci-
procos de estos teoremas y de discutirdn las demostraciones respectivas.

También aqui se introducird la nocién de tridngulos semejantes, que es una
condicién mds débil que la congruencia de tridngulos, y trata acerca de la pro-
porcionalidad entre la medida de los lados de 2 tridngulos.

Aligual que en el caso de la congruencia de tridngulos, existen criterios de
semejanza que permiten asegurar la semejanza de tridngulos, verificando una
minima cantidad de datos. En el caso de la congruencia, los criterios fueron
presentados como axiomas, en el caso de semejanza, seran teoremas que de-
mostraremos.

Finalmente, se estudiardn algunas consecuencias y aplicaciones de estos
teoremas, a célculos del volumen y superficie de una esfera y relaciones entre
los diferentes elementos de un circulo, como &ngulos, cuerdas y arcos. Por ulti-
mo, daremos la justificacion de por qué las traslaciones, reflexiones y rotaciones
preservan la medida de los dngulos y los segmentos.
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1. El Teorema de Pitagoras y su reciproco

Recordemos que si dibujamos un cuadrado en la diagonal de otro cuadrado, se obtiene un
cuadrado que tiene el doble de area que el cuadrado inicial.

A

Figura IX.1.

Si el lado del cuadrado pequefio mide a entonces el drea del cuadrado grande es 24> o lo que
es lo mismo, a*+ a”. Si la diagonal del cuadrado pequefio mide ¢, entonces ¢*= 24 es decir

a+a*=c
Se puede concluir que, el drea del cuadrado construido en uno de los catetos mds el drea del

cuadrado construido en el otro cateto es igual al drea del cuadrado construido en la hipotenusa.

Veamos otro ejemplo. Consideremos un tridngulo rectdngulo en que las medidas de los cate-
tos estdn en la razdn 1: 2. Construyamos los cuadrados en los catetos y en la hipotenusa, como se
muestra en la Figura IX.2. Ahora tomemos el punto medio M de BC y del punto medio N del lado
opuesto a BC en el mismo cuadrado, y unamos esos puntos.

Figura IX.2.
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Entonces, el cuadrado CBED tiene 4 tridngulos congruentes entre si y congruentes a AABC.
Cada uno de esos tridngulos tiene hipotenusa ¢ que corresponde al lado del cuadrado mayor.
Traslademos esos 4 tridngulos de tal forma de hacer calzar la hipotenusa de esos tridangulos con
un lado del cuadrado mayor.

Figura IX.3.

Como BX mide b, entonces YX también mide &; por lo tanto XYZW es un rombo. De hecho,
es un cuadrado de lado b, pues los éngulos interiores son rectos (;Por qué?). Asf, el cuadrado de
lado AC lo podemos trasladar hasta ocupar la posicion de XYZW.

Figura IX.4.
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Por lo tanto, en este caso particular el drea del cuadrado de lado c es igual a la suma de las
areas de los cuadrados de lados a = 2b y de lado b. Es decir, el drea del cuadrado construido en la
hipotenusa es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos en los catetos. Es decir:

c=a*+ b

¢Serd cierto en general? Es decir, en cualquier tridngulo rectdngulo, ;es cierto que el drea del
cuadrado construido en la hipotenusa es igual a la suma de las dreas de los cuadrados construidos
en los catetos? La respuesta es si y esto se conoce como el Teorema de Pitdgoras.

Teorema IX.1: Teorema de Pitagoras

En cualquier tridngulo rectangulo, el drea del cuadrado construido en la hipotenusa es igual
ala suma de las dreas de los cuadrados construidos en los catetos.

Para demostrar este teorema, usaremos un resultado algebraico, a saber, el cuadrado del
binomio: si @ y b son nimeros cualesquiera, entonces:

(a+b)*=d’*+2ab + b*

Demostracion del Teorema de Pitagoras

Consideremos un tridngulo rectdngulo cualquiera y denotemos por a y b las medidas de los
catetos y por ¢ la medida de la hipotenusa. Entonces “la suma de las dreas de los cuadrados
construidos en los catetos” que aparece en el teorema no es otra cosa que:

a’+ b?

Y “el 4rea del cuadrado construido en la hipotenusa” es ¢ Por lo tanto, lo que tenemos que
demostrar es que

a+ b=c

Y es lo que haremos. Dispongamos 4 tridngulos congruentes de catetos a y b e hipotenusa
¢, como se muestra en la figura:

A

Figura IX.5.
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El cuadrilatero ABCD es un cuadrado de lado a + b. El cuadrilatero EFGH es un rombo, pues
todos sus lados miden c. Pero ademads, los dngulos o y B son complementarios, pues son los
angulos agudos de un tridngulo rectdngulo; por lo tanto, los angulos interiores del rombo
EFGH son rectos, y EFGH es un cuadrado.

Ahora bien, el drea pintada de la Figura IX.5, la podemos ver como 4 veces el area del tridn-
gulo AHDG, o también como el drea del cuadrado cuyo lado mide a+b menos el drea del
cuadrado cuyo lado mide ¢. La suma de las dreas de los 4 tridngulos es:
ab
4 —
2

Y la resta del area de los 2 cuadrados es
(a+b)-c
Por lo tanto
ab

a+b)y-c'=4 —

(a+b) 5
b

Como (a + b)*=a*+ 2ab + b* y como 4 % =2ab, se tiene que:

b
(a+b)—c*=4 %

a’+2ab+b*—c* =2ab
Sumando a ambos lados ¢ - 2ab, se obtiene:

@+ b= ¢

Que es lo que querfamos probar. [J

Ejemplos

1) Resolvamos el siguiente problema:

Una gimnasta, para finalizar su participacion en la
competencia escolar, realiza una cadena de saltos a
lo largo de toda la diagonal de la carpeta, que es un
cuadrado cuyo lado mide 13 metros. Muestra que
la distancia recorrida por la gimnasta es mayor
que 18,3 metros y menor que 18,4 metros.

Solucion:

Sila diagonal mide d metros, entonces por el
Teorema de Pitdgoras, se tiene que

13+ 13*=d* Entonces buscamos un niimero cuyo cua-
169 +169=4" drado sea 338. Pero 18,3°= 334,89, entonces el
338=d" nuimero d es mayor que 18,3. Por su parte 18,4*=

338,56, entonces el nimero d es menor que 18,4.
Que es lo que se pedia mostrar.
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2) Respondamos la siguiente pregunta:
;Cudl es el drea de un tridngulo equildtero cuyo lado mide 8 cm?

Consideremos la altura AD del tridngulo equilatero en cuestién. Como el tridngulo
es equilatero, entonces D es punto medio del lado BC.

A

8cm C

B

Por lo tanto, el tridngulo AADC es rectdngulo en D, donde uno de sus catetos mide
4 cm, su hipotenusa mide 8 cm y su otro cateto es la altura del tridngulo AABC.
Denotemos por % la medida de esa altura. Entonces, por el Teorema de Pitdgoras
tenemos que:
K +16 =64

h* =64 -16

h* =48

h*=16-3

B =43

Asi, el area del tridngulo equildtero de lado 8 cm es:

. 843
2

A cm’ = 16\/§cm2

3) Resolvamos el siguiente problema:

Cada lado de un tridngulo equildtero de lado 1 se divide en 3 partes iguales. En la parte
central de cada lado, se construye otro tridngulo equildtero de lado 1/3 y se borra su base.
En el siguiente paso, cada trazo de largo 1/3 se divide en 3 partes iguales y se forma un
tridngulo equildtero. Nuevamente, borramos la base y asi sucesivamente, en cada paso
tomamos un trazo recto del paso anterior, lo dividimos en 3 partes iguales, construimos
un triangulo equildtero en la parte central y borramos su base.

/\

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a. ;Cudl es el drea de la Figura 1, Figura 2 y Figura 3?

Capitulo IX: Proporcionalidad en geometria
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Solucidn:

La Figura 1 es un tridngulo equildtero. Por lo tanto necesitamos calcular el 4rea
del tridngulo equildtero cuyo lado mide 1, pero en lugar de eso calcularemos
el area del tridngulo equildtero de lado a, pues necesitaremos ese resultado a
lo largo del ejemplo.

a/2

A

El segmento CD es altura del tridngulo AABCy como este es equildtero, en-
tonces D es punto medio de AB. Si denotamos por % la medida de la altura
del tridngulo, el tridngulo ACDB es rectangulo cuya hipotenusa mide a y sus
catetos miden y h. Utilizando el Teorema de Pitdgoras, podemos conocer el

valor de & en términos de a

B+ % =a’
112=612—a—2
4
e
4
ool
2

Por lo tanto, el drea del tridngulo equilatero cuyo lado mide a, es:

. aafi_a\B

A .. =
equildtero 9 ) 4

En particular, el drea del tridngulo equildtero cuyo lado mide 1 es:

Que es el drea de la Figura 1.



Proporcionalidad en geomelria

El drea de la Figura 2, corresponde al drea del tridngulo AABC mas 3 veces el

drea del tridangulo AUVIV.
C

1
El tridngulo AUV es equilatero cuyo lado mide 3 entonces su drea es:

2

1
LG
3

Asi, el drea de la Figura 2 es:

El area de la Figura 3, es igual al drea de la Figura 2 mds 12 veces el drea del
triangulo equilatero AXYZ, cuyo lado mide lz E112 de la cuenta anterior sur-
ge porque la Figura 2 tiene 12 lados y por cada uno de esos lados hay que con-
tar un tridngulo congruente a AXYZ. El lado mide 3—12 pues es la tercera parte

del lado de la Figura 2 que mide %

Entonces, el drea del tridngulo AXYZ es:

2

15

3
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Por lo tanto, el rea de la Figura 3 es:

2

12-i2 V3

3
4

1° 1
3- - J3 120 — 3
3 3 3 32 V3
A, =—+ +

4 4 4

Més generalmente, si A, denota el drea de la Figura n, entonces se tiene la
relacion:

4 =4 (cant. delados de la fig. 7—1)-(la medida del lado dela fig. n)* V3
n = “n-1
4

D. ¢Cudl es el perfmetro de la Figura 1, Figura 2 y Figura 3?

Solucioén:

En general para conocer el perimetro de la Figura n, basta multiplicar la me-
dida del lado de la Figura n, por la cantidad de lados que tiene.

La Figura 1 tiene C, = 3 lados. Por cada uno de esos lados la Figura 2
tiene 4 lados, es decir, la Figura 2 tiene C, = 3 - 4 = 12 lados. Por cada lado
de la Figura 2, la Figura 3 tiene 4 lados, entonces la Figura 3 tiene
C,=(3:-4)-4=3-4*=48lados.

Ellado de la Figura 1 mide /, = 1, el lado de la Figura 2 mide un tercio de la
1

medida del lado de la Figura 1, es decir, el lado de la Figura 2 mide /, = 3 El

lado de la Figura 3 mide un tercio de la medida del lado de la Figura 2, es decir

1 1 1 1
l,= =—-=—. Mds generalmente, la medida del lado de la Figura n es:

T3 3 3

Por lo tanto, el perimetro de la Figura 1 es: P, = 3. El perimetro de la Figura 2 es:
1
B=Cyl, =122 =4

El perimetro de la Figura 3 es:

Si P, denota el perimetro de la Figura n, /, denota la medida del lado de la
Figura ny C, denota el niimero de lados de la Figura n, entonces:

1)71=C7l.lﬂ



Proporcionalidad en geomelria

Ejercicios

1. Una profesora habia presentado el Teorema de Pitdgoras a sus alumnos y luego les muestra
un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 6 y 8 cm y les pregunta por la medida de la
hipotenusa. Varios alumnos de la sala no saben bien qué hacer y empiezan a operar con los
numeros 6y 8. Algunos dicen 14 cm, otros 48 cm, otros 24 cm. ;Qué puede hacer la profeso-
ra para mostrarles que el resultado presentado estd errado, sin darles la solucién correcta?

2. Una planificacién obtenida de internet sugiere que la profesora le pida a sus alumnos que
dibujen con una regla graduada un tridngulo rectdngulo de catetos que miden 4 cmy 3
cm. Luego les pide que con la regla midan la hipotenusa. Los nifios se esfuerzan para ser
precisos y dicen, la mayoria de ellos, que la hipotenusa mide 5 cm. Después calculan los
cuadrados y comprueban que 3*+ 4*= 5. La planificacién sugiere hacer varias de estas ac-
tividades con tridngulos rectangulos cuyos catetos estan en la razon 3 : 4. Para finalizar la
clase, la profesora les dice a sus alumnos: “Como hemos visto, la suma de los cuadrados de
los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa’.

a. El objetivo planteado por la planificacién es “conjeturar el Teorema de Pitdgoras™.
¢Cree usted que el objetivo se logra?

D. ;Cudnto mide la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo de catetos 1,5 cm y 2 cm?
¢Cree que en este caso es posible medir la hipotenusa con la regla?

3. En cada caso, encuentre la medida del lado que se desconoce.

?

T/
17
8
a b, 5
21
. 29
12 ?
25
?
d 37
12
€.
2%

4. Enun tridngulo rectangulo la hipotenusa mide 25 cm y un cateto mide 7 cm. ;Cuanto mide
su drea?

5. Muestre un ejemplo de un tridngulo rectdngulo cuyas medidas de sus lados son fracciones
no enteras.
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6. Considere un triangulo rectdngulo AABC'y construyamos semicircunferencias en los cate-
tos y la hipotenusa:

¢Es cierto que la suma de las dreas de las semicircunferencias construidas en los catetos es
igual al drea de la semicircunferencia construida en la hipotenusa?

/. Considere un tridngulo rectangulo AABC'y construyamos tridangulos equilateros en los ca-
tetos y en la hipotenusa:

¢Es cierto que la suma de las dreas de los tridngulos equilateros construidos en los catetos
es igual al drea del tridngulo equildtero construido en la hipotenusa?
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1.1 El reciproco del Teorema de Pitagoras
Consideremos un tridngulo de lados 8 cm, 15 cm y 17 cm. Notemos que:
8+ 15% = 64 + 225 = 289
Por otra parte 17> = 289. Por lo tanto:
8 +15°=17"
Entonces ;se puede afirmar, apelando al Teorema de Pitagoras, que el tridngulo es rectangulo?
Recordemos el enunciado del Teorema de Pitagoras:

“En cualquier tridngulo rectangulo, el area del cuadrado construido en la hipotenusa es igual
ala suma de las areas de los cuadrados construidos en los catetos.”

Dicho de otra forma:

“Si AABC es un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden a y b y la hipotenusa mide c, entonces
a+b=c"

Lo que dice el teorema, y lo que nosotros demostramos (y por tanto es lo que sabemos cier-
to), es que si el tridngulo es rectangulo, entonces podemos afirmar que se satisface la relacion a*
+ b* = % donde a, y b son las medidas de los catetos y ¢ de la hipotenusa. Pero no dice que si se
satisface la relacion a® + b* = ¢% entonces el tridngulo es rectangulo de catetos a, y b e hipotenusa
¢. Sin embargo, ese resultado es también cierto y es el teorema reciproco al Teorema de Pitdgoras
y lo enunciaremos como sigue:

Teorema IX.2: Teorema Reciproco al Teorema de Pitagoras

Si las medidas de los lados de un triangulo son a, by cy se satisface la relaciéon a*+ b= ¢,
entonces el tridngulo es rectdngulo de catetos a, y b e hipotenusa c.

Observemos que si a* + b* = ¢* entonces c¢>a y c>b. Por lo tanto c es el lado opuesto al mayor
de los angulos del tridangulo (;Por qué?).

Para mostrar que el Teorema IX.2 es cierto, mostraremos que un tridngulo acutdngulo no sa-
tisface la condicién, ni tampoco un tridngulo obtusdngulo. Entonces, habremos comprobado que
los tinicos que satisfacen la condicion son los tridngulos rectangulos; por lo tanto, si un tridngulo
satisface la condicién, necesariamente se trata de un tridngulo rectdngulo.
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Demostracion del reciproco del Teorema de Pitagoras

Caso 1: Si AABC es obtusangulo.

A
[
h C
b
| . i
D d C a B

Figura IX.6

Como ces el lado opuesto al &ngulo obtuso, entonces c>ay ¢>b. Asi que si se cumple
laigualdad x* + y* = 2% con x, y, zlos lados del triangulo entonces necesariamente se
debiera cumplir ¢* = @* + b*. Lo cual mostraremos que no puede ocurrir.

Consideremos a & como la altura exterior y a D como la interseccién de la altura
con la proyeccion del lado opuesto del tridngulo. Denotemos por d la distancia
entre Cy D.

Entonces, aplicando el Teorema de Pitdgoras al tridngulo AADB se obtiene que:

R+ (d+a)P=c
P+d+2ad+a*=c?

Como el triangulo AADC es rectangulo se tiene que 4> + d* = b y reemplazando esta
igualdad en la relacion anterior resulta:

b*+2ad +a*=c?

Comod=0ya=0,entonces b* + a* < a* + b* + 2ad = c*

Caso 2: si AABC es acuténgulo.

Este caso queda como ejercicio para el lector. [J

Ejercicio
Silos lados de un tridngulo miden 3 cm, 5 cm y 7 cm, entonces ;el tridngulo es rectangulo, acu-
tangulo u obtusangulo?
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2. Teorema de Tales y semejanza de triangulos

Consideremos un tridngulo AABC'y una recta paralela al lado AB que intersecta al lado AC
en Dy allado CBen E.

Figura IX.7.

Como AB|| DE, entonces £ CDE = £CAB y £CED = £CBA (por el Teorema VIIL6). Por lo
tanto, los tridngulos AABCy ADEC tienen angulos interiores congruentes. El tridngulo ADEC es
como una reduccion a cierta escala del AABC. Es lo que demostraremos, es decir, que existe una
constante £, tal que:

AC=k-DC
BC=k-CE
AB=k-DE

Para ello, demostraremos el Teorema de Tales:

Teorema IX.3: de Tales
Consideremos un tridngulo AABC'y una recta paralela al lado AB que intersecta al lado AC
— AD BE
en Dy allado CB en E. Entonces, —=—
DC EC
Cc
D
A
E
B
Figura IX.8.
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Demostracion

Para que el dibujo no se vea repleto de rayas, haremos dos copias del mismo tridngulo.

Trazamos DF de tal manera que DF | ABy trazamos EG de tal manera que EG L AB.

Figura IX.9.
B

Primero, notamos que como AB es paralela a DE el trazo DF mide lo mismo que el trazo EG.
Por lo tanto, los tridngulos AABD y AABE comparten un lado y las alturas correspondientes
a ese lado miden lo mismo, entonces tienen la misma érea.

A(MABE) = A(AABD)
Asi, también los tridngulos ACEA y ACDB tiene la misma drea. Es decir:
A(MACEA) = A(ACDB)

Trazemos las alturas #, y &,, como lo muestra la figura:

Figura IX 10. B
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1 1
Entonces el drea de ACEA es ECE -h, y el &rea del ACDB es ECD’hv es decir:

CD-h,=CE-h,
O lo que es lo mismo
b, _CD
h CE

Pero como:
A(MABE) = A(AABD)

Se tiene que:

BE-h,=AD-h,
Por lo tanto:
h, _AD
h, BE
Es decir:
h, _CD_AD
h, CE BE
Entonces:
@ _4p
CE BE
O lo que es equivalente:
4D _ BE
DC EC

Que es exactamente lo que queriamos demostrar. [J

Si consideramos las mismas notaciones que en el Teorema de Tales y usando propiedades de
las proporciones, podemos obtener que como:
AD _BE
DC EC
Entonces AD - EC = BE - DC, y sumando a ambos lados el nimero EC - DC, se obtiene
(DC + AD) - EC = (BE + EC) - DC, que es equivalente a:

AD+DC  BE+EC
DC EC
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Es decir:

4c_BC
DC EC
Del mismo modo:
ac_Bc
AD BE

Figura IX.11.

Por lo tanto, si tenemos la configuracién del Teorema de Tales, obtenemos que el cociente en-
tre 2 de los lados (escogidos especialmente) de los tridngulos AABC 'y ADEC es constante, esto es:

Ac_BC_,
DC CE

O dicho de otro modo:
AC=k-DC
BC=k-CE

En este punto, es natural preguntarse si AB = k - DE, para la misma constante £. La respuesta
es si y para mostrarlo usaremos el Teorema de Pitagoras.
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Tracemos la altura del tridngulo AABC que pasa por C.

C
p
D
F
E\A
A
G

J

Figwraxiz. B

Aplicando el Teorema de Tales a AAGC tenemos que:
a_c_,
DC CF
Entonces, AC =k - DCy CG = k - CF, aplicando el Teorema de Pitdgoras a los tridngulos rec-
tangulos AAGCy ADFC, se obtiene:
AG*+GC*=AC* (1)
DF*+FC*=DC* (2)
Multiplicando la igualdad (2) por &* se obtiene:
K’DF*+E’FC*=k*DC*  (3)
Pero AC? = K’DC? y CG* = K’CF?, reemplazando esto en (3) se obtiene:
k*DF* +CG* = AC®
y comparando con (1) se tiene que:
k*DF* = AG*
Como &, DF y AG son numeros positivos sabemos que:
k-DF = AG.
Repitiendo el argumento para los tridngulos ABGC 'y AEFC se obtiene que:
BG=k-EF
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Entonces tenemos que:

AB=AG+GB=k-DF+k-EF =k(DF + EF)=k-DE

__ Porlo tanto, si se tiene un tridngulo AABCy una recta paralela a AB que intersecta alos lados
AC y BC en Dy E respectivamente y esos puntos no son los extremos de esos segmentos, como
muestra la figura, entonces existe una cosntante positiva k tal que:

AB=k-DE
BC=k-EC

AC=k-DC

Figura IX.13

Ejemplo
Resolvamos el siguiente problema:
Una joven pone un espejo en el suelo a 10 m de la base de un arbol y se sittia a 2 m

del espejo. Si la joven puede ver en el espejo el reflejo de la punta del arbol y sus ojos
estan a 1,6 m del suelo, ;cudl es la altura del arbol?
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Proporcionalidad en geometria

Hagamos un esquema de la situacion:

Xm

1,6 m

B 2m 10m E

Notamos que AB es paralelo a DE By que los éngulos £ACBy £DCE son congruentes.
Entonces, tracemos la paralela a AB que pasa por Cy reflejemos respecto a esa recta
el tridngulo ACBA.

A D
xm
A A
1,6 m 1,6 m
B 2m C 2m 10m E
v

Entonces, tenemos la configuracién del Teorema de Tales:
2 10
L6 x
2x=16
x=8

Por lo tanto, el arbol mide 8 m.
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2.1 ¢Quién fue Tales?

Tales de Mileto (625-546 a.C) era un comerciante y legislador griego nacido en Mileto (en la
costa oeste del Asia Menor) o, tal vez, como dice el historiador Herddoto, en alguna ciudad feni-
cia hacia el 625 antes de nuestra era. Segun Herddoto, Tales fue un estadista practico que estaba
a favor de la federacion de ciudades jonicas de Grecia. Después de su éxito en el mundo de los
negocios, Tales lo abandoné para dedicarse a la filosoffa y a la matematica.

Tales fue fundador de la filosoffa griega y es considerado unos de los 7 sabios de Grecia (Bfas
de Priene, Cledbulo de Lindos, Periandro de Corinto, Pitaco de Mitilene, Quilén de Esparta, Solén
de Atenas y Tales de Mileto). Se le conoce como el “Padre de la matematica y la filosofia griega’.
También fue un gran astrénomo capaz de predecir el eclipse solar del afio 585 a.C., ademads de
determinar el nimero exacto de dias que tiene el aflo. Se dice también que introdujo la geometria
a Grecia.

Se le considera un discipulo de los egipcios y caldeos, suposicién de muy buen fundamento
por los viajes que realiz6 Tales a Mesopotamia y Egipto.

De Tales no se conserva ningtin escrito. Su pensamiento nos llegé a través de otros tratadistas
y filésofos griegos, como Aristdteles y Didgenes de Laercio.

Fue capaz de comprender y ensefiar lo que habia aprendido de su relacién con los sacerdotes
en Egipto. Se cuenta que en uno de sus viajes a esas tierras, determing la altura de la pirimide de
Keops aprovechando la sombra que se producia en un determinado momento, aquel en que la
longitud de la sombra es igual a la altura de la pirdmide (Tales se midié el mismo y esperd a que
su sombra fuera de su tamarfio, en ese momento midid la sombra de la pirdmide y concluy6 que
esa medida era la altura de la pirdmide).

Pirdmide

\
.

. Sombra

Tales )
Sombra I

Figura IX.14.

Tales fue el primero en demostrar sus afirmaciones, por lo que se le considera el primer ma-
tematico de la historia. Entre los teoremas que se le deben a Tales estan: “Todo didmetro biseca a
la circunferencia’, “los dngulos en la base de un tridngulo isosceles son congruentes”, “los dngulos

opuestos por el vértice son congruentes’, el criterio de congruencia LAL”, “todo dngulo inscrito
en una semicircunferencia es recto,’ y el Teorema que lleva su nombre en este libro.
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2.2 El reciproco del Teorema de Tales

El reciproco del Teorema es Tales es cierto y lo enunciamos y demostramos a continuacion.

Teorema IX.4: Reciproco de Tales

Si una recta interseca 2 lados de un tridngulo en segmentos proporcionales, entonces la
recta es paralela al tercer lado del tridngulo.

Demostracion

Consideremos un tridngulo AABC'y en él marquemos E en el lado AB y Fen AC, tales que:
AB=k-AE
AC=k-AF
BC=k-EF

Figura IX 15.

Supongamos ademds que EF no es paralela a BC, entonces tracemos /' la recta paralela a
BC que pasa por E (el postulado de las paralelas, Axioma VIIL1, nos permite asegurar que /'
existe). Denotemos por F' a la interseccién entre /' y AC. Por tltimo / = EF.

AB AC AB
Por el Teorema de Tales se tiene que — =——, pero — = k; por lo tanto, AC = k- AF". En-
tonces, AF = AF". AE AF AE

Por otra parte:
AF'= AF + FF'
Luego FF'=0, por lo tanto se tiene que F = F'; es decir I' =1,y EF es paralelo a BC. O
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Notemos que en la demostracion anterior no usamos que todos los lados eran proporciona-

les, solo nos basté que

AB=k-AE
AC=k-AF

AB AC — —
0O lo que es lo mismo, la igualdad E = F basta para asegurar que EF es paralela a BC.

Ejercicios de la seccion

1.

Si L, || L, entonces determina los valores de xy y.

6 cm Y

R >
/ 14 cm \

Si AABC es un triangulo, DE es paralela a AB . Entonces, por el Teorema de Tales existe & >
0 tal que AC = k - DC. Suponga ademds que CF es una altura del tridngulo. ;Es cierto que
EC=k-CG?

A

SiAABCesun tridnguloy DE es paralela a AC, entonces por el Teorema de Tales existe k > 0 tal
que AC = k - DE. ;Cudl es el cociente entre el area de AABC'y de ABDE?

C
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3. Semejanza de Triangulos

La semejanza de figuras planas tiene que ver con la contraccion o dilatacion del plano com-
pleto que contiene a la figura. Pensemos en un plano de goma, como la superficie de un globo, y
ahi dibujemos una figura cualquiera

Figura IX.16.

Luego estiramos la superficie del globo y la figura se dilata y se ve ast:

Figura IX.17.
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También se podria pensar que la segunda es la figura original y que la primera es la contraccion
deella.

En el caso de un tridngulo pasa exactamente lo mismo, tenemos el tridngulo AABC en el
plano y luego dilatamos el plano

Figura IX18.
Asi obtenemos el tridngulo AAB'C; el cual es el mismo que el anterior, pero dilatado. Hemos

remarcado los segmentos del tridngulo digitalmente, para que se aprecien mejor que si solo vié-
ramos el dibujo hecho con lpiz.

Figura IX.19.
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Si superponemos los 2 tridngulos, vemos la siguiente configuracion:

Figura IX.20

El segmento AC parece ser paralelo a AC, y ademas AB es parte de A'B'. Del mismo modo,
parece ser que BC es parte de B'C’, por lo tanto los angulos £A'C'B'y £ACB son congruentes.
Igualmente, los dngulos £A'B'C"y £ABC son congruentes y también lo son los dngulos XC'A'B’
y £CAB. Si AC yA'—C' son paralelos, entonces se satisfacen las condiciones del Teorema de Tales
y existe k > 0, tal que:

B'C'=k-BC
B'A'=k-BA
A'C'=k-AC

0, dicho de otro modo:
BC' _BA _AC
BC BA AC

Esto motiva nuestra definicién de tridngulos semejantes.

[Deﬁnici(’)n IX.I  [Tridngulos semejantes]: 2 tridngulos AABCy AAB'C’se dicen seme-
jantes si KABC = XA'B'C', XBCA= £B'C'A'y £CAB=£C'A'B',y
si existe k > 0 tal que A'B'=k-AB, A'C'=k-AC y B'C'=k-BC.Si
esto ocurre anotamos AABC~AA'B'C'’y a k llamamos constante de
semejanza.

Capitulo IX: Proporcionalidad en geometria
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Sila constante de semejanza es 1, entonces A'B’= AB, AC = ACy B'C’'= BC, entonces los
tridngulos son congruentes. Es decir, si dos tridngulos son congruentes, entonces los tridngulos
son semejantes.

Aligual que en el caso de tridngulos congruentes, también existen criterios de semejanza. Es
decir, condiciones que se deben cumplir para que 2 tridngulos sean semejantes sin necesidad de
comprobar todas las condiciones de la definicién. Esos criterios los presentaremos como teoremas.

Teorema IX.5: criterio de semejanza AA

Para que 2 tridngulos sean semejantes, basta que 2 dngulos de un tridngulo midan lo mismo
que 2 angulos del segundo triangulo.

Antes de dar la demostracion del teorema, notemos que si la medida de 2 dngulos de un tridn-
gulo coinciden con la medida de 2 dngulos de otro tridngulo, entonces también coinciden la medida
de los respectivos terceros dngulos. Es decir, este criterio se podria llamar AAA, o sea, si 2 tridngulos
tienen sus dngulos de las mismas medidas, entonces los tridngulos son semejantes. Hemos preferi-
do enunciar el Criterio A4, pues la gracia de los criterios de congruencia y de semejanza es que con
la menor cantidad de informacion se pueda decidir si los tridngulos son congruentes o semejantes.

Demostracion del teorema IX.5

Consideremos 2 triangulos AABC y AA' B’ C'tales que 2 dngulos de uno de ellos sean con-
gruentes a 2 dngulos del otro. Entonces, segtin el parrafo anterior, nos basta demostrar que
los lados de los tridngulos son proporcionales, es decir, debemos demostrar que existe & > 0,
talque A'B'=k-AB, A'C'=k-ACy B'C’= k- BC. O bien, debemos demostrar que:

BC' BA _AC
BC BA AC

B’

] /B
D>

»

Figura IX.21.
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Si A'B’= AB, entonces por Criterio ALA los tridngulos serfan congruentes y por lo tanto semejantes.

Podemos suponer entonces que A'B' # AB.Entonces, tenemos 2 posibles casos, que A'B"> ABo
que AB > A'B’SiAB > A'B’,entonces podemos renombrar los vértices de los tridngulos: al vértice
Alo renombramos como A’y viceversa, al vértice B lo renombramos como B’y viceversa, al vér-
tice C lo renombramos como C’y viceversa; entonces estarfamos en el caso A'B’> AB.

Entonces, sin pérdida de generalidad, nos basta demostrar el teorema para el caso A'B"> AB.

Marquemos un punto M en el segmento A’B;, tal que A’M = AB, y luego tracemos una recta
L paralela a B'C', que pasa por M. Para marcar, con el compas podemos hacer la circunfe-
rencia de radio ABy centro A’

B

A

Figura IX.22.

Ala interseccién entre A'C" y L la denotamos por N. Como MN es paralelaa B'C', entonces
se concluye que XA"' MN mide By £A' NM mide y. Entonces, por Criterio ALA, se tiene que
AABCy AA'MN son congruentes, por lo tanto:

A'M=AB
A'N=A4c ; (1)
MN = BC

Aplicando el Teorema de Tales al tridngulo AA'B'C’, tenemos que existe & > 0, tal que

A'B'=k-A'M
A'C'=k-A'N
B'C'=k-MN

Reemplazando (1) en las 3 igualdades de arriba resulta:

A'B'=k-AB
A'C'=k-AC
B'C'=k-BC

Por lo tanto, AA'B’'C’~ AABC. (O

Capitulo IX: Proporcionalidad en geometria 409



Ejercicio

Si2 tridngulos son semejantes y la medida de un lado de un tridngulo es la misma que la medida de
un lado del otro tridngulo, entonces ;Son congruentes los tridngulos?

Ejemplo

En el tridngulo A4BC, consideremos Uy V como puntos en AB y AC, respectivamente.
Los segmentos UV'y BC son paralelos. Ademas el punto P es la interseccion entre BV
y CU. Demostraremos que P pertenece a la mediana correspondiente al vértice A.

Primero que nada, haremos un dibujo que describa la situacién del enunciado del

S

Ademés, hemos trazado el rayo AP y M es la interseccion entre ese rayo y BC. Enton-
ces, debemos demostrar que M es el punto medio entre By C. Denotemos por D la
interseccién de AM con UV. Por el criterio de semejanza AA y por el Teorema VIILG,
tenemos que AAUD ~ AABM. Del mismo modo, AADV ~ AAMC, por lo tanto:

w_ A
BM  AM
oV _ 4D
MC AM

Entonces,
w_ov
BM MC

De forma equivalente:

UD MB
=22 ()
DV MC
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Ahora notemos que como UD||BM, entonces los dngulos X UDAy X BMA son con-
gruentes; por lo tanto, XCMP = XPDU.

C

Como X PUV y £MCP son alternos internos, entonces son congruentes. Entonces,
aplicando de nuevo el criterio de semejanza A4, se tiene que ADUP ~ AMCP, por lo
cual:
w _Dop
MC PM
bpr

Usando el mismo razonamiento, resulta v =—— . Por lo tanto, se obtiene que:
BM PM

w_ov
MC BM
0O, de forma equivalente:
DV MB
222 ()
Up McC
Comparando (1) y (2), se obtiene que
MB_DV_UD
MC UD DV

. UD 1 pv DV UD . 1 .
Si —=x, entonces —=——. Si ——=——, implica que x =—, entonces x es un nu-
DV x UD UD DV X

MB
mero positivo que es igual a su inverso multiplicativo, es decir, x = 1. Entonces e 1.

Que es lo mismo que decir que MB = MC, entonces, M es el punto medio entre By C,

que es lo que queriamos demostrar.

Capitulo IX: Proporcionalidad en geometria 411



412

Recordemos que para la congruencia de tridngulos tenemos el Criterio LAL, para el caso de

tridngulos semejantes también existe un criterio equivalente a aquel.

Teorema IX.6: Criterio de Semejanza LAL
Si 2 tridngulos tienen 2 lados correspondientes proporcionales y el dngulo comprendido

entre ellos miden lo mismo, entonces los tridngulos son semejantes.

Demostracion

AB A
Consideremos 2 tridngulos AABC y ADEF tales que 7 = D—IC; y £BAC = £EDF. Si AB = DE,

entonces AC = DFy, por criterio de congruencia LAL se concluye que AABC y ADEF son

congruentes y, por lo tanto, semejantes.

/7ﬁ

Figura IX.23.

Al igual que en la demostracion del criterio de semejanza AA, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que AB > ED, el caso AB < ED es anélogo.

En el segmento AB, marquemos el punto D’tal que AE’= DE. En el segmento AC, marque-
mos F’tal que AF’ = DF.

A D
Aﬁ' E'L}:
B ‘c

Figura IX.24

Por criterio de congruencia LAL, se obtiene que AAEF’ = ADEF: entonces, como sabemos
del enunciado que:

AB  AC

DE DF
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Se tiene que:
AB AC
AE AF
Por el reciproco del Teorema de Tales, resulta que E'F' es paralela a BC, entonces
XAE'F'= XABC y por la congruencia AAE'F' = ADEF se tiene que:
ADEF = XAE'F'= XABC

Entonces por Criterio A4 se tiene que los tridngulos AABC'y ADEF son semejantes.[]

También existe un criterio de semejanza de tridngulos LLL, el cual enunciamos a continua-
cién y su demostracion es un ejercicio para el lector.

Teorema IX.7: criterio de semejanza LLL

Para que 2 tridngulos sean semejantes, basta verificar que los lados del primero sean pro-
porcionales a los correspondientes del segundo.

Ejemplo

Considere un tridngulo AABC rectdngulo en C, denote por % la medida de la altura
correspondiente al vértice C. Denote también por D el punto de interseccién de la
altura correspondiente a C con el lado AB. Demostremos que:
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Denotemos por o la medida del &ngulo £ CAB y por B la medida del éngulo £ CBA. Como
a +B=90ycomo m(£LDAC)+m(LADC)=90, se tiene que m(£ADC)=f3. Usando
el criterio de semejanza A4, podemos afirmar que los tridngulos ADACy ADCB son
semejantes, entonces:

w _os

DA CD
0, lo que es lo mismo:

b _DB

DA h
Equivalentemente:

DA

DB h

Ejercicios de la seccion

1. Considere un tridngulo AABC rectangulo en C, denote por / la medida de la altura corres-
pondiente al vértice C. Denote también por D el punto de intersecci6n de la altura corres-
pondiente a C con el lado AB.

B

A

a. Demuestre que AABC ~ ACBD
D. Demuestre que AABC ~ AACD
BC h

C. Demuestre qu¢ —=—
AD+DB AC
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Calcule la altura de un arbol que proyecta una sombra de 3,6 m si se sabe que un poste de
3 m de altura proyecta en el mismo momento una sombra de 1,25 m.

Si tiene 2 tridngulos semejantes cuya razon de semejanza es 4, jcudl es la razon entre sus
perimetros? ;Y entre sus dreas?

En el paralelogramo de la figura, AD =48 cm, AE = 24 cm y EF = 18 cm. Calcule el valor
de FB

D C

A B
Considere el tridngulo rectangulo de la imagen siguiente:

A

B C
a. Construya con regla y compds un tridngulo AABC"semejante a AABC, con las siguientes
condiciones
. AB=24B
ii. B=§
\V. A, B'y B son colineales.
V. B, C’y Cson colineales.

D. Construya otros 3 tridngulos congruentes con AABC"en AABC, tales que cubran toda el
area de AABCy no se traslapen.
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4. Aplicaciones del Teorema de Pitagoras y del Teorema de Tales

4.1 Congruencia y proporcionalidad en la circunferencia

A continuacion volvemos a nombrar algunos elementos de la circunsferencia, para luego
mostrar algunos resultados relacionado con dichos elementos.

Recordemos que una circunferencia de centro Oy radio r > 0 es la coleccién de puntos P del
plano, tales que la distancia de P a O es r. También se llama radio a cualquier segmento que une
el centro de la circunferencia con algiin punto de la circunferencia. Note que todos los radios de la
circunferencia miden lo mismo y ese valor es r. El interior de la circunferencia de centro Oy radio
r son todos los puntos X del plano cuya distancia a O es menor que r.

Una cuerda de una circunferencia es un segmento que une 2 puntos de la circunferencia. Un
didmetro es una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia.

Una secante a la circunferencia es una recta que contiene a una cuerda de la circunferencia.
Una tangente a la circunferencia es una recta que interseca a la circunferencia en un tinico punto,
y ese punto se llama punto de tangencia.

Cuerda

Tangente

Didmetro

Punto de
tangencia

Figura IX.25.

Para comenzar nuestro estudio, consideremos en una circunferencia de centro Oy radio r una
cuerda (no didmetro) y pensemos en todos los radios que intersectan a esa cuerda.

Si pensamos que es un mismo radio que se mueve de un extremo A de la cuerda al otro
extremo B de la cuerda, entonces vemos que el angulo £AOP va aumentando a medida que P se
acerca a B.
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Figura IX.26.

De hecho, como OA = OB el tridngulo AAOP es is6sceles, por tanto, la mediana correspondien-
te a O es ademads altura y bisectriz. Por lo tanto, un radio intersecta a una cuerda perpendicularmen-
te siy solo sila dimidia. Esta primera observacién que hemos hecho la escribiremos como teorema.

Teorema IX. 8

En una circunferencia de centro Oy radio r, consideremos una cuerda AB de la circunferen-
ciay un radio OP de la circunferencia que intersecta a AB. Entonces, la cuerda es perpendi-

cular al radio si y solo si el radio dimidia a la cuerda.

El siguiente ejemplo también se apoya en la idea de que con 2 radios de una circunferencia se
puede formar un tridngulo isosceles. Consideremos una circunferencia de centro Oy un didmetro
AB. Con un punto Cen la circunferencia distinto de A y de B, formemos el tridngulo AABC. ;Qué

podemos decir de ese tridngulo?
B

A

Figura IX.27.
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Bueno, a simple vista no mucho. Para observar algo y sacar provecho de que A, By Cestdn en
la circunferencia, construiremos el radio OC y formaremos 2 tridngulos isdsceles, a saber, AAOC

y ABOC.
c ‘
\7

Figura IX.28.

B

<

Los dngulos XOCB y £0BC son congruentes, denotemos la medida comtn de esos
angulos como a. Los dngulos X0AC y X0OCA también son congruentes y denotaremos
por B la medida comtn de esos dngulos. Por teorema del dngulo exterior, se tiene que
m(XAOB) =20y m(£COB)=2[3. Como £AOB es un dngulo extendido, entonces:

200 + 2 = 180
o +B =90

Pero o + 3 es la medida del dngulo £ACB. Es decir, el tridngulo AABC es rectangulo en C.

Este resultado también lo escribiremos como un teorema (que también se cree que se debe
a Tales).

Teorema IX.9

Si un dngulo inscrito en una circunferencia subtiende' un didmetro, entonces el angulo
es recto.

! Decimos que un angulo inscrito en la circunferencia subtiende un didmetro, si los lados del dngulo intersecan
ala circunferencia en los extremos de un didmetro.
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4.1.1 Angulos y arcos

Un dngulo central de una circunferencia es un dngulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia.

Figura 1X.29.

El arco subtendido por un dngulo central estd conformado por los puntos de la circunferen-
cia que estdn en el interior del dngulo. Los puntos de interseccion de los lados del dngulo con
la circunferencia son los extremos del arco subtendido. La cuerda AB también se dice que es
subtendida por el dngulo XA0B.

Dada una circunferencia de centro Oy 2 puntos A y B en la circunferencia, el arco menor
de extremos A y B es el arco subtendido por el angulo central £A0B. El arco mayor de extremos
Ay B esta conformado por los puntos de la circunferencia que no estdn en el arco menor. Una
semicircunferencia es el conjunto de los puntos de la circunferencia que estan del mismo lado de
un didmetro AB dado. Los extremos de la semicircunferencia son los extremos A y B del diametro.

Un dngulo inscrito en una circunferencia es un angulo cuyo vértice estd en la circunferencia, tal
que sus lados intersectan a la circunferencia en 2 puntos (distintos al vértice del angulo). El arco
subtendido por un dngulo inscrito es la interseccion de la circunferencia con el interior del dngulo.

F
L
B G D
1
K
J
H
Figura IX.30.
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En la Figura IX.30 se indican 3 dngulos inscritos y sus arcos subtendidos. Nétese que el arco
subtendido de un dngulo inscrito puede ser un arco menor o un arco mayor.

Teorema IX.10

Consideremos una circunferencia de centro 0. Consideremos £A0B como un dngulo central.
Si £ACB es un angulo inscrito que subtiende el mismo arco que el angulo central, entonces

m(&ACB)zém(ACAOB).

Antes de dar una demostracion, notemos que el Teorema IX.9 anterior es un caso particular
de este teorema.

Demostracion del teorema IX.10

Se deben distinguir 3 casos, seguin si el centro de la circunferencia estd sobre un lado del
angulo, en el interior del dngulo o en el exterior del dngulo.

B
A
C -
C ‘
\‘B
A
A
B
c M Caso 3
Caso 1 Caso ?
Figura IX.31.

En el primer caso, el AAOC es isdsceles, pues 2 de sus lados son radios, con
m(£ACB)=m(£CAO). Pero XAOB es un angulo exterior del tridngulo, por lo que su medi-
da es igual a la suma de los dngulos interiores no adyacentes, por lo tanto:

m(£AOB)=m(X£ACB)+ m(£CAO)=2m(£ACB)

En el segundo caso, se traza el didmetro CM. Se tiene, por el caso anterior, que

1
m(LACM )= %m(a{AOM) y que m(£BCM ) = Em(ABOM), de donde se obtiene que:

m(LACB)= m(ACACM)+m(ACBCM):%(m(iAOMHm(&BOM)):ém(&AOB)

La demostracion en el tercer caso es un ejercicio para el lector. (J
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Un resultado que se deriva del anterior es el siguiente.

Corolario IX.1

Dos dngulos inscritos a una circunferencia que subtienden el mismo arco son congruentes.

Demostracion

Daremos la demostracion para el caso.

A
Figura IX.32

Por el Teorema IX.10 se tiene que m(£ADB)= —m(MOB ) y también por el teorema ante-
rior se cumple que m(XACB)= —m(MOB) por lo tanto, m(£ADB)=m(£ACB). 0

La demostracion que dimos para el Corolario IX.1, no cubre todas las posibles configuracio-
nes. Por ejemplo, los casos cuando el centro de la circunferencia estd dentro de ambos angulos,
o cuando el centro de la circunferencia estd en el lado de un dngulo, no fueron analizados en la
demostracion.

Ejercicio

Demuestre el Corolario IX.1, en total generalidad.

El Teorema IX.10 muestra que las medidas de dngulos inscritos y dngulos del centro son
proporcionales, con constante de proporcionalidad 2. Ahora, mostraremos un resultado de pro-
porcionalidad referente a las medidas de cuerdas.

Capitulo IX: Proporcionalidad en geometria
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Teorema IX. 11

Considere 2 cuerdas AC y BD de una circunferencia que se intersecan en un punto M. En-
tonces, AM - MC = BM - MD.

Demostracion
Consideremos los tridngulos AADM y ABCM como se muestra en la Figura IX.33.

Q

Figura IX.33.

Por el Teorema IX.10 tenemos que m(£BDA)=m(£BCA), pues subtienden el mismo arco.
Por la misma razén m(£CAD)= m(£CBD). Luego, por el criterio de semejanza A4, se tiene
que los tridngulos AADM y ABCM son semejantes. En particular:
A _BM
MD MC
De donde se obtiene que
AM-MC=BM-MD O

Ejercicios

1.

En la figura m(£A0C)=30° y m(£0OCB)=40°. ; Cuanto mide el angulo del centro XAOB?

C
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2. Demuestre que si un cuadrilatero estd inscrito en una circunferencia, entonces sus angulos
no adyacentes son suplementarios.

3. Elcuadrilatero ABCD estd inscrito en la circunferencia de centro 0. ;Cudnto mide el dngulo
£BCD?

B

4. ;Cuanto mide el angulo XBDC?

5. Silos puntos Ay B son puntos de la circunferencia C(0,r) entonces demuestre que los pun-
tos de AB distintos de Ay de B estdn en el interior de la circunferencia. Es decir, si P estd
entre Ay B, entonces demuestre que OP < r.

6. Seal unarectaque intersecta en un punto 4 ala circunferencia C(0,r). Demuestre que L es
tangente a la circunferencia si y solo si el radio OA es perpendicular a L.
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4.2 Volumen y superficie de la esfera

Usemos el Principio de Cavalieri para dar una férmula del volumen de la esfera. Recor-
demos que este dice que “si 2 cuerpos estdn entre 2 planos paralelos y ademds tienen igual
area en sus secciones planas realizadas a una misma altura, entonces poseen igual volumen”.

Consideremos un cono de radio Ry altura R, un cilindro de altura R y radio R y la mitad de
una esfera de radio R. Hagamos un corte plano a altura / de la base:

D e -
Pt D ------ ~
- & H = <
Figura IX.34.

El 4rea D,, la seccién plana del cilindro es 7R*.

Usando el Teorema de Pitdgoras, podemos calcular el drea D,. El drea de la seccién plana de
la esfera es un circulo; por lo tanto, necesitamos encontrar el radio de ese circulo, denotemos con
r ese radio.

Figura IX.35.

Por lo tanto, el radio 7 =~/ R* — h*, entonces D, = m(R* —h*)=nR* — wh’.

Finalmente, el drea de D, es h* De hecho, si hacemos un corte plano al cono, que sea per-
pendicular al plano que contiene a D, y que contenga al vértice del cono, podemos asegurar que
el radio de D,, que esta en ese plano, es paralelo al radio del cono que también estd contenido en
ese plano.

Figura IX.36.

Geometria - REFIP



Proporcionalidad en geomelria

Haciendo el corte perpendicular al plano que contiene a D,, se puede observar la siguiente
configuracion.

R

( H

_ X
|
#<
i<
~ ~

Figura IX.37.

Utilizando el Teorema de Tales, podemos afirmar que:
x_R
h R

Por lo tanto A=x, entonces el drea de D, es mh”.

Asi, tenemos la siguiente igualdad

A(D))+A(D,)=nR*—rth*+rh*=nR* = A(D,)

De esta forma, el drea de la mitad de la esfera més el volumen el cono es igual al volumen
del cilindro.

V (semiesfera)+ V' (cono) =V (cilindro)

1
V (semiesfera) + 57{1{3 =R’
. 2
V (semiesfera) = 5751{

4
V (esfera) = gnBs

Capitulo IX: Proporcionalidad en geometria
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Ejercicios

1. Estime el volumen de su cabeza.

2. Setiene un tanque en forma de cubo cuyas aristas miden 2 m. Una esfera sdlida de radio
1 m se introduce en el tanque, tal como se muestra en la figura. Se llena el tanque con agua
(con la esfera adentro) y después se retira la esfera, ;cudl es el nivel del agua, A, que perma-
nece en el tanque? (aproxime z a 3)

2m

2m 2m

Para calcular la superficie de la esfera necesitamos herramientas que escapan a este curso,
pero daremos algunas ideas intuitivas que permiten convencerse del resultado.

Cubramos la esfera de radio R por pequefias regiones de dreas A,, A,.... 4,

Figura IX.38.

Entonces, tenemos pequerios conos de altura (casi) R. El volumen de cada uno de esos conos
es, aproximadamente:

1
Vlngl'R
1
V=S AR
1
V. ==A R
3
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La suma de esos voliumenes es aproximadamente el volumen de la esfera:

4 1
gnRS zg(Al +A,+A,+..+A,) R

Lasuma A4, + A, + 4, +...+ A, es el area superficial de la esfera, entonces:

4 1
—nR*==§
3

esfera ‘B
3 sfé

En realidad, lo anterior es una igualdad que, como dijimos, no podemos probar en este libro,
pero si la asumimos como cierta, se tiene que:

4R*=S

esfera ’

R

Entonces:

Ejercicios

1. Estime la superficie de su cabeza.

2. Calcule el area del circulo resultante de cortar una esfera cuyo radio mide 35 cm, mediante
un plano cuya distancia al centro de la esfera es de 21 cm.

3. Un cubo de 20 cm de arista estd lleno de agua. ;Cabria esta agua en una esfera de 20 cm
de radio?

4. ;Cudl es la superficie de la esfera mas grande que cabe en una caja ctibica de arista 10 cm?

4.3 Isometrias

Consideremos 2 tridngulos rectdngulos cuyos catetos son congruentes, por el Criterio LAL,
entonces estos tridngulos también son congruentes. Pero, ;qué pasa si 2 tridngulos rectangulos
tienen las hipotenusas congruentes y uno de los catetos congruentes?

A C E D

Figura IX.39

Capitulo IX: Proporcionalidad en geometria
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Consideremos 2 tridngulos AABC'y ADEF rectangulos (en Ay en D respectivamente), tales que
BC = EF = cy DE = AB = b. Entonces por el Teorema de Pitadgoras se tiene que AC’+ AB’= BC*y
que DF?*+ DE?= EF°. Ast:

AC*=c"-b"
DF*=c*-b*
Por lo tanto DF = AC; es decir, los tridngulos AABCy ADEF tienen todos sus lados congruen-

tes, y por el Criterio LLL, se obtiene que son congruentes. Entonces, hemos probado un nuevo
criterio de congruencia de tridngulos:

Teorema IX.12

Para que 2 tridngulos rectdngulos sean congruentes, basta con que sus hipotenusas sean
congruentes y un cateto de un tridngulo sea congruente a un cateto del otro.

En el Capitulo III, dijimos que las traslaciones, reflexiones y rotaciones preservan medidas de
angulos y medidas de segmentos, sin embargo, no probamos esas afirmaciones. Lo haremos ahora.

Consideremos un segmento AB y su imagen A'B’ via traslacién, T|,,. Para no recargar la
explicacion, supondremos que a y b son positivos.

B a I

Figura IX.40.

Los tridngulos ABIB y AAHA’ de la Figura IX.40 son rectdngulos y congruentes, por lo tanto,
BB’=AA.
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Figura IX41.

Como BI es paralela a HA, entonces £IBA = A HAJ (ver Figura IX.41). Por congruencia de los
tridngulos ABIBy AAHA' se tiene que XIBB'= £HAA'. Por lo tanto, £B'BA= XA'A], de donde
se deduce que AA'|| BB'. Lo que nos permite afirmar que AA’B’B es un paralelogramo, entonces
AB = A'B’. Es decir, hemos podido probar que las traslaciones preservan medida de segmentos, o lo
que es lo mismo, las traslaciones preservan distancias entre puntos. Que las traslaciones preservan
angulos, se puede argumentar del mismo modo y los detalles de la demostracién son un ejercicio
para el lector.

Probemos ahora que las reflexiones preservan distancia. Consideremos entonces un seg-
mento 4B y su imagen A'B' via reflexién respecto a la recta L. Si A y B estan en L, no hay nada
que probar, pues en este caso A = A’y B = B’y evidentemente AB = A'B’. Supongamos que 4 esta
en L, pero no asi B.

Figura IV.42.
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Por definicion de reflexién, BC = BCy BB' es perpendicular al eje de reflexion. Por lo tanto,
AC eslamediatriz de BB', AB = AB’y, como A = A, se tiene que AB = A'B".

La demostracion del caso general es un ejercicio para el lector.

Mostremos ahora que las reflexiones preservan angulos, teniendo como cierto que también
preservan distancias entre puntos.

Consideremos un angulo £ABC y una recta L, y denotemos por £A'B'C'laimagen del an-
gulo £ABC viala reflexion respecto de L.

o

Figura IV43.

’

Como las reflexiones preservan largos de segmentos, entonces AB = AB, AC’= ACy BC = BC,,
entonces los triangulos AABCy AA’B'C” son congruentes y, por lo tanto, £ABC es congruente a
XA'B'C'.

Analicemos ahora el caso de las rotaciones. Consideremos entonces un segmento AB y su
imagen A'B’, via la rotacion de centro Oy dngulo a.
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Figura IV.44.

Se tiene la congruencia £XBOB'= £AOA', pues ambos miden a. Si el &ngulo AOB mide x,
entonces:

m(£BOA)= 0o —x=m(A'OB)

Ademés tenemos que OA = OA’, pues son radios de una misma circunferencia. Del mismo
modo OB = OB’y m(£B0OA)=m(A'OB), entonces, por Criterio LAL, se tiene que los tridngulos
AOA’B’y AOAB, son congruentes, por lo tanto AB = A'B".

Consideremos un angulo £ABC y denotemos por XA'B'C" la imagen del angulo £XABC, via
rotacién con centro Oy angulo o.. Como las rotaciones preservan largos de segmentos, AB = A'B;,
A'C’= ACy BC = B'C’, entonces los tridngulos AABCy AA’B’C’ son congruentes y, por lo tanto,
ZABC es congruente con XA'B'C'.

Ejercicios del capitulo

1. Demuestre, dando todos los detalles y en toda generalidad, que las reflexiones preservan
distancias entre puntos.

2. Demuestre que las traslaciones preservan las medidas de los dngulos.
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3. Considere los rayos AB y AC secantes a la circunferencia C(0,r) cuyo vértice comiin 4 est4
fuera de la circunferencia. Demuestre que la medida del £BAC es igual a la mitad de la
diferencia entre o y 3.

4. Demuestre el Teorema de Bisectriz: en un triangulo AABC, donde la bisectriz del angulo en
A interseca al lado opuesto en D, entonces:

48_AC
BD DC

A

5. Calcule el &rea y el volumen de una esfera inscrita en un cilindro de 2 m de altura.

6. Lactpula de una catedral tiene forma semiesférica, de didmetro 50 m. Si restaurarla tiene
un costo de $210.000 el m?, ;a cudnto ascendera el presupuesto de la restauracion?

/. Siun tridngulo T, es semejante a un tridngulo T, con razén de semejanza k. ;Cudl es el
cociente entre el drea de T, y el drea de T,?

8. Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 24 m y 10 m. ;Cuanto medirdn los catetos de
un tridngulo semejante al primero cuya area es 5 cm*?

Geometria - REFIP



9.

10.

1.
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Considere un tridngulo AABCy en el lado AB se marca el punto , tal que AE : AB=1:4,y
en el lado BC se marca el punto G, tal que CG: CB=1:4.
B

A

¢,Cudl o cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

|, AABC ~ AEBG
. EG:AB=3:4
I. A(AABC): A(AEBG) = 3: 4

. Solo1

. Solo II

. SoloIylIl
- Solo Tyl
LIyl

D O O T D

Calcule la altura de un drbol que proyecta una sombra de 12 m a la misma hora que un palo
de 1,2 m proyecta una sombra de 1,5 m.

1,2m

12m 1,5m

Si el tridngulo AABCy el tridngulo AAB'C’son semejantes, entonces es correcto afirmar que:

| Existe k>0,talque AB=k-AB’

Il Existe t> 0, tal que m(£ABC)=t-m(£A'B'C")
lll. SiAB=r-A'B’ entonces A'(AABC)=r- A (AA'B'C)
a. Solo1

D. Solo 11

C. SoloIyll

d. Solo Ty III
e LIyII
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12. SiAB y CD son didmetros de la circunferencia, ;es cierto que ABCD es un rectangulo? Justifique.

A

B

13. Considere una circunferencia de centro O'y 2 cuerdas suyas, AB y CD, miden lo mismo.
Ademads, OL es perpendicular a CD y OM es perpendicular a AB. Demuestre que OL = OM.

O

14. Demuestre que una recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio de la
circunferencia que pasa por el punto de tangencia.

15. Conreglay compds, trace la recta tangente a la circunferencia de centro O, que pasa por el
punto P.
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= RECURSOS PARA LA
REFI P FORMACION INICIAL
- DE PROFESORES DE

Matematica EDUCACION BASICA

La coleccion ReFIP es una serie de cuatro textos: Numeros, Geometria,
Algebra y Datos y azar, enfocados en la matematica para ensefnar que
requieren los profesores de Educacion Bésica.

Esta coleccion fue desarrollada en el proyecto FONDEF-D09I1023
“Recursos para la Formacion Inicial de Profesores de Educacion Basica
en Matematica”, por un equipo de expertos disciplinarios y en educacion
de distintas universidades, liderados desde el Laboratorio de Educacion
del Centro de Modelamiento Matematico de la Universidad de Chile.

El proceso de elaboracion de estos textos se llevd a cabo durante tres
afos y contemplo el pilotaje de versiones preliminares en cursos de
carreras de Pedagogia en Educacion Basica de 16 universidades, en
el que participaron alrededor de 5.000 estudiantes de Pedagogia de
todo el pais. Esto permitié hacer los cambios y ajustes necesarios para
producir las versiones finales, y hacer que estos textos se constituyan
en herramientas de gran utilidad en la formacion docente.

Los textos promueven la reflexion acerca de la matematica escolar y
su ensefanza, contribuyen a integrar conocimientos disciplinarios y
pedagdgicos, Yy tienen su foco en la matematica especifica de la tarea
de ensenar.

Mas informacion acerca de la coleccion y el proyecto se encuentra en:
http://refip.cmm.uchile.cl/
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