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ABSTRACT

In this article we reconstruct the development of Didactics of Mathematics as
ascientific discipline. We start from the body of problems spontaneously
encountered by the teacher and go through the didactic classical point of view
which systematizes and generalizes such matters.

After following expansions, alot of unexplained phenomenons and unsolved
didactical problems forced to modelize mathematical school activity.

Historically this new trend of thought, known as «fundamental di dactics®» and
called initially «&xperimental epistemologya», corresponds to the first formu-
lations of the didactic situations theory.

Whithin the framework of this new scientific research program, and starting
from didactic transposition theory, has arisen the anthropological approach of
didactics, which takes the ingtitutionalized studing process of mathematics as its
main object of study.

RESUME

Nous présentons une reconstruction de la didactique des mathématiques en tant
que discipline scientifique, en prenant comme point de départ la problématique
du professeur et en passant par |e point de vue classique en didactique qui sys-
tématise et généralise cette problématique.

Apres des élargissements successifs de la problématique didactique, unefoule de
phénoménes non expliqués et des problémes didactiques non résolus ont poussé a
prendre en charge et modéliser I’ activité mathématique scolaire. Cdlaadonné nais-
sance al’ «&pistémol ogie expérimentales qui, apres les premiéres formulations de
lathéorie des situations didactiques, a pris |e nom de «&lidactique fondamental es.
Dans le cadre de ce nouveau programme de recherche, et partant de la théorie
de la transposition didactique, surgit I’ approche antropologique qui, dans ses
derniers développements, prend comme objet premier de recherche le proces -
sus d' étude (institutionnalisé) d’ oauvres mathématiques.
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de las matematicas como disciplina cientificas, del |CME-8 celebrado en
Sevilla (Espafia) en julio de 1996.
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RESUMEN

En este trabajo se hace una reconstruccion del desarrollo de la didacticade las
mateméti cas como di sciplina cientifica partiendo de la problemética del profe-
sor y pasando por € punto de vista clasico en didéactica que sistematizay gene-
raliza dicha problemética.

Después de sucesivas ampliaciones de |la problemética didactica, cuando una
multitud de fendbmenos sin explicar y de problemas didacticos sin resolver obli-
garon atematizar y modelizar la actividad matemética escolar, emergio laepis-
temologia experimental que, coincidiendo con las primeras formulaciones de la
teoria de las situaciones didacticas, tomo el nombre de «lidactica fundamen-
tal .

En el marco de este nuevo programa de investigacion y a partir de lateoria de
latransposicion didactica ha surgido el enfoque antropol égico que, en sus Ulti-
mos desarrollos, toma el proceso de estudio (institucionalizado) de las obras
matematicas como objeto primario de investigacion.
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INTRODUCCION

Laevolucion deladidéctica de las mateméticas esté determinada por suce-
sivas ampliaciones de la problematica didactica. Cada una de estas
ampliaciones comporta cambios de su objeto primario de investigacion
y, en consecuencia, modifica la naturaleza de la didactica como disci-
plinacientifica.

En este trabajo intentamos hacer, de una manera forzosamente
esguemdtica, una «xeconstruccion racionala (Lakatos, 1971) delaevo-
lucién de unade las lineas de desarrollo de la problematica didactica. No
pretendemos, por tanto, hacer una descripcidn exhaustiva de la historia
de ladidéactica de las matematicas alo largo de las Ultimas décadas.

El «principio metodolégicos (0, si se quiere, €l prejuicio princi-
pal) que guia esta reconstruccidn es nuestra conviccion de que a prin-
cipios de los afios 70 tuvo lugar una ampliacion inesperada de la pro-
blematica didacti ca (debida principalmente alainclusion del conocimiento
matemati co como objeto primario de investigacién) que cambio lanatu-
raleza de esta disciplina'y provocd la emergencia de la didactica fun -
damental. Es en este marco en el que se reivindico por primeravez €l
estatuto de «saber cientificoa para la didactica de las mateméticas.
Nuestro trabajo pretende, en definitiva, reconstruir la génesis de la
didactica fundamental, entendida como d resultado de sucesivas amplia-
ciones de |la problematica espontanea del profesor. Ademas, interpre-
taremos el enfoque antropoldgico como uno de los desarrollos natu-
rales de la didactica fundamental.

1. EL PUNTO DE VISTA CLASICO EN DIDACTICA
DE LASMATEMATICAS

Antiguamente se consideraba que la ensefianza de las mateméticas era
un artey, como tal, dificilmente susceptible de ser analizada, controla-
day sometidaareglas. Se suponia que el aprendizaje dependia silo del

grado en que el profesor dominaradicho artey, al mismo tiempo, dela
voluntad y la capacidad de los alumnos para dejarse moldear por el

artista. Esta es, todavia, laidea dominante en la cultura corriente y
representa una «concepci dna precientifica de la ensefianza que sigue sien-
do muy influyente en la cultura escolar.

Estaformaun tanto «amégicas de considerar laensefianzay € apren-
dizaje de las mateméticas fue evolucionando a medida que crecia el
interés por entender y explicar los hechos didacticos. Asi, desde los
inicios de la didactica de las mateméticas como disciplina, fue conso-
liddndose un punto de vista— que denominaremos clésico? — que rompe

2. El cdlificativo de «&lésicoa que asignamos a este enfoque no tiene, por
supuesto, ninguna connotacién peyorativa. Se trata del primer enfoque sis-
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con estavisién magicay considerael aprendizaje en genera, y € delas
matematicas en particular, como un proceso psico-cognitivo fuerte-
mente influenciado por factores motivacionales, afectivos y sociales.

Esta manera deinterpretar el aprendizaje humano fue tomando cuer-
po através de la obra de diferentes autores (como Piaget, Vygotsky y
Bruner, entre otros muchos) a pesar de las importantes diferencias que
éstos mantenian entre si. Esldgico que en la primera etapadel desarrollo
deladidéctica, parapoder luchar mas eficazmente contralavision pre-
cientifica de los hechos didécticos, se tomase |a Psicologia Educativa
como fundamento cientifico y seintentase adaptar a caso de las matema-
ticaslanocién de «aprendizaje» que esta disciplina proporcionaba. En
este sentido hay que citar como embleméticala obraprincipal de Ausubdl,
no sdlo como sintesis critica de las diversas aportaciones anteriores de
lapsicologiaeducativa alaexplicacion del aprendizaje en el aula, sino
también por sus aportaciones originales, entre las que destacala nocién
de «aprendizaje significativos (Ausubel, 1968). VVeremos més adelan-
te que lainsuficiencia de esta nocién general de «aprendizajes llevé a
elaborar, dentro del enfoque clésico de la didactica, una nocién de
«mprendizaj e especificamente matematicom.

Para analizar estas primeras etapas de la evolucién de la problemé-
tica didactica, vamos a dar una descripcién general, razonablemente
simplificada, del punto de vista clasico en didéctica de las mateméticas.
Empezaremos describiendo dicho punto de vista mediante dos carac-
teristicas muy generaless

(a) Toma como problematica didactica una ampliacién limitada de la
probleméatica espontanea del profesor.

Esto significa que recoge, reformula, ampliay sistematiza las cues-
tiones que constituyen inicialmente la problemética del profesor, las
cuales estan muy condicionadas por lasideas dominantes en la cultura
escolar. Entre las cuestiones que constituyen la problemética del pro-
fesor podemos citars el problema de la naturaleza de los conocimien-
tos previos de los alumnos, € problemade la motivacion necesaria para
el aprendizaje, el problema de los instrumentos tecnol égicos de la
ensefianza, €l problemade ladiversidad, € problema de como ensefiar

tematico de los hechos didacticosy a él |e corresponde € honor de haber roto
por primera vez con lamentalidad precientificaen lo que se refiere al andlisis
delo didactico. Sin su valiosa aportacion no tendria sentido laevolucion de la
didéctica como disciplina cientifica que presentamos agui. El primer autor que
habl 6 del «enfoque clasicoa en didactica fue precisamente Guy Brousseau,
caracterizandolo como aquel enfoque que, en la explicacion de los hechos didac-
ticos, toma como central la actividad cognitiva del sujeto presuponiendo,
ademas, que dicha actividad puede ser descritay explicada de manerarelativa-
mente independiente de los restantes aspectos de la relacion didéctica
(Brousseau, 1986).
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aresolver problemas de matematicas y el problema de como evaluar a
los alumnos, entre otros muchos. Incluso |os términos en que se plan-
tean estas cuestiones (como «motivaci onw, «diversidada, «evalua
cionm, etc.) dependen de la cultura escolar dominante que, natural-
mente, esta muy influenciada por 1os documentos curricularesy por €l

discurso de lanoosfera. Las posibles «xespuestass imaginables por €

profesor a dicha problemética se corresponden siempre con las ideas
dominantes que pueden expresarse en forma de esl ogans pedagdgi coss
«Ensefianza personalizadas, «Motivacion através de materiaesrela-
cionados con larealidad y los intereses de los alumnoss, «AJtilizacion
de medios informaticosy, «Ensefianza a través de la resolucién de pro-
blemass, etc.

(b) Presenta €l saber didactico como un saber técnico, en el sentido de
aplicacién de otros saberes mas fundamental es importados de otras
disciplinas. Esto comporta considerar la didactica de las mateméticas
como una disciplina més normativa que explicativa.

Desde este punto de vista clésico, la didéactica de las mateméticas tiene
como objetivo primero y principal proporcionar a profesor los recur-
sos profesionales que éste necesita parallevar a cabo su labor de la
manera mas satisfactoria posible.

1.1. Dos enfoques clasicos €l aprendizaje del alumnoy
el pensamiento del profesor

Si afinamos un poco mas €l andlisis, podemos distinguir dos enfoques
«slcesivos» (aunque no sean tempor almente sucesivos) en e desarrollo
inicial de la problemética didactica.

El primer enfoque esta centrado en € aprendizaje del alumno. Su pro-
blemética gira alrededor de la nocidn ya citada de «aprendizaje signi -
ficativos en el sentido de Ausubel (Ausubel, 1968) y su objeto prima -
rio de investigacién es el conocimiento matematico del alumno y su
evolucion. Esta eleccion del objeto de estudio comporta que se delegue
explicitamente ala psicologia la fundamentacion cientifica de las téc-
nicas que la didéactica proporciona.

El segundo enfoque, aungue esta centrado en la actividad docente,
comparte el interés basico por lainstruccién del alumno. Este enfoque
amplia la problemética didactica introduciendo cuestiones relativas al
profesor y a su formacion profesional. Una de las cuestiones centrales
de lanueva problematica puede formularse en los siguientes términoss
«&Qué conocimientos (en e sentido amplio desaber y saber hacer) debe
tener € profesor parafavorecer un aprendizgje efectivo de los alumnose
(Gil y otros, 1991).

El objeto primario de investigacion de este segundo enfoque es €
pensamiento del profesor que incluye su conocimiento de las matema
ticas, su conocimiento de los procesos de ensefianzay aprendizajey su
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experiencia en la préctica docente. Se trata de un conjunto de conoci-

mientos «jprofesionales» cuya construccion y justificacion requiere una
base multidisciplinar que abarque, ademas de la psicologia educativa,

la sociologia, la historia de las matematicas, |a pedadogia y la episte -
mologia de las mateméticas, entre otras disciplinas.

Se postula que laformacién del profesor debe empezar por latrans-
formacion del «pensamiento docente espontaneoa> en un sentido ané-
logo alanecesidad de transformar € pensamiento espontaneo del alum-
no, sus preconceptos y errores conceptuales, para posibilitar su
aprendizaje. Al tomar el pensamiento del profesor como via de acceso
al andlisis de larelacién didactica se origina una cierta confusion o,
cuanto menos, un solapamiento entre saber didactico y saber necesa -
rio para ensefiar. Un gjemplo paradigmético de confusién entre ambos
tipos de saberes, que responden a dos | dgicas distintas, |0 encontramos
en la «investigaci on-acciona(Brousseau, 1989).

Para caracterizar de unamanera global este estadio de laevolucién
de la problemética didactica no hay que apelar ala mayor o menor
importancia asignada a su fundamentacion psicologicani a hecho de que
Se centre en uno u otro de los protagonistas de larelacion didactica— ya
sea el alumno o e profesor en referenciaa alumno —. Lo que es ver-
daderamente caracteristico del punto de vista clasico en didacticade las
mateméti cas es que asume acriticamente que, o bienlos saberes que uti -
liza no son problematicos en si mismos (como |os saberes mateméticos),
0 bien no forman parte de la problematica didactica (como los psi-
col égicos, socioldgicos o linguisticos). En todo caso, dichos saberes
solo pueden ser aplicados para describir e interpretar los hechos didac-
ticos, pero nunca pueden ser modificados como consecuencia de dicha
aplicacién. Esto significa que, al contrario de lo que pasa en cuaquier
disciplina cientifico-experimental, cuando se utiliza una nocion psi-
col 6gica como, por ejemplo, la de «aprendizaje significativos, para
describir o explicar un hecho didactico, esta aplicacion no tendra nin-
guna repercusién importante en la evolucion de lateoria psicol égicaen
cuestién. Dicho en otras palabras, mientras que los hechos fisi cos (natu-
ralmente interpretados por la teoria como fendmenos fisicos) pueden
Ilegar a modificar las nociones construidas por lateoria (como, por
gjemplo, la nocién de «anasaw), no es posible que, en el ambito de la
didactica clasica, los hechos didacticos modifiquen la nocién misma
de «aprendizaje significativom.

1.2. Limitaciones del punto de vista clésico en didéactica

Destacaremos a continuacion tres limitaciones inherentes a este estadio
del desarrollo de la didéctica de las mateméti cass

(i) Paraddjicamente, y a pesar de centrarse en la problemética de la
ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas, el enfoque clasico no
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incluye entre sus objetos de estudio las nociones de «ensefiar matema
ticasm ni de «aprender mateméti casw, entre otras. Sdlo las utiliza como
nociones transparentes y no cuestionables, o bien como nociones
construidas en otras disciplinas.

(ii) Al centrar el andlisisen el alumno (o en €l profesor en referenciaal
alumno), € enfoque clésico aborda su objeto de estudio de unaforma
fuertemente condicionada por |os fenémenos psicol 6gicos involucra-
dosen d proceso de ensefianzay aprendizaje, d tiempo que tiende a poner
en segundo plano los fendmenos especificamente didacti co-matemati -
Cos.

Incluso cuando se rechaza partir de unateoriadel aprendizaje gene-
ral, que sea neutral respecto al contenido, y se defiende que la didacti-
ca de las mateméti cas debe elaborar unateoriadel aprendizaje matemd -
tico, como propugnan Bauersfeld y Skowronek en la que se ha
considerado la carta fundacional del International Group of the
Psychology of Mathematics Education (PME) (Bauersfeld y Skowronek
1976), se siguen enfatizando |os procesos de aprendizaje matemético y
el conocimiento matemético del alumno como objetos primarios de
investigacion.

Asi, por ejemplo, Richard Lesh y Marsha Landau afirman en la
introduccion de uno de los libros mas prestigiosos de los Ultimos afios
en e dmbito de la educacion matemética, que «aThe goals of much of the
research reported in this book weres (@) to identify students’ primitive
conceptualizations of various mathematical ideas and processes (e.g.,
rational numbers, early number concepts, and spatial-geometric
concepts)s (b) to investigate similarities and differences between students
conceptual structures associated with these ideas and the formal mathe -
matical structures that characterize themy (c) to describe how these
conceptualizations are gradually modified into mature under standings;
and (d) to identify factors that influence this developmenta (Lesh y
Landau, 1983, p. 3).

Y aunque intentan diferenciar este tipo de andisisde losandlisis pura
mente psi col bgicos [ «&These idea analyses are quite distinct from the task
analyses and analyses of children’s cognitive characteristics that tend
to be used in general (i.e. not subject-matter-oriented) psychological
researchw], no pueden dejar de reconocer que «arhese three types of ana -
lyses are clearly interrelateds (Lesh y Landau, op. cit., p. 3). Enla
préctica estainterrelacion comporta una subordinacion y casi unareduc-
cion delo didéactico alo psicol égico.

(iii) Al interpretar el saber didactico como un saber técnico (en el sen-
tido de que su justificacion hay que buscarla en saberes cientificos gje-
nos a la propia didéctica e independientes entre si), el enfoque clésico
renuncia ala ambicién de construir |a didéctica de las mateméticas
como disciplina cientifica.
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En este sentido es interesante observar que autores como Jeremy
Kilpatrick, que ha enfatizado con fuerza las necesidades tedricas de la
investigacion en «educacion mateméaticas («#As long aswe ignore the
theoretical contexts of our researh work in mathematics education, it will
remain lifelees and ineffectivems Kilpatrick, 1981, p. 26), cita como
gjemplo de «trabagjo tedricor que hainfluido efectivamente sobre € pen-
samiento del profesor de mateméticas y sobre su practica educativa, €
de autores como E. L. Thorndike, Piaget, Dienes y Gagne. Esto com-
porta, al menos en primerainstancia, que |os «constructos tedricos» de
lainvestigacién en educacion matemética se buscan en saberes cienti-
ficos gjenos aesta disciplina.

Por su parte Alan H. Schoenfeld subraya laimportancia capital de
disponer de unateorias «One of the major goals, if not the major, of the
learning sciencesisthe congtruction of a theory of learnings (Schoenfeld,
1991, p. 35). Pero, ¢en qué saberes cientificos hay que fundamentar esa
teoriaf? En su obra més sistemética (Schoenfeld, 1985), este autor consi-
dera que los «&lementoss bésicos para elaborar un marco en el que
pueda analizarse la actividad matematica son el «gonocimiento de
basew, |as «estrategias heuristicasa, |as «estrategias de control y ges-
tiéna del proceso y el «sistema de creenciasa». Hay que subrayar que
todos estos elementos hacen referencia a la cognicion (ya sea a sus
aspectos conceptuales o procedimentales, ala «anetacogniciona o alos
aspectos afectivos de la cognicion). Este punto de vista ha sido reafir-
mado por €l autor en sus trabajos mas recientes.

Asi pues, se contintaidentificando el proceso de aprendizaje delas
mateméticas (0, con mas precision, € proceso de gprender aresolver pro-
blemas de matematicas), con un proceso psico-cognitivo fuertemente
influenciado por factores motivacionalesy actitudinales. Resulta, en
definitivaque, en el marco del enfoque clésico de ladidactica, lateoria
del aprendizaje (también del aprendizaje matematico) se debe funda-
mentar, en Ultimainstancia, en las ciencias cognitivas.

1.3. El mecanismo de ampliacion de la problematica didactica

A fin de superar éstasy otras limitaciones, la didéctica de las matemé-
ticas se ha visto obligada a ampliar su problemética, incluyendo en
ella objetos que hasta ese momento habian sido considerados como
«xladosw.

El mecanismo mediante el cual la didactica de las matematicas
amplié drasticamente su problemética no es especifico de estadiscipli-
na. Se trata de un mecanismo general que tiene relacion con la necesi -
dad que se produce periddicamente en toda disciplina de introducir
como objetos de estudio propios, objetos que hasta el momento habian
sido utilizados Unicamente como herramientas transparentes, no cues-
tionablesy que sdlo aparecian en @ discurso cientifico norma como Utiles
para describir otros objetos.
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Si [lamamos «gpar acientificos» a dichos objetos, & mecanismo gene-
ral de ampliacion de una problemaética cientifica podria ser descrito
como latransformacién en objetos cientificos de objetos que hasta ese
momento habian funcionado como paracientificos en € discurso cienti-
fico normal.

En el caso de las mateméti cas tenemos ejempl os muy conocidos de
este fendmenos 10s objetos «mnimero real », «funcidna y «conjuntoa,
entre otros muchos, fueron paramatematicos (esto es, herramientas
transparentes Utiles para describir y estudiar otros objetos matemati-
cos) mucho antes de devenir histéricamente objetos matematicos (esto
es, objetos de estudio en si mismos, ademas de herramientas Utiles para
estudiar otros objetos mateméti cos)?.

Lanecesidad histéricade cambiar € estatuto de paramateméticos que
tenian dichos objetos para convertirlos en objetos mateméticos de pleno
derecho, vino determinada por la presién que gercian sobre la comunidad
una multitud de fenédmenos mateméticos inexplicados y de problemas
matematicos no resueltos. La consiguiente ampliacion dela problemd -
tica matematica originada por lairrupcion de los nuevos objetos, pro-
voco transformaciones importantes en la natural eza de las matematicas
como ciencia

Andlogamente, en el caso de la didéctica de las mateméticas ha sido
laaparicion de multitud de hechos didécticosinexplicados y lafaltade
respuesta a multiples cuestiones, los que han provocado la necesidad de
cambiar el estatuto de ciertosobjetos paradidacticos para constituirlos
en objetos didéacticos de pleno derecho, esto es, en objetos de estudio en
si mismos para la didéctica de las mateméticas.

Entre las cuestiones que no pueden abordarse desde el punto de
vista clasico citaremos, atitulo de ggemplo, las siguientess ¢Cudl es el
papel delas «xutinasy» en d gprendizaje de las matematicas? ¢Codmo dife-
renciar las rutinas de las actividades «xcreativase»#? (Qué papel juega o
podriajugar laactividad de resolucion de problemas en la ensefianza de
las matematicasé? ¢Cudl eslarelacion entre el aprendizaje de la «arit-
méticam, el «@lgebraelemental» y |a «geometriams? (Qué significa
«=dquirir el concepto de proporcionalidada o «adquirir el concepto de

3. Lanocion de objeto paramatematico se debe a Chevallard (1985) y es
relativaalaingtitucion en laque nos situemos. Asi, por giemplo, podemos decir
que «&lemostraci ona, «fpardmetros y «&cuacions son objetos para matema -
ticos en la ensefianza secundaria porque en esta ingtitucion las citadas nociones
se utilizan como herramientas transparentes, no cuestionables. No es posible, por
giemplo, que en un examen de secundaria aparezca una pregunta del tipo «&Qué
€s una demostracionf4 o «¥Qué diferencia hay entre un parametro y unavaria
blef2» porgue en dichas instituciones las nociones citadas no se toman como
objeto de estudio. Pero lanocién de «xlemostraciona, por jemplo, puede fur
cionar como un objeto matematico en un curso de 16gica mateméticaanivel uni-
versitario.
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funcione#? ¢Qué criterios deben utilizarse para disefiar €l curriculo de
matemati cas?

Larazon por lacual estas cuestiones no pueden abordarse desde
una perspectiva clasica es muy sencillas paratratar cientificamente estas
cuestiones es preciso disponer de un modelo explicito de la actividad
matematica escolar en el que se modelicen, en particular, €l «glgebra
escolarm, la «aritmética escolarm, la «geometria escolara, la «propor-
cionalidada, etc. Asimismo, es necesario disponer de un modelo del
proceso escolar de la ensefianza y @ aprendizaje de las mateméticas que
contenga las nociones de «&utina matematicam, «actividad mateméti -
ca creativam, «xesolucién de problemas matemati cosw, «ensefianza
escolar de |as mateméticasw, etc. como nociones construidas en el
modelo (no primitivas). Dichas nociones deberian definirse a partir de
las nociones primitivas del modelo de la actividad matematica escolar
antes citado, €l cual deberiajugar € papel de modelo «xuclears. S6lo
asi seria posible plantear las cuestiones citadas sin tener que dejar ala
psicologia cognitiva la responsabilidad de la fundamentacion cientifi-
caultimadelos andlisis didécticos.

Esfécil, asimismo, citar fenémenos didéacticos que han permaneci-
do inexplicados durante décadas debido, principalmente, a su transpa-
rencia cuando se contemplan desde € punto de vista clasico. Entre éstos
se encuentran todos los fendmenos de transposicion didactica. Aqui
citaremos Unicamente algunos fendmenos que pueden formularse, aunque
no puedan explicarse, con las nociones didécticas clasicas (para més
detalles, Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).

*ala «aesalgebrizacion del curriculo de la secundaria obligato -
riam, que se manifiesta, entre otras cosas, por ladesintegracion del cor-
pus de problemas algebraicos, la ausencia del uso sistemético de paré
metros, |la desaparicion progresiva de | as justificaciones algebraicas de
los procedimientos aritméticos, geométricos o combinatoriosy la pobre
utilizacién que se hace de las formulas, reduciéndolas a simples algo-
ritmos de cdlculo. Ladescripcion, € andisisy laexplicacion de este fené-
meno requiere, en particular, un cuestionamiento, tematizacién y mode-
lizacion del algebra escolar que, por definicion, esta ausente en el
enfoque clasico de la problematica didéactica.

*al_a «irresponsabilidad matematica de los alumnoss, que se pone
de manifiesto en lagran dificultad que tienen los alumnos pararespon-
sabilizarse de |as respuestas que dan a las cuestiones mateméticas que
se les plantean. Este es un fenémeno que tradicionalmente se englo-
baria en la problemaética de la «imotivacion del alumnoa, preconizan-
dose explicaciones (y soluciones) de naturaleza psicol égica, psicoafec-
tivay pedagogica. En @ marco del nuevo paradigma de la didactica
fundamental, sin embargo, el fenémeno puede analizarse en términos del
contrato didactico y de ladevolucién de una situacion adidactica que,
en Ultimainstancia, hacen referenciaa conocimiento matemético que
lasituacion caracteriza.
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*ala «atomizacion del proceso de ensefianza de las matematicase,
gue es una tendencia cada vez més acentuada hacia la transformacion
del proceso de ensefianza en un conjunto desestructurado de actividades
independientes entre si, en el seno del cual se tratan los problemas
matemati cos como «anécdotas» aisladas y en el que el trabajo sis-
tematico y disciplinado y los objetivos amedio y largo plazo tienden a
desaparecer. De nuevo, lamera descripcion de este fendmeno requiere
lautilizacién de un modelo de la estructura del proceso de ensefianza
de las matematicasy una caracterizacion de lo que se entiende por «ac -
tividad matematica atomizadas que estan ausentes en el enfoque cla
sico.

*ala «aritmetizacion del algebra escolara, esto es, lafuerte domi-
nancia en la cultura escolar de unaforma simplista de interpretar el
algebra elemental como aritmética generalizada. En otro lugar hemos
dado una primera interpretacion de este fenémeno didactico (Gascon,
1994) basada, naturalmente, en un model 0 especifico del algebra esco -
lar y en el andlisis de las restricciones que impone el modelo del age-
bra escolar (y, consiguientemente de su ensefianza) dominante en la
institucién escolar.

*ala «algebrizacidn del calculo diferencial escolara que se mani-
fiestaen una ensefianzadel cél culo esencialmente «algebraicam, en tra-
tar el paso a limite como un proceso algebraico «Ainitos y, en defini-
tiva, en un intento escolar de reducir las técnicas especificas del andlisis,
en las que primalautilizacién de condiciones suficientes, a maneras de
hacer puramente algebraicas centradas en el uso de equivalencias suce-
sivas (Artigue, 1995). De nuevo nos encontramos con un fenémeno
cuyo mera deteccion ha requerido la utilizacion, como instrumentos
basi cos, de sendos model os especificos del algebra y del calculo dife -
rencial escolares. Postulamos que la profundizacion en € andlisis de este
fendmeno y su eventual explicacion dependeran de la explicitacion de
dichos modelosy del estudio sistemético de las restricciones que impo-
ne el proceso de estudio de (lareconstruccion escolar de) dichas obras.

2. DIDACTICA FUNDAMENTAL3# LA DIDACTICA DELAS
MATEMATICAS COMO EPISTEMOLOGIA EXPERIMENTAL

L as anteriores cuestiones sin respuesta, asi como éstos fenémenos inex-
plicados, junto amuchos otros, solo pueden ser abordados cientificamente
si ciertos objetos («problema de matemati casw, «ensefiar mateméati-
casw, «aprender matemati casm, «aconcepto matematicom, «autina
matematicaw, «actividad matemética creativas, «proporcionalidads,
«xumero decimal », «£uncionm, «algebra elemental », «aritméticam,
«geometriam, entre otros muchos) que funcionaban tradiciona mente
como transparentes (paradidacticos), pasan a ser objetos de estudio en
si mismos, esto es, se convierten en objetos didacticos, integrantes de
pleno derecho de la problematica didactica.
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Ello comportalanecesidad parala didactica de disponer de un mode -
lo de la actividad matematicay de un modelo del proceso de ensefian -
za-aprendizaje de las mateméticas en el que dichos objetos puedan
estar debidamente representados. No se trata de una hecesidad nueva,
sino del reconocimiento de una necesidad que es inherente atodainves-
tigacion cientifica. De hecho, todo andlisis didéactico utilizainevitable-
mente ciertos model os méas o menos implicitos, aunque el investigador
no sea consciente de ello ni, por tanto, del grado de dependenciadelos
mismos.

El nuevo punto de vista en didactica de las mateméticas, la didacti -
ca fundamental, nacié precisamente cuando Brousseau vislumbré por
primeravez la necesidad paraladidactica de utilizar un modelo propio
de la actividad matemética, dado que los model os epistemol 6gicos
usuaes no habian sido construidos para responder alos mismos problemas
gue se plantea la didactica. Histéricamente se corresponde con las pri-
meras formulaciones de lateoria de las situaciones didécticas, cuyo texto
fundador fue publicado a principios de los afios 70 (Brousseau, 1972).
En esto consiste, precisamente, €l principio metodol 6gico fundamental
delateoriade las situacioness definir un «conocimiento matemati coa
mediante una «situaciéna, esto es, por un autdmata que modeliza los
problemas que Unicamente este conocimiento permite resolver de forma
Optima ( Brousseau, 1994).

Con mas precision, sellamasituacion fundamental (correspondiente
a un conocimiento matemético concreto C) a un conjunto minimal de
situaciones adidécticas (especificas de C) que permiten engendrar, por
manipulacion de los valores que toman sus variables didacticas, un
campo de problemas suficientemente extenso como para proporcionar
una buena representacion de C en relacion a como ha sido reconstrui-
do C en lainstitucion didactica en cuestion. Tenemos asi que, en la
teoria de situaciones, la actividad matemética escolar se modelizaa
partir de lanocidn de «situacion fundamentals y es también con ayuda
de dichanocion como, en cada caso, se define «aprender un conocimiento
matematico Ca> en unainstitucion didéctica determinada (para mas
detalles, ver Anexo D, en Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).

Ademés de constituir una importantisima ampliacion de la pro-
blematica didactica, este punto de vista sitUia dicha problemética en €l
marco de laepistemol ogia de las matematicas, sin que ello comporte nin-
guna pérdida de autonomia de la didactica como disciplina. De hecho
estareformulacién del objeto de la didactica no solo originaunaamplia
cién inesperada de ésta sino que, a mismo tiempo, acabara forzando una
drastica ampliacién del objeto de estudio de |la epistemologia de las
mateméticas, tal como explicaremos mas adelante. De esta forma, la
didactica de las matemédticas no se encierra dentro de la epistemol ogia,
entendida como estudio de la génesisy la estructura del conocimiento
matemético, Sino que se abre a estudio de la dimensién didéactica de todos
los tipos de manipulacion institucional de las matematicas, asumiendo



Evolucion de la didactica de las mateméaticas 19

nuevas responsabilidades cientificas. En particular, desde € punto de vista
de la didéactica fundamental, los didacticos deben asumir la responsa-
bilidad de elaborar y contrastar empiricamente los modelos de la acti-
vidad matemética que forzosamente utilizan.

Uno de los rasgos esenciales de este punto de vista en didactica
consiste precisamente en tomar la actividad mateméticaen si mismay,
mas en concreto, laactividad matemética escolar, como objeto prima -
rio de estudio. Este es €l origen de la denominacion de «&pistemol ogia
experimental » que Brousseau di6 inicialmente a la didactica de las
mateméticas. Esto comporta, en particular, que «ensefiar mateméti cass
y «aprender mateméti case dejen de tener €l caréacter de objetos prima -
rios de investigacion para pasar a ser secundarios (lo que no quiere
decir que sean menos importantes), porque son definidos (o construidos)
apartir de los términos primitivos del modelo epistemol 6gi co-didéacti-
€O en cuestion.

De estaforma, no s6lo es posible empezar aabordar cuestiones que
antes no se podiani siquiera plantear, Sino que, 1o que es mas importante,
se pone de manifiesto que todo fenémeno didactico (en € sentido tra-
diciona de fendmeno relativo a la ensefianza 'y a aprendizaje de las
mateméticas) tiene un componente matematico esencial, inaugurando-
se una nueva via de acceso a andlisis de los fendmenos didécticos (el
propio conocimiento matemético) asi como un nuevo programa de
investigacion (Lakatos, 1978) en didactica de las mateméticass ladidac -
tica fundamental.

2.1. El enfoque antropoldgico como desarrollo de la didactica
fundamental

En & marco de ladidécticafundamental pronto se puso de manifiesto que
no eraposible interpretar adecuadamente lamatemética escolar ni laacti -
vidad matemética escolar sin tener en cuenta los fenémenos relacionados
con lareconstruccion escolar de las mateméticas que tienen su origen en
lapropiainstitucién de produccion del saber matemético. Estaesunade
las primeras aportaciones de la teoria de la transposicion didactica
(Chevallard, 1985). El desarrollo de esta teoria ha mostrado que las dife-
rentes formas de manipulacién socia de las mateméticas no pueden ser
estudiadas separadamente (Chevallard, 1990). En otro lugar hemos apor-
tado argumentos parajustificar porqué no pueden separarse completamente
el estudio delagénesisy € desarrollo del saber matemético, del estudio
delaensefianzay la utilizacion de dicho saber (Gascon, 1993).

Resulta, en definitiva, que los fendmenos relativos a la ensefianza de
las mateméticas solo pueden abordarse cientificamente si se tienen en
cuenta simultdneamente | os fendmenos de transposi cion didactica que,
a su vez, no pueden separarse de los fendmenos relativos a la produc-
cién de lasobras matematicas (ver laseccion 2.2.). La actividad matemé
tica escolar se integra asi inseparablemente en la problematica mucho
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mas amplia de las actividades matematicas institucionales (ver la sec-
cion 2.3.), las cuales pasan a constituir €l nuevo y mas extenso objeto
primario de lainvestigacion didactica.

Surge asi una definicién més general de didactica de las matemati-
cas como «iencia de las condiciones especificas de la difusion (impues -
ta) de los saberes matematicos Gtiles a las personasy a las institu -
ciones humanasa (Brousseau, 1994), que amplia el ambito de estudio
de ladidacticamucho més alla de lasinstituciones escol arespara abar-
car todas aquellas instituciones en las que tiene lugar algun tipo de
mani pulacion de los conocimientos mateméti cos.

En este marco de |la didactica fundamental, y como una consecuen-
cianatural del desarrollo de lateoria de la transposicion didactica, ha
surgido el enfoque antropol 6gico en didactica de las matematicas
(Chevdllard, 1992). Este enfoque propugna que la actividad mateméati-
cadebe ser interpretada (esto es, modelizada) como unaactividad huma -
na junto alas demas, en lugar de considerarla Unicamente como la
construccion de unsistema de conceptos, como la utilizacién deunlen -
guaje 0 como un proceso cognitivo. De esta manera el enfoque antro-
pol égico integra muchos enfoques parcial es (epistemol 6gicos, lingtis-
ticos, psicoldgicos, sociol8gicos,...).

Asi, mientras que los enfoques clasicos de la didactica de las matemé
ticas se desarrollaron principalmente a la sombra de modelos psicol 6-
gicos del aprendizaje (conceptualistas, psicolinguisticos o cognitivistas),
el enfoque antropol gico precisara de un modelo de las mateméticasins -
titucionales que incluya la matematica escolar como un caso particu-
lar y de un modelo de las actividades matematicas institucionales que
incluya la ensefianza-aprendizaje escolar de las matematicas, como
una actividad matemética institucional particular. Este paso, delains-
titucién escolar a cualquier institucion en la que se manipulen conoci-
mientos matematicos, con la consiguiente inclusion de los fenémenos
de transposicion didactica, constituye la Ultima de las ampliaciones de
la problemética didéactica. Esta generalizacion del objeto de investiga-
cién es, por tanto, otra de las aportaciones del enfoque antropolégico en
relacion alas primeras formulaciones de la didéactica fundamental.

2.2. Lanocion de obra matematicas elementosy estructura

En los Ultimos desarrollos del enfoque antropol 6gico (Chevallard, 1996)
se modeliza la matematica institucional mediante la nocién de obra
matematica. No se dice lo que «&s» una obra matemética, pero se pro-
pone un modelo de su estructura a partir de los elementos que la consti-
tuyen.

Se postula que una obra matemética, como toda obra humana, surge
siempre como respuesta a un conjunto de cuestiones y como medio
parallevar acabo, en €l seno de ciertainstitucion, determinadas tareas
probleméaticas.
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Asl, por gemplo, podemos considerar la obra matemética que respon-
de, entre otras, a cuestiones del tipos «#COmo obtener determina-
do objeto a menor precio posible@s, «¢Como acanzar d mayor efec-
to posible con un determinado esfuerzofs, «#CoOmo efectuar €l
maximo trabajo dentro de un tiempo dado£m, «#CAOmo obtener el
maximo beneficio corriendo & minimo riesgofe, «%CAOmo construir
una méaguina que gaste e minimo de energia parallevar a cabo cier-
to trabajofm, «#COmo construir un recipiente cilindrico de deter-
minado volumen minimizando el gasto de materia primaga, etc.
Setrata de cuestiones que de unau otraformase plantean en lains-
titucion escolar.

Las cuestionesy las tareas probleméticas a las que responde una
obra matemética acaban cristalizando en uno o més tipos de proble -
mas, aungue inicia mente sdlo se disponga de algunos problemas concre-
tosdd campo. A medida que la actividad mateméticaavanza, y siempre
gue los problemas no se traten como anécdotas aisladas (0 «adivinan-
zasw), es la propia actividad la que genera uno o mas tipos de proble-
mas.

En la obra mateméti ca que estamos considerando aparecen proble
mas tales comas «Dada unarectar en el plano y dos puntosA y B
situados en el mismo semiplano respecto ar, buscar € punto X de
r tal que el &ngulo AXB sea méximoa, «De entre todos |os tridn-
gulos que tienen un lado de longitud daday un perimetro dado,
¢cudl esd que tiene dreamaxima@e, «De entre todos | os recténgulos
de &rea dada, cudl es el que tiene el perimetro minimo£a Setrata
de problemas que pueden ser planteados en |a ensefianza escolar de
las mateméticas.

Si afirmamos que |os problemas citados forman, junto a otros muchos,
un tipo de problemas no es porque tengan enunciados mas o menos
parecidos (en todos ellos la incognita es en un objeto «Optimoas en
alguin sentido), sino porque existe unatécnica matematica (no agorit-
mica, como en lamayoriade |os casos) capaz de abordarlosy de gene-
rar muchos méas problemas del mismo tipo.

Para abordar los problemas anteriores existe, por ejemplo, latécni-
cadelalineadenivel tangentealatrayectoria (Polya, 1954). Se
trata de unatécnica que no utiliza el calculo diferencia y que, por
razones que analizaremos més adelante, no forma parte del curriculo
escolar (para hacerse cargo del funcionamiento de esta técnica,
puede consultarse €l Anexo de este trabaj0).

Ninguna técnica puede «wivira con normalidad en unainstitucion
s no aparece en ésta como unamanera de hacer alavez correcta, com-
prensibley justificada. La existencia de unatécnica supone, por tanto,
gue exista en su entorno un discurso interpretativo y justificativo de la
técnica asi como de su ambito de aplicabilidad o validez. Llamamos a



22 Recherches en Didactique des Mathématiques

este discurso sobre latécnica unatecnologia (detékhne, técnicay logos,
discurso). Ademas de justificarlay hacerlainteligible, 1atecnologia
tiene laimportante funcién de aportar elementos para modificar latéc-
nica con €l fin de ampliar su alcance, superando asi sus limitacionesy
posibilitando la produccion de nuevas técnicas.

En nuestro gjemplo, el elemento fundamental de la tecnologia aso-
ciadaalatécnicade la «dinea de nivel tangente alatrayectoriam, lo
constituye el teorema delos multiplicador es de L agrange. Incluso
podria decirse que la técnica descrita constituye una «interpretacion
geométricas del sistema de Lagrange. El hecho de que esta tecno-
logia no tenga cabida en la ensefianza secundaria de las matemati-
cas podria explicar, en parte, la ausencia de latécnica de la «dinea
de nivel» en dichainstitucion (a pesar de que permite resolver
muchos problemas planteables de manera natural pero irresolubles
mediante la técnica que se ensefia en secundaria). En el caso de la
ensefianza universitaria, la técnicade la «dinea de nivel» no puede
vivir con normalidad porque tendria que competir con la propia téc-
nica analitica de los multiplicadores de L agrange que es mucho més
potentey general.

Otros elementos que también forman parte de la tecnologia asocia
da a una técnica son las proposiciones que describen su alcance, su rela
€iodn con otras técnicas, sus posibles generalizaciones (por gjemplo, del
plano al espacio) y las causas de sus limitaciones (Gascon, 1989).

L a tecnologia asociada a una técnica es, en general, un discurso
matematico que, como tal, requiere a su vez unainterpretacion y justi-
ficacion institucional. LIamamos teoria asociada a una técnica ala
tecnologia de su tecnologia, esto es, aun «&iscursos» matemético sufi-
cientemente amplio como para justificar e interpretar la tecnologia de
dichatécnica (junto ala de muchas otras). Mientras que la tecnologia
asociada a una técnica tiende a ocupar una posicion cercanaaéstay apa-
rece con cierta frecuencia en las précticas matematicas en las que se uti-
lizadichatécnica, lateoria, por contra, suele mantenerse a mayor dis-
tancia de la préctica matemética, y acostumbra a estar «ausentes de la
misma.

Lateoria asociada a la técnica de la «Ainea de nivel tangente ala
trayectoriam estarj asi contenida en lateoria de la diferenciacion de
funciones reales de varias variables.

Podemos decir, en resumen, que la mateméticainstitucionaizaday,
en particular, la matematica escolar, se organiza en obras mateméaticas
gue son conjuntos estructurados de objetos mateméticos que surgen
como respuesta a ciertas cuestiones planteables en el seno de dichains-
titucion. Las obras mateméticas son asi el resultado final de una activi-
dad matemética que, como toda actividad humana, presenta dos aspec-
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tos inseparabless la préactica matemética que consta de tareas (mate-
rializadas en tipos de problemas) y técnicas Utiles para llevar a cabo
dichas tareas, y el discurso razonado sobre dicha practica que esta
constituido por dos niveles, el delas tecnologias y el de las teorias.
Estos son, en definitiva, los eementos constitutivos de toda obra matemé-
tica

Lo anterior no significa que el caracter «précticoa o «tedricos de
un objeto matematico sea intrinsico al mismo. Por contra, hay que
subrayar que un mismo objeto, como por gemplo @ sistemade Lagrange,
puede formar parte de una actividad «gréacticas (puede utilizarse direc-
tamente pararesolver un problemade maximosy minimaos condicionados)
0, en otra organizacion institucional, puede jugar €l papel de elemento
«tedricom que puede justificar, en Ultimainstancia, una préctica mateméa
tica, pero manteniéndose muy aejado de ella. Resulta, en definitiva, que
€l carécter «tedricom 0 «préacticor de un objeto mateméatico depende,
en cadainstitucion y en cada actividad matematica concreta, delafun -
cion que dicho objeto desempefie.

Lo dicho hasta aqui pone de manifiesto ademés que, lejos de ser
independientes, los elementos constitutivos de una obra matemética
estén fuertemente interrel acionados entre sis el desarrollo de lastécni -
cas genera nuevostipos de problemasy provoca nuevas necesidadestec -
nolégico-tedricas. Estas, a su vez, permiten modificar lastécnicasyaesta-
blecidas, interrelacionarlas con otras, generar nuevas técnicas y, en
definitiva, plantear y abordar nuevos tipos de problemas?.

2.3. Modelo del proceso de estudio de una obra matematica

Y ahemos dicho que en € enfoque antropol 6gico, € objeto primario de
investigacion didacticalo constituyen las actividades mateméticas ins -
titucionales que se modelizan mediante la nocién de proceso de estu -
dio de una obra matemética en €l seno de una institucion.
Losestudiantes (esto es, |os sujetos de lainstitucién inmersos en un
proceso de estudio) no tienen porqué ser alumnos; también pueden ser
investigadores de matematicas, bidlogos, quimicos, economistas e inclu-
S0 mUsicos 0 pintores que se plantean cuestiones mateméti cas para uti-
lizar |as respuestas en su trabajo. También puede tratarse, claro esta, de
profesores que estudian mateméticas en € marco de su actividad docen-
te. En este sentido la nocion de proceso de estudio contiene ampliamente
lanocién cléasica de proceso de ensefianza-aprendizajes mientras que la
ensefianza es s6lo un medio (a veces poderoso, pero nuncae Unico) para

4. Parauna descripcion més detallada de la estructura de una obra matemé
tica se puede consultar Chevallard, Bosch y Gascén, 1997. Al considerar
simultaneamente | os dos aspectos de una obra («praxisa y «Aogosa) tenemos
lanocién de «fraxeol ogia matematicas.
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el estudio, el aprendizaje es el efecto perseguido por el estudio
(Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).

El enfoque antropol6gico postula que el proceso de estudio no es
homogéneo sino que esta estructurado en diferentes momentos. Cada
momento del proceso de estudio hace referencia a una dimensién o
aspecto de |la actividad matematica mas que a un periodo cronol égico
precisog por tanto, |os momentos estan distribuidos de una maneradis-
persaalolargo del proceso de estudio y no pueden ser vividos «ade una
vez por todasa.

En una primera aproximacion, el proceso de estudio de una obra
mateméti ca puede describirse, aungque de una forma inevitablemente
simplificada, relacionando cada momento con |os diferentes elementos
(tipos de problemas, técnicas, tecnologias y teorias) que constituyen
dichaobra.

Denominamos momento del primer encuentro a aquel que hace
referencia a los objetos que permiten enunciar problemas de un cierto
tipo. Lafuncion principal de este momento es la de «hacer existir »
dichos objetos para | os estudiantes, |0 que provoca la emergencia para
éstos de un campo de problemas que, en principio, tiene una existencia
Unicamente virtual y estd muy mal delimitado.

El momento del primer encuentro con los problemas de maximosy
minimos tiene lugar, en la organizacion matematica escolar anivel
de Secundarizp, en las aplicaciones de lanocién de derivada de una
funcion real de variable real. En este caso |os problemas de méxi-
mosy minimos existen paralos estudiantes de Secundaria (inicamente
dentro del «estrechos mundo de |as funciones de una variable.

Al momento del primer encuentro le sigue, funcional mente, el
momento exploratorio que tiene como primera funcién que el estu-
diante utilice el pensamiento conjetural o plausible (Polya, 1954) con
prioridad a pensamiento l4gico, en la busqueda de alguna manera de
enfrentarse con |os problemas. La segunda funcion del momento explo-
ratorio consiste en permitir que €l estudiante [legue atratar con proble-
mas concretos del campo y a utilizar efectivamente una técnica matemé
ticapararesolverlos. La actividad matematica que sellevaacabo en €l
momento exploratorio tiene un caracter de conocimiento «en actoa,
esto es, no presupone que el estudiante sea capaz de explicitar latécni-
caque esta utilizando ni, mucho menas, que esté en condiciones de jus-
tificarla.

Las funciones del momento exploratorio son, asi, perfectamente
compatibles con una actividad matematica dubitativa y rigida y, por
tanto, son insuficientes. La actividad matemética exploratoria conlleva

5.  Setomacomo gemplo e proceso de estudio de |os problemas de maximos
y minimos, tal como se lleva a cabo en |la ensefianza Secundaria espafiola.
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errores y blogueos que los estudiantes sélo pueden superar familia-
rizandose con las técnicas y fortaleciendo su dominio de las mismas.

En € caso delos problemas de méximosy minimos tal como se estu-
dian en la ensefianza secundaria, podemos decir que el momento
exploratorio esta practicamente ausente. Ello es debido aquela
Unica técnica que aparece en la organizacion escolar es casi agorit-
mica (puesto que, explicitamente, se reduce alaresolucion delaecua
cién de puntos criticos de una funcién) y viene dada de antemano.
No hay ningin vestigio de ninguna otra técnica (en particular no apa-
rece ni puede aparecer la técnica de la linea de nivel tangenteala
trayectoria ni otras técnicas clasicasindependientes del calculo dife-
rencial) y los aspectos menos algoritmicos de la técnica que se uti-
liza (esto es, lamodelizacion del problema mediante una funcién de
una variable que hay gque optimizar) no son tomados en considera-
cién como «inaneras de hacer mateméticasa», esto es, como técni -
cas que habria que explorar, practicar y llegar adominar.

LIamamos momento del trabajo de la técnica a que completa, en
e sentido indicado, al momento exploratorio. Sus funciones principales
apuntan aque €l estudiante llegue atener un dominio robustode las téc-
nicas previamente exploradas, pueda llegar a explicitar la técnica que
esta utilizando, Ileve a cabo pequefias variaciones de lamisma, relacione
diversas técnicasy, en Ultimainstancia, puedallegar aproducir nuevas
técnicas (respecto ala cultura matemética del grupo).

El momento del trabgjo de latécnicaes, por tanto, un momento muy
importante del proceso de estudio pero, paraddjicamente, las ingtituciones
didacticas actuales no disponen de ningun dispositivo en el cual este
momento pueda vivir y desarrollarse de una manera normal (Chevallard,
Bosch y Gascon, 1997).

En & caso particular del estudio de los problemas de méximos'y mini-
mos tal como éste se lleva a cabo en la ensefianza secundaria, tam-
poco se pretende que &l alumno Ilegue a tener un dominio robusto
delatécnicaescolar habitua ni, mucho menos, que llegue a producir
técnicas nuevas.

Seria posible imaginar, sin embargo, una organizacién matemética
escolar en lacual tuviese cabida latécnica de la linea de nivel tan -
gente a latrayectoria y en lacua existiera un dispositivo didacti-
co que posibilitara que | os estudiantes alcanzasen un dominio robus-
to de la misma. En ese «amundo posiblea seria previsible que el
desarrollo de la técnica de «Aalinea de nivel & permitiese producir
una nuevatécnica, la técnica de«wvariacion parciala (Polya, 1954)
que tampoco requiere la utilizacion del célculo diferencial pero que
permite abordar problemas de un campo mucho més amplio.

Como ya hemos dicho, la aparicion de una nueva técnica, compor-
ta que ésta aparezca como «xorrectam, «justificables e «interpreta-
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blea en laindtitucion de referencia. Estas necesidades ingtitucionales tam-

bién se manifiestan anivel del proceso de estudio de una pequefia comu-

nidad (incluso en €l caso limite de un sblo estudiante) que, después de

producir una técnica nueva (respecto de la culturamatemética del grupo)

fruto de un trabajo méas o menos guiado, necesitan vivir momentos tec -
nolégico-tedricos afin de integrar ambos niveles de justificacion dela
préctica matematica.

Los momentos deinstitucionalizacion y evaluacion, por fin, consi-
derados como dimensiones o aspectos del proceso de estudio de unaobra
matemética en el seno de unainstitucion, no deben ser confundidos con
lainstitucionalizacion y la eval uacién escolares que no son méas que
formas muy particulares de materidizar dichas dimensiones. Todo «es-
tudiantes de mateméticas (seainvestigador, alumno, profesor, cientifi-
co que utilizalas mateméticas, etc.) vive momentos de «institucionali-
Zacionwm y de «evaluaciona alo largo de su proceso de estudios.

3. LA DIDACTICA DELASMATEMATICAS COMO CIENCIA
DEL «E£STUDIO»

Podriamos decir, en resumen, que el paso del punto de vista clasico a
ladidactica fundamental inaugura un nuevo programa de investigacion
en didéactica de las mateméticas (Lakatos, 1978) que, aunque modifica
e objeto primario de investigacién, abarca ampliamente toda la pro-
blematica didéctica clésica, puesto que permite reformular sus proble-
masy plantear y abordar muchos mas. Surgié como consecuencia del
descubrimiento de que todo fendmeno didactico tiene un componente
matematico esencial . Este descubrimiento trajo consigo la ampliacion
inesperada ddl objeto de investigacion de ladidactica, incluyendo las préac-
ticas mateméticas escolares no como un objeto mas entre otros, Sino como
€l objeto primario de investigacién de cuyo estudio dependen, en cier-
taforma, todos los demés.

La problemética didéactica se situaba asi en el marco de la episte-
mologia de las mateméticas provocando, simultaneamente, una antro -
pologizacion de la epistemol ogia para dar cabidaa «estudio del hombre
haciendo mateméticasa. Surge asi |a antropologia de las mateméaticas
como ampliacién de latradicional «epistemologia de las mateméti casw»
que sblo se ocupaba de la produccién de |os conocimientos mateméti-
cos. En & seno de esta antropol ogia de |as matemédticas emerge la (antro-
pologia) didactica de las matematicas (Chevallard, 1990).

6. Laprimeraexposicién, aunque muy esquematica, de los momentos del
proceso de estudio de una obra matematica, se encuentraen Chevallard, 1996.
Para un andlisis mas detallado de la teoria de los momentos didacticos y para
empezar arelacionar las nociones de «fraxeol ogia matematicas y «fraxeo -
logia didéacticam, se puede consultar Chevallard, Bosch y Gascon, 1997.



Evolucioén de la didactica de las matematicas 27

Desde ese momento fue posible empezar arecorrer € camino inver-
sos partir del hombre haciendo mateméticas para constatar que lo didac-
tico es denso en o matemético y que todo fendbmeno matematico tiene
un componente didactico esencial. Este es € camino que ya hace unos
afos ha empezado arecorrer € enfoque antropol gico en el marco de
ladidéctica fundamental. Sélo asi ha sido posible descubrir no sdlo que
esinsuficiente considerar a estudiante como «sujeto cognitivom, sino
que tampoco bastatomarlo como «sujeto epistémicos (en € sentido estre-
cho de la epistemologia clasica)s es preciso abarcar todala complgjidad
del «sujeto didacticos (Artigue, 1990). En & enfoque antropol 6gico esta
necesidad de abarcar todas |as sujeciones del sujeto didactico se satis-
face postulando que la relacién del estudiante a una obra matematica
puede ser reconstruida a partir de las relaciones institucionales a dicha
obradel conjunto de todas |as instituciones (no Unicamente escol ares)
alas que €l estudiante esta sujeto.

El enfoque antropol 6gico toma como objeto primario de investiga:
cion el proceso (institucionalizado) de estudio de una obra matemati -
ca. Abreviadamente podemos decir que, desde este punto de vista, la
didécticaeslaciencia del «estudiop” (incluyendo laayuda al «estudiop)
de las matematicas. Su objetivo es llegar a describir, caracterizar y
explicar (pero también disefiar, ayudar agestionar y evauar) los procesos
de estudio de las comunidades que se ven llevados a estudiar matemé-
ticas en el seno de ciertasinstituciones.

Tenemos, en resumen, que €l paso del punto de vista clasico ala
didéctica fundamental constituye lo que Lakatos denomina un «cam -
bio progresivo de problematicas, con € consiguiente aumento del «po -
der heuristicos del nuevo programa de investigacion (Lakatos, 1978).
Este aumento viene corroborado por |a aparicion de nuevos problemas,
de nuevas teorias auxiliares y con la anticipacion de hechosy fendme
nos nuevos. A fin de gjemplificar algunos de los elementos que ponen
de manifiesto este aumento de «poder heuristicos, distinguiremos entre
d nivel deinvestigacion didacticabasicay el nivel de ingenieria didéac-
ticas

(i) A nivel deinvestigacion didactica basica, € enfoque antropol 6gico
permite reformular nociones de la didactica fundamental tan impor-
tantes como las detransposicién didactica (que, en lugar de referirse a
la transposicion de las «mociones mateméticasa o0 de los «objetos
mateméti cosy, en adel ante versara sobre la transposicion de las «obrass
mateméticas), y obstacul o epistemol 4gico, que pasa ahora areferirse a

7. Paraentender e dcance delanocion de «iestudios tal como agui se utiliza,
no hay que olvidar que en los Ultimos desarrollos del enfoque antropol dgico toda
actividad mateméticainstitucional se modeliza mediante la nocion de proceso
de estudio de una obra matemética (en el seno de dicha institucion).
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obstaculos en el «proceso de estudio de una obra mateméticas y que
ahora podran ser descritos en base a los cambios (necesarios) de acti-
vidad matemética que comporta todo proceso de estudio.

Este enfoque permite, ademas, abordar muchos problemas didécti -
cos como, por gemplo, € «problemadel disefio dd curriculo de matema
ticasm, que no eran planteables sin salirse del ambito escolar. Digamos,
por ultimo, que gracias a enfoque antropol gico es posible describir y
empezar a explicar muchos fenémenos didécticos que habian pasado inad-
vertidos durante afios (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).

(ii) A nivel deingenieria didactica, e enfoque antropol égico proporciona
los instrumentos para analizar, por gemplo, laestructuray las funciones
delos actuales dispositivos didécticos escolares («clase de mateméti -
casw, «clase de teoriaw, «clase de problemass, «dibro de textom, «dis-
positivos de evaluaciona, etc.). Este andlisis ha permitido constatar v,
en cierto sentido, explicar la pobreza de dispositivos didacticos escolares
actuales, asi como algunas de sus consecuencias.

En un sentido més general, € enfoque antropol 6gico permite sim-
plificar el andlisis didactico previo a disefio de unaingenieria didacti-
ca, centréndolo inicialmente en dos poloss € andlisisde larelacion ins -
titucional a la obra matemética involucrada en € problema didactico
estudiado y el andlisis del modelo didactico especifico dominante en la
institucién escolar, esto es, lo que se (sobre)entiende en dicha institu-
cion por «ensefiar y aprendera la obra matematica en cuestion. Lo ante-
rior no significa que e enfoque antropol égico elimine los andlisis cogni-
tivos preliminares relativos a las concepciones de los estudiantes y los
andlisis de los obstécul os que condicionan su evoluciorg significa Uni-
camente que dichos andlisis no se consideran independientes del ana-
lisis epistemol 6gico de la obra ensefiada, del andlisis de la reconstruc -
cion escolar de dicha obra 'y del andlisis del proceso de estudio dela
misma, tal como se lleva a cabo en lainstitucion didéctica considera-
da. El enfoque antropoldgico pretende entonces integrar todos esos
andlisis parciales sin dejar de considerar a las practicas mateméticas
escolares (esto es, alardacion ingtituciona alas obras mateméticas) como
€l objeto primariode investigacion didactica de cuyo andlisis dependen,
en ciertaforma, todos los demés. El resto de los andlisis didacticos
pasan a ser secundarios (en el sentido de «m0 primarioss), aunque no
por ello sean menos importantes.

En adelante la didactica de las mateméti cas puede seguir siendo
considerada como la ciencia de los fendmenos y los procesos didacti -
cos, con la condicién de que «didacticop> se entienda como «relativo
al estudio de las matematicasy.
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Anexo
Latécnica delalinea de nivel tangente alatrayectoria

La puesta en accion de esta técnica requiere las siguientes tareas ele-
mentales, ninguna de las cuales es algoritmica porque todas poseen
cierto grado de indeterminaciéng

1.aReducir el problemaalaobtencion de un punto, es decir, reducir
la construccion del objeto incognita (que puede representarse median-
te un objeto geométrico) alaconstruccion de un punto. A partir de este
momento podremos suponer que laincognita «es» un punto.

2saExpresar lafuncién a optimizar como unafuncién del plano en e
conjunto de nimeros reales. Setrata de unafuncion f(x,y) = zque acada
punto P = (x,y) del plano le hace corresponder un nimero real z. Los
puntos buscados son los extremos de esta funcién de dos variables.

3.aDibujar las lineas de nivel correspondientes a la funcion a opti-
mizar. Setratade las curvas Ck del plano sobre las que lafuncién a opti-

mizar es constante.
Cr={(x.y) f(x.y)=k}

4.aDibujar latrayectoria del problema, es decir la curva del plano
g(x,y)=0sobrelacua (seguin lacondicion del problema) deben estar situa
dos los puntos solucion.

5.aBuscar los puntos en los que alguna curva de nivel sea tangente
alatrayectoria. Estos puntos son las Unicas posibles soluciones del
problema.

6.aComprobar para cada uno de |os puntos obtenidos si proporcio-
na una solucion del problemay, en ese caso, construir el correspon-
diente objeto solucién que verifica la propiedad extremal indicada.

A fin de mostrar @ funcionamiento de esta técnicamatemética, la apli-
caremos alos dos primeros problemas enunciados anteriormente en la
seccion 2.2.4

«Dada una rectar en el plano y dos puntos A y B situados en €
mismo semiplano respecto ar, buscar € punto X der tal qued angu -
lo AXB sea méximoa

1.aEn este caso lareduccion a un punto es clara, puesto quelaincéd-
gnita es precisamente un punto.

2zl a funcion a optimizar hace corresponder a cada punto P(X,y)
del plano laamplitud del angulo APB (ver fig. 1).

3.4l as curvas de nivel son las circunferencias que pasan simulta
neamente por A y por B, dado que, si P variaen una de dichas circun-
ferencias, todos |os angulos APB tienen la misma amplitud porque son
angulosinscritos a unamismacircunferenciay abarcan €l mismo arco.
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4.l atrayectoria es, en este caso, larectar dada.

5.l as posibles soluciones vendrén determinadas por 1os puntos de
tangenciade larectar con las circunferencias que pasan por Ay B. En
general hay dos circunferencias que pasando por A y B son tangentes
alarectar. Dado que los centros de estas circunferencias deben equi-
distar simultaneamente de los puntosA y By delarectar, se obtendran
como interseccion de la mediatriz del segmento AB con las parabolas
dedirectriz r y focos respectivos A y B.

GeaParaconstruir € punto X der tal que AXB sea maximo, basta tomar
de entre los dos puntos de tangencia el correspondiente ala circunferencia
de menor radio, puesto que en ésta el angulo central correspondiente a
esta cuerda sera mayor (y, por tanto, el angulo inscrito también sera
mayor).

«De entre todos | os triangul os que tienen un lado de longitud dada
ay un perimetro p dado, ¢cuél esel triangulo quetiene &rea maxi -
mag?a
laParareducir el problemaala obtencion de un punto, basta dibu-
jar e lado delongitud dadaa=BC. Laincdgnitaes ahorae punto A, ter-
cer vértice del triangulo.
2l afuncién a optimizar es la que hace corresponder a cada punto
P del plano, el area del triangulo BCP. Dado que BC=a es constante,
puede tomarse como funcion a optimizar la que hace corresponder a cada
punto P del plano su distancia a la recta que contiene €l lado BC (que
eslaalturadel triangulo BCP relativaal lado BC).
3alaslineas de nivel correspondientes alafuncion aoptimizar son
las rectas paralelas alarecta que contiene BC (ver figura 2).

fig. 2
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4.5l atrayectoria del problemaesunaelipsedefocosBy C, yaque
setratadel lugar geométrico de los puntos del plano cuyasumade dis-
tanciasaBy aC esigua ap-a.

5aaPor simetria, resulta que 1os Gnicos puntos en los que alguna
curvade nivel estangente alatrayectoria son los puntos de la dipse que
equidistan de los focos B y C. Estos puntos proporcionan las Unicas
posibles soluciones del problema.

6aEl tridngulo buscado es € isdsceles cuyo ladoBC=aesdado y los
dos lados restantes, AB y AC son igualesy miden (p-a)/2.



