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Resumen

La meta principal de la Educacion es crear hombres que sean capaces de hacer cosas
nuevas, no simplemente de repetir lo que otras generaciones han hecho; hombres que
sean creativos, inventores y descubridores. La segunda meta de la Educacion es la de
formar mentes que sean criticas, que puedan verificar y no aceptar todo lo que se les

ofrece (Jean Piaget).

El propdsito de este trabajo es investigar si a traves de los aprendizajes obtenidos por
estudiantes de un Establecimiento Educacional determinado, particular
subvencionado de la Comuna de Santiago Centro, en Tercer y Cuarto afio Medio en
Electivo de Matematicas, estos seran capaces de adquirir y desarrollar un nuevo
aprendizaje ligado a un tépico matematico fuerte como es la Ecuacién Diferencial

utilizando un método numérico conocido como Runge-Kutta.

Esta tesis es un trabajo de investigacion, en el cual se realizard un analisis a los
contenidos vistos por las estudiantes en sus dos afos anteriores de escolaridad (2010-
2011), en el area de las Matematicas, viendo asi, si poseen las herramientas
necesarias para adquirir este nuevo concepto (Ecuaciones Diferenciales) y, a la vez,
comparando estos contenidos con los entregados en los Planes y Programas de
Estudio del MINEDUC (2012, sin ajustes curriculares). También se centra en la
Investigacion bibliografica para el desarrollo histérico de las Ecuaciones
Diferenciales y el desarrollo matematico del Método Runge-Kutta de orden cuatro.
Por lo tanto, esta investigacion intenta develar las capacidades cognitivas de las
estudiantes de un colegio determinado, y para ello nos basaremos en la Teoria
Sociocultural de Lev Vygotsky y la Teoria de Situaciones didacticas propuesta por

Brousseau.



Abstract

The primary goal of education is to create men who are capable of doing things new
not simply of repeating what other generations have done-men who be creative,
inventors and discoverers. The second goal of education is to form minds that are

critical, they can verify and not accept everything they are offered (Jean Piaget).

The purpose of this paper is to investigate whether through learning acquired by
students in an educational class subsidized private Commune of Santiago Centro, in
third and fourth year in Elective Mathematics Middle, will be able to acquired and
develop a new learning linked to a strong mathematical topic is the differential

equation using a numerical method known as Runge —Kutta.

This thesis is a research project, which is an analysis of the content seen by the
students in their last two years of schooling (2010- 2011), in the area of mathematics,
and seeing if they have the necessary tools to acquire this new concept (Differential
Equations) while comparing these delivered content with Plans and Programs study
Mineduc (2012, no curricular adjustements). If also focuses on the research literature
to the historical development of the Runge-Kutta method of order four. Therefore,
this research attempts to uncover the cognitive abilities of the students in a particular
school, and for this we draw on sociocultural theory of Lev Vygotsky and the theory

of didactical situations proposed by Brousseau.



Introduccidn

En el desarrollo del proceso ensefianza y aprendizaje, en el cual los estudiantes son
los entes principales, siempre nos encontraremos con desafios que nos llevaran a
pensar si los contenidos y herramientas entregadas por los docentes les otorgara la
facultad de alcanzar un nivel de abstraccion necesaria para comprender Yy hacer de
ellos una matematica avanzada, obtenida muchas veces de intensos procesos
cognitivos. Es bien sabido que el aprendizaje es un acto de voluntad y que exige un
minimo de atencion para su registro en la memoria, pero también sabemos que el
comprender, analizar, conjeturar, aplicar, interactuar y transformar es parte
fundamental para la adquisicion de los conocimientos, donde es el estudiante quien

llevara a cabo dicha tarea.

El estudio del aprendizaje significativo, se centra en identificar los procesos que estan
teniendo lugar en el alumno. Las estrategias de aprendizaje les otorga (al alumnado)
caracteristicas propias gque las hace observables, medibles, capaces de ser adquiridas e

incluso promover su inclusion en la educacion formal (Beltran, 1998).

El desafio como docentes, en el cual se estd inmerso dia a dia, es poder crear un
enlace entre los contendido entregados y la adquisicion de aquel aprendizaje por parte
de los estudiantes, el cual otorga una plena satisfaccién al saber que se puede
construir un puente entre una matematica muchas veces dura y una adquisicion de ese

saber expuesto ante el estudiante.

Existen contenidos que se entregan en el proceso de formacién como docentes, y para
adquirirlos se necesita de una matematica avanzada, generalmente no vista en ciertos
establecimientos educacionales, pero ¢Seran capaces los estudiantes de poder adquirir
estos conocimientos con los contenidos previos entregados en el aula en el transcurso
de su Ensefianza Media?, ¢ Tendran las herramientas necesarias para poder desarrollar
algin tépico matematico fuerte? He aqui las dudas que develaremos como parte de
nuestra problematica, la cual se centra en la Ensefianza Media. Para ello sera
necesario realizar un trabajo de investigacion, donde la muestra seran estudiantes de
un Establecimiento educacional determinado. Por ende el desarrollo de esta tesis
consiste en tomar un topico matematico fuerte en educacion superior “Ecuaciones

Diferenciales” (Sistemas Dinamicos) y develando particularmente si las estudiantes



de un Establecimiento Educacional Particular subvencionado de la Comuna de
Santiago Centro, especificamente Tercer y Cuarto afio Medio del area Electiva de
Matematicas, poseen las herramientas necesarias para poder adquirir y desarrollar

dicho topico matematico, a través de un analisis de sus aprendizajes previos.

Seleccionamos en especifico las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo
Orden y No lineales (de forma particular el sistema de Van Der Pol, por sus
aplicaciones fisicas), el cual lo desarrollaremos a través del método numérico de
Runge-Kutta, esto ultimo por ser un método relativamente facil de aplicar y con un

grado de exactitud muy superior al resto de otros metodos.

Desde esta perspectiva es de nuestro interés adentrarnos en el mundo de las EDO*
para asi poder llevar a cabo un anélisis tanto metodologico como algebraico de ellas,
con el fin de observar cuales son los contenidos previos y herramientas que deben
dominar los/as estudiantes de Tercer y Cuarto afio Medio Electivo, para ser capaz de
resolver una ecuacion de este tipo, utilizando las herramientas adquiridas en su
proceso escolar. Asi surgen algunas interrogantes a desarrollar en este trabajo de
investigacion como: ¢Qué es una EDO?, ;De dénde proviene el termino EDO?,
¢Coémo se clasifican?, ;Qué es un método numérico en una EDO?, ;Qué es el método

Runge-Kutta? Los cuales le daremos respuestas en el desarrollo de esta tesis.

Asi, teniendo los conceptos definidos y las interrogantes expuestas, se realizara un
desarrollo matematico e historico de dichas ecuaciones, también nos involucraremos
en el proceso de Ensefianza y Aprendizaje de estudiantes de Tercer y Cuarto afo
Medio Electivo de un Establecimiento Educacional determinado, con el objetivo de
analizar las habilidades, conocimientos y herramientas adquiridas por ellas, y de esta
forma, observar si existe la posibilidad de desarrollar este tipo de ecuaciones en este
establecimiento en particular. De la misma forma, para dar un sustento teérico a este
trabajo de investigacién es que nos introduciremos en las teorias de Lev Vygotsky

(Teoria sociocultural) y Guy Brousseau (Teoria de situaciones didacticas), con el fin

de poder definir los factores necesarios para desarrollar la problematica.

La motivacion principal para desarrollar este tipo de investigacion, es por el interés al

concepto de las Ecuaciones Diferenciales, el cual fue visto en el transcurso del Tercer

! EDO: Ecuacion Diferencial Ordinaria
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afio del proceso de nuestra formacion docente, en la asignatura de Célculo Ill. La
inquietud nace de la posibilidad de acceder a la aplicacion de un concepto que no se
ha visto ser ensefiado, en el aula de cualquier establecimiento educacional chileno.
Este propoésito nos llevd a conjeturar, investigar, evaluar, analizar y desarrollar un
conjunto de tareas y metas propuestas para el cumplimiento de cada uno de nuestros
objetivos planteados en esta Tesis, para asi tener plena satisfaccion de que nuestro
proposito ha sido cumplido de manera cabal, otorgdndonos una satisfaccion del
trabajado realizado.
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CAPITULO I

1  Planteamiento del problema

La reforma Educacional y el Marco Curricular chileno propician Objetivos
Fundamentales Transversales (OFT) para la Educacion Basica y la Educacion Media,
a través de los que se busca otorgar una formacion integral de los alumnos y alumnas,
que responda a las nuevas necesidades educativas, promoviendo un mayor desarrollo
personal y una formacion ético valdrica, que les permita enfrentar con seguridad los
desafios del presente y futuro, y hacer un aporte real a la construccién de un mundo

mejor.

En la Educacion Media especificamente en el area Cientifico — Humanista, se concibe
que los conocimientos, habilidades y actitudes seleccionados en los objetivos
Fundamentales y Contenidos Minimos Obligatorios apunten a su desarrollo. En el
ajuste curricular de matematica, aprobado en el afio 2009 por el Consejo Nacional de
Educacion, se destaca la importancia de desarrollar procesos matematicos de grandes
topicos (matematica méas avanzada), dentro de los cuales la resolucion de problemas
ya no se concibe como un eje en si mismo, sino que es parte del razonamiento
matematico, siendo trabajado transversalmente en los cuatro ejes de contenidos

actualmente presentes: Numeros, Algebra, Geometria y Datos y azar.

Sobre esta base abordaremos esta Tesis, orientada especificamente a las asignaturas
de Il1'y 1V afio Medio (sin ajustes curricular), Electivo de Matematicas, e investigar si
es factible poder llegar a un nivel de desarrollo matematico de un topico fuerte como
son las Ecuaciones Diferenciales (Sistemas Dinamicos) sabiendo que a partir de los
Planes y Programas de Estudio entregados por el MINEDUC (2012, sin ajustes
curriculares ya que a la fecha no se encontraban disponibles), explicitan que los
contenidos a tratar solo se limitan a Derivadas e Integrales, de lo cual podemos inferir
que las/os estudiantes son capaces de adquirir conocimientos que generalmente se
imparten en primer afio de una carrera universitaria, como lo es en el area de la

Ingenieria y/o Pedagogia en Matematicas.
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El estudio que proponemos, surge de preguntas tales como: ¢Estaran preparados las
estudiantes de un Establecimiento Educacional Particular Subvencionado de la
Comuna de Santiago Centro, para la adquisicion de un topico matematico fuerte
como son las Ecuaciones Diferenciales?, ¢Qué herramientas deben poseer las
estudiantes para la adquisicion de dicho contenido?, ;Cuales son las herramientas que
deben dominar los estudiantes para desarrollar matematicamente este proceso?, todas

estas interrogantes son la proyeccién de nuestra investigacion.

Si bien, estas preguntas pueden ser mas amplias que lo que se puede abordar en una
investigacion como la presente, no queremos dejar de mencionarlas, ya que nos
orientan a la especificacion de nuestros objetivos. En este sentido buscamos evaluar
qué tipos de conocimientos y herramientas deben adquirir los estudiantes para
desarrollar y comprender este topico matematico. Para ello, se analizaran los
contenidos vistos previamente por estudiantes de un establecimiento educacional de
nifias, de la comuna de Santiago Centro, Cientifico — Humanista, en las asignaturas de
Tercer y Cuarto afio Medio de Matematicas Electivo, ya que nuestro trabajo de
investigacion esta orientado a las herramientas necesarias que las estudiantes deben
poseer para el desarrollo de un topico matematico fuerte como son las Ecuaciones

Diferenciales.

En este capitulo veremos la importancia de estudio, las preguntas que nos llevaron a
investigar este tema, los objetivos planteados en esta Tesis, y junto con ella, las

limitaciones posibles del proceso de investigacion.

1.1 Importancia del estudio

El topico desarrollado en esta investigacion “ecuaciones diferenciales no lineales por
desarrollo numérico, a través del método de Runge-Kutta” es un tema sin estudiar en
el contexto de ensefianza secundaria. Es importante saber cuales son los limites de
nuestros estudiantes y, por lo tanto, debemos llevarlos a nuevas situaciones donde

ellos puedan demostrar sus destrezas l6gico-matematicas.
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Ademas, se considera que si bien los contenidos en la ensefianza secundaria de Chile
son adecuados para las necesidades de un pais en desarrollo, estos estan en un estado
de obsolescencia, debido a la poca coherencia con las necesidades actuales del
estudiantado chileno. No son temas de interés para nuestros estudiantes el cémo
calcular el area de un cuadrado o las soluciones de una ecuacion cuadratica si estos
contenidos no estan asociados con un tema real, o tangible para ellos. Esto solamente
incita a la creacién de algoritmos, sin sentido aparente en nuestros estudiantes, los
cuales por lo mismo le quitan el caracter de importante en su aprendizaje. Por lo
tanto, es necesario descubrir nuevas formas de aventurar a los estudiantes a una
matematica mas dindmica y completa, punto donde radica la riqueza de este estudio,
ya que abre una nueva ventana a los aprendizajes, en el cual estudiantado chileno

pueda tener acceso.

Por dltimo, es importante sefialar que hoy en dia no se puede responder a la pregunta
tradicional sobre si los estudiantes chilenos tienen las capacidades minimas para
entrar a una carrera universitaria. Esto debido a falta de estudios referentes a este
tema, o solo la poca correlacion entre los aprendizajes logrados en el ensefianza
secundaria y los contenidos primarios vistos en carreras universitarias. De forma
adyacente el estudio realizado en esta investigacion puede responder a una de las
ramificaciones que se desglosa de ese tipo de pregunta. Por ejemplo, ¢los estudiantes
de ensefianza media de Chile pueden ingresar directamente a un curso de matematicas

avanza en la universidad?

Los sistemas dinamicos y, en particular, el desarrollo por métodos numeéricos de ellos,
es un ramo caracteristico de una carrera universitaria con orientacion matematica. Por
lo tanto, este estudio podria atender a esta pregunta, en la medida en que se oriente a
ella, ya que este devela la capacidad que posee el estudiante chileno en la actualidad.
En la medida que sea posible, y después de todo el andlisis realizado en esta
investigacion podriamos llegar a conjeturar que el estudiante chileno tiene las
herramientas y la capacidad cognitiva para ingresa a un curso de matematicas

avanzada en la universidad.
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1.2 Pregunta de Investigacion

La pregunta de investigacion que caracteriza esta tesis intenta develar las capacidades
cognitivas de los estudiantes de un Establecimiento Educativo determinado, en el
area de matematica, apuntando a la preparacién de ellos para un curso de matematicas
avanzada, como es el caso particular de las ecuaciones diferenciales y los métodos de
desarrollo. A través de esta pregunta se intentaré definir el problema a investigar y las

componentes necesarias para su desarrollo.
La pregunta de tesis que caracteriza esta investigacion es:

¢Pueden las estudiantes chilenas de Tercer y Cuarto afio Medio, de un
establecimiento determinado, desarrollar el topico de ecuaciones diferenciales no

lineales a través del desarrollo del método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden?

Como se menciond anteriormente, la finalidad de esta pregunta es develar la
capacidad de los estudiantes en Chile de nivel secundario para responder a la
inquietante planteada en esta pregunta. Pero es importante sefialar que la pregunta
escogida para guiar el estudio realizado, esconde en forma transversal otros ejes
relacionados con las capacidades cognitivas de las estudiantes chilenas, la
significancia de los contenidos pertenecientes al marco curricular establecido por el
Ministerio de Educacion de Chile, apuntar a un contenido mucho mas completo y
enriquecedor para los estudiantes pertenecientes a los programas electivos de
matematicas y de esta manera puedan estar preparadas para rendir un curso de
caracter universitario.

Al realizar esta pregunta se especificd que se desprenden otros objetivos mas
particulares al momento de investigar en base a ésta. Es aqui donde nacen las
preguntas relacionadas las cuales se orientan al desarrollo y la respuesta de las

interrogantes encontradas al momento de desarrollar la pregunta de tesis.

¢Estan preparadas las estudiantes chilenas de Ensefianza Media para desarrollar este

método?

¢Se podré construir el conocimiento requerido en esta investigacion con las

herramientas que estos estudiantes poseen?

15



¢Estara este conocimiento acorde a las necesidades de las estudiantes?

Estas preguntas apuntan a los ejes dichos con anterioridad.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Evaluar la posibilidad de adquisicion de un tépico matematico fuerte como son las
Ecuaciones Diferenciales (Sistemas Dinamicos) a través del Método Numérico de
Runge Kutta de Orden Cuatro, en estudiantes escolarizados pertenecientes a los

programas electivos de Matematica en 111 y IV afio de Ensefianza Media.

1.3.2 Objetivos Especificos

Identificar si los aprendizajes adquiridos previamente, por las estudiantes de Tercer y
Cuarto afio Medio, de electivo Matemaéticas, serdn de utilidad para desarrollar por un

método numérico Ecuaciones Diferenciales.

Identificar los contenidos necesarios para el aprendizaje de un topico matematico

fuerte como son las Ecuaciones diferencias a través de un método numérico.

Desarrollar mateméaticamente las Ecuaciones Diferenciales No lineales por el método

numérico de Runge-Kutta para ser implementado en Ensefianza Media.
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1.4 Limitaciones

Las limitaciones de un estudio pueden tener dos caracteristicas, internas y externas.

En la primera, se hace referencia a los problemas principales generados al momento
de realizar el estudio, problemas del tipo:

e Saber abordar el tema

e Trabajos relacionados con este

e Recopilacion de informacién suficiente para el desarrollo de este

estudio.

Estos problemas atienden directamente a la construccién de la tesis, pero a su vez

enmarcan el caracter de ella.

La segunda limitacion se confronta con el desarrollo del estudio, por el hecho de
contextualizarlo, buscar un colegio que permita analizar su forma de ensefiar es y sera
un problema en cualquier investigacion, ya que son muy pocas las instituciones
educativas capaces de abrir sus puertas a cualquier tipo de critica que se lograria

general en la investigacion.

1.5 Hipotesis, conjeturas

La construccién de hip6tesis o conjeturas al momento de realizar el estudio, deben
estar marcadas por el caracter de la investigacion. Es por ello, que centraremos
nuestras conjeturas en el hecho mismo de aplicar éste. Ademas, estas hipdtesis
enmarcadas por la pregunta de investigacion deberan entregar el margen por el cual
se construiran el estudio. Nos indicara que aspectos debemos revisar para responder
a las preguntas formuladas y nos pondra en duda respecto del desarrollo particular de

esta tesis.

La primera Conjetura o Hipotesis es que “las estudiantes seleccionadas han aprendido
a través del Curriculum nacional establecido por el Ministerio de Educacion y el

tratamiento realizado por su establecimiento educacional, los contenidos minimos
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necesarios para desarrollar este estudio”, con esta hipotesis debemos repasar los
contenidos vistos por estos estudiantes, tanto los establecidos por el Ministerio de

Educacion, asi como los realmente vistos durante sus afios de escolarizacion.

La segunda Conjetura o Hipotesis es que “las estudiantes de los niveles de Tercer y
Cuarto afio Medio seleccionadas, tienen las capacidades cognitivas minimas para

desarrollar el tépico analizado en esta investigacion”, la cual se centrard en las
capacidades cognitivas de las estudiantes, o mejor dicho, si estaran capacitados a

nivel cognoscitivo para desarrollar un topico tan avanzado de matematicas.

La tercera y tltima conjetura o hipotesis es que “el desarrollo del método de Runge-
Kutta de cuarto orden facilitara el aprendizaje por su calidad y relevancia con las
necesidades de aprender de las estudiantes seleccionadas”, con esta tercera hipétesis
se plantea la necesidad de comprobar si los aprendizajes que requieren las estudiantes

de este colegio estan a la altura planteada en este estudio.
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CAPITULO 11

2  Marco Referencial

2.1 Un poco de historia

A continuacion en este capitulo veremos el desarrollo histérico de las Ecuaciones
Diferenciales, el cual tiene como objetivo realizar un recorrido por los aspectos mas
relevantes de la formacién de dichas ecuaciones, hasta llegar al desarrollo del método
numérico utilizado en esta investigacion ( Método Runge — Kutta). También se hara
un recorrido sobre los tipos de ecuaciones diferenciales, para lograr entender el

contexto del contenido en el cual nos estamos desenvolviendo.

2.1.1 Desarrollo historico de las Ecuaciones Diferenciales

La siguiente resefia historica, es una sintesis del trabajo realizado por Napoles y
Negron (2002), el cual nos habla sobre el desarrollo histérico de las ecuaciones
diferenciales hasta llegar al tema de estudio de esta tesis que son los sistemas

dindmicos y su desarrollo por métodos de aproximacién numérica.

Si bien, la matematica diferencial es una ciencia nueva dentro del campo de las
matematicas, su importancia no es menor. Asi mismo, la basqueda de respuestas a lo
largo de los afios estaba orientada al hallazgo de ellas. Desde Arquimedes? (287-212
a.C.) planteando los principios de la mecéanica con su trabajo referente a la palanca y
al principio de empuje hasta Fermat® (1601-1665 d.C.) en el siglo XVII quien

encontro las tangentes y puntos criticos sentando las bases de lo que conoceriamos

? Arquimedes (1986) “el método”, alianza editorial, Madrid (traduccion, introduccién
y notas: Luis Vega)
% Hawkins, T. (1970): “Lesbesgue’s Theory of integration. Its origins and

development”, The university of Wisconsin Press, Madison, Wis-London
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hoy como diferenciacion, encontramos el interés en desarrollar problemas que

involucren, como es conocido en la actualidad, una funcion y sus derivadas.

De esta manera, alrededor de los siglos XVII XVIII se desarrollaron los principales

avances en esta materia. A modo de sintesis relataremos los mas grandes aportes a las

Ecuaciones Diferenciales, los cuales en su mayoria, siguen siendo ensefiados en casas

de estudio universitario o en colegios a través de la matematica diferencial en Chile:

Newton-Leibniz

Como menciona Newton a Leibniz a mediados del siglo XVII en un
anagrama:

“6a cc d ae 13e ff 7i el 9n 40 4q rr 4s 9t 12v X, el cual quiere decir en latin
data eaquetione quotcunque quantitaes involvente fluxiones invenire et
viceversa”, *traducido al espafol, “Dada una ecuacion con cantidades
fluentes, determinar las fluxiones y viceversa”. No siendo referente al

lenguaje contemporéneo, este mensaje planteaba  un problema de

diferenciacion, entiéndase fluxiones como %,Z—; y fluentes como
f), f).

2
Leibniz, En 1675 escribié la ecuacion [ ydy =%, donde se introduce el

2 EH
signo de integral. en el Acta Eruditom de 1684, defini¢ la diferencial e incluyo
reglas para su calculo, y problemas de aplicacion para tangentes y puntos

criticos.

Newton, Entrega la primera clasificacion de ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden.

* Nota: Cita del anagrama “Leibniz-Newton (1977): “el célculo infinitesimal origen-

polémica, editorial universidad de Buenos Aires”
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e Hermanos Bernoulli (James y Johan), son quienes en la Gltima década del
siglo XVII introducen el concepto de integrar una ecuacion diferencial asi

como el proceso de separacién de variables.

e Johan Bernoulli, quien alrededor de 1692 en su bdsqueda por resolver
ecuaciones que no puedan ser separables nos entrega la multiplicacion por un

factor integrable.

dy

2 2
Ty = bx* (bastante

e Ricatti, en 1724 estudio la ecuacion de tipo

importante para este estudio ya que es la primera mirada a una ecuacion

diferencial no lineal).

e D’Alembert en el afio 1766 descubre que la solucidn general de una ecuacion

lineal no homogénea, es la suma de una solucion particular y otra homogénea

e Lagrange, 1774 demostr6 que la solucion general de una ecuacion diferencial
de orden n con coeficientes constantes es de la formay = ¢c;y; + ¢y, + -+
CnYn Y Nos entregd en su forma mas general el “método de variacion de

parametros”.

e Euler finales del siglo XVIII es quien logra sistematizar todos los trabajos
anteriores entregandonos la primera clasificacién de ecuaciones diferenciales
de primer orden (Homogéneas, Lineales, Exactas) y de segundo orden
(Lineales, y susceptibles de reducir el orden). También nos entrega el método

de serie de potencias para resolver ecuaciones del tipo y" + ax™y = 0

Pero no es hasta 1892 (Liapunov y Poincare, en su annus mirabalis) donde se

formaliza lo que para esta tesis es su tema de estudio, la teoria de ecuaciones
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diferenciales no lineales. Estos autores convierten la no linealidad en su trabajo y

aportaron conceptos fundamentales para su desarrollo.

Reorientando la atencién hacia el tema de estudio de esta tesis, es importante sefialar
que, si bien, es grande el avance tanto para ecuaciones diferenciales lineales y no
lineales, es muy escaso lo que se puede realizar con ellas, ya que son muy pocas las
ecuaciones diferenciales que pueden ser tratadas a través de estos métodos
anteriormente mencionados. Es aqui donde se destaca el desarrollo de métodos
numéricos para encontrar soluciones aproximadas en algunos puntos. Los metodos
mas populares son el de Euler (mediados del siglo XVII1) y Runge-Kutta (finales del
siglo XIX).

Basandonos en el trabajo de Moreno, Salvador, Menarguez y Germendia llamado
Resolucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales, y el trabajo de Sanz-Serna con su

trabajo llamado “El método de Euler de integracion Numérica”.
Definiremos los dos métodos mas importantes sobre multipasos, en los cuales radica

su importancia tanto por su caracter histérico como por su efectividad (Euler y

Runge-kutta respectivamente).
e Meétodo de Euler de integracion numérica
Euler en 1768 busca encontrar de manera “verdaderamente aproximada”, la
integral de una ecuacion diferencial cualquiera. Para no desviarnos en el
desarrollo de este método nos centraremos en la notacion moderna que se puede

obtener del desarrollo de Euler, la cual consiste en sustituir cada paso de una

Ecuacion diferencial por el desarrollo de

y(x +h) = y(x) + hy'(x)

Y para ecuaciones de orden superior, podemos obtenerlo a través de un desarrollo
de Taylor

1 1
y(x +h) = y(x) + hy'(x) + Ehzy”(x) + o Eh”y(”)(x)

22



e Meétodo Runge-Kutta

Expresado de forma completa por W.M. Kutta en 1901, es el método que entrega
mayor exactitud en la actualidad. Este consiste en determinar constantes apropiadas
de modo que coincidan con un desarrollo de Taylor hasta el quinto término. Ya que la
intencion de este capitulo es solo orientar al lector hacia el desarrollo de las
ecuaciones diferenciales y su desarrollo, solo entregaremos los resultados de este

estudio:

. . h - S o o
Un+1 = HUn +g(F1 + Z(Fz + F3) + F,
ﬁl = F(tn'ﬁn)

.. R
Fy = F(tu+ 5,/ +5F)

. . h . 1.
F3:F(tn+§:lin+§F2)

F, =F(t, +h ji, + F3)

2.2 ¢Queé son las Ecuaciones Diferenciales?

La construccién de modelos matematicos para tratar los problemas del mundo real se
ha destacado como uno de los aspectos méas importantes en el desarrollo tedrico de
cada una de las ramas de la ciencia y en especial de las matematicas. Con frecuencia,
estos modelos implican una ecuacion en la que una funcién y sus derivadas
desempefian un papel decisivo. Tales ecuaciones son llamadas Ecuaciones

Diferenciales.
La meta es reconocer qué conocimientos y herramientas deben adquirir los

estudiantes de Tercer y Cuarto afio Medio Electivo en su proceso de ensefianza y

aprendizaje para poder resolver tales ecuaciones.
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Por ende, se dara una breve descripcion de las ecuaciones diferenciales y sus

clasificaciones, con el fin de llegar al eje de interés que son las EDO No Lineales.

Ecuaciones diferenciales

Definicion: una ecuacion diferencial es una ecuacion que involucra derivadas de una

funcion desconocidas con una 0 mas variables.

Clasificacion: Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo a su tipo, orden,

grado y linealidad.

b)

Segun el tipo: se clasifican en ecuacion diferencial ordinaria y en ecuacion

diferencial en derivadas parciales.

Ecuacion diferencial Ordinaria: la funcion desconocida depende de una sola

variable.
- L&y oy o
Ejemplo: ozt o, 6y =0

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales: la funcién desconocida
depende de mas de una variable. Cuando una ecuacion involucra a una o mas
derivadas con respecto a una variable en particular, tal variable es llamada

independiente y “x”” es dependiente si aparece una derivada de esa variable.

Segun el orden: el orden de una ecuacion diferencial (ordinaria o en derivadas

parciales) es el grado de la derivada mas alta (exponente).

Ejemplos:

dx

ler Orden: o= 2x +y

Ld¥v | dPv
2do Orden: — + i 0
. d3x dx _
3erOrden: s TX5,~ dxy =
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d*v = d?v
2 =0

4to Orden:  a®—— + —

e Segun linealidad y no linealidad: Se llama ecuacion diferencial lineal de

primer orden a cualquier ecuacion diferencial de la forma:

dy _
=+ PEY =0

Donde P y Q son funciones continuas de x. Esta ecuacién diferencial lineal de
primer orden se dice que esta en forma normal.
Definicion de ecuacion diferencial lineal de orden n

Sean g4,92, .- ,gn Y f funciones de x con un dominio comdn (un intervalo). Una

ecuacion de la forma

YW+ g1()y™ D + g, ()y ™D + L+ g1 (DY + gn()y = f(x)
Se llama una ecuacion diferencial lineal de orden n.
Si f(x) = 0, se dice que es homogénea; en caso contrario, es no-homogénea.

Se dice que una ecuacion diferencial No Lineal es una ecuacion diferencial ordinaria

gue NO cumple con las condiciones de linealidad o propiedades de linealidad.

Ejemplos:

2
3732/ + sen(y) =0 y? + 4xy = In(x)

Debido a que el desarrollo de esta tesis esta enfocado en Ecuaciones Diferenciales No

lineales, hemos decidido considerar hasta este apartado sefialando asi las
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caracteristicas principales de ecuaciones diferenciales, con el propoésito de tener un
claro conocimiento de que hablamos cuando utilizamos el término “Ecuacion

Diferencial”.
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CAPITULO Il

3  Marco Teorico

3.1 Vygotsky y la Teoria Sociocultural

Lev Vygotsky (1896-1934) oriundo de Orsha Bielorrusia, fue uno de los més
importantes autores que estudiaron la psicologia evolutiva del ser humano. Su trabajo
Ilamado Teoria sociocultural el cual se dio a la luz mucho después de su muerte
(1960), llevo la cognicion humana a nuevos estandares de aproximacion, acercando a
nosotros nuevos términos como zona de desarrollo proximal (ZDP) o el famoso
“andamiaje” que realiza aquel que tiene la necesidad de ensefiar para poder adaptar el

aprendizaje que se espera, a quienes tienen la necesidad de aprender.

A diferencia de otros autores como Piaget o Bruner, este realiza sus estudios
basandose en la innegable necesidad de aprender en un contexto sociocultural
determinado, que fundamenta a las personal como entes particulares capaces de
aprenden en solo lo que la sociedad a la cual pertenezcan les pueda entregar, “Los
niflos pequefios aprenden, en su relacion con los demds, innumerables cosas,
elaborando representaciones personales o desarrollando contenidos objetos de la
realidad; es un encanto verificar, cada dia y cada mes, esta prodigiosa capacidad de

transformacion del ser humano ”’(Antunes C, 2003. Pag. 16).

Se debe entender con esto, que los humanos adquirimos esta calidad en base a la
interaccion con otros humanos, somos personas porque vivimos entre personas, en
una cultura y una sociedad determinadas. Tal es el caso ocurrido en la India sobre dos
nifias encontradas, las cuales habian sido criadas por lobos. Estas caminaban sobre las
manos, poseian un olfato extremadamente sensible, jadeaban como perros y
maullaban a la luna como lobos. Después de 9 afios de intentos no se logré6 mucho

para convertirlas en humanas”.

> Referencia Wikipedia (John McCrone (1994). "Wolf Children and the Bifold Mind". The
Myth of Irrationality: The Science of the Mind from Plato to Star Trek. Carroll & Graf Pub.
Retrieved October 18, 2005).
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En la teoria de Vygotsky se aprecia el desarrollo intelectual de los nifios y jovenes
como una estrecha relacion entre lo cognoscitivo y lo cultural. Las capacidades
mentales y la utilidad del cerebro se desarrolla para resolver problemas he interpretar
el entorno en el cual se desenvuelve el individuo y son determinadas por la cultura en
la cual se estd inmerso. Vygotsky propone enmarcar el desarrollo cognoscitivo en

cuatro niveles interconexos de interaccién con el entorno:

i.  Desarrollo Ontogenético: el que se realiza a lo largo de la vida del individuo

ii. Desarrollo Microgenético: cambios que ocurren en periodos relativamente
breves. En segundo, minutos o dias en contraste con los cambios a gran escala

en el desarrollo ontogenético.

iii.  Desarrollo Filogenético: desarrollo a través del tiempo evolutivo

iv.  Desarrollo Sociohistérico: cambios que ocurren en la cultura, en valores y

tecnologias generados por la historia.

A este Gltimo, es al cual se debe prestar mayor interés, por el caracter normador que
tienen en la cultura los avances realizados a través de la historia para una sociedad.
Como se ha mencionado con anterioridad, este trabajo busca replantear los limites de
conocimiento a los cuales los estudiantes pueden acceder en nuestro sistema de
ensefianza actual. Por ello es que las necesidades de los alumnos debe ser la principal
arista a la cual se debe sujetar un profesor al momento de planificar o realizar una
actividad para ellos. Como mencionan Beltran, Pérez y Ortega (2006), dos factores
importantes para el aprendizaje significativo en nifios, son la motivacion y el control

emocional.

“En primer lugar, aparece la motivacion como una de las principales
estrategias que discriminan a los de alto y bajo rendimiento, al parecer
los primeros reportaron estar mas motivados intrinsecamente, conocen
sus capacidades, se muestran mas interesados por aprender
significativamente y por los retos académicos que pudieran enfrentar.
Una estrategia intimamente ligada a la anterior es mantener un control
emocional adecuado, permanecer tranquilo durante los examenes y en

las tareas, tener mejores maneras de manejar la ansiedad, mantener un
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buen autoconcepto y saber como manejar los altibajos de las diferentes

situaciones académicas” (Beltran, Pérez y Ortega, 2006).

Esto nos da a entender que el profesor debe ser, no solo un mero reproductor de
conocimientos en la institucion educativa a la cual pertenezca, sino, mas bien este
debe entender que los estudiantes pertenecen a un contexto, socio cultural en
particular, y asi mismo cada uno se merece una especial atencion por las necesidades

personales que este amerite.

Continuando con la vision de Vygotsky, este plantea que el lugar donde se realiza el
aprendizaje es en donde se centran los procesos cognitivos que experimenta un ser
humano. A este proceso el cual nosotros Ilamaremos aprendizaje, Vygotsky lo llama
Zona de Desarrollo Proximal (ZDP), que consiste en el espacio donde el nifio, joven
logra, con la compafia de alguien méas experimentado en el tema, aprender a hacer
suyo el conocimiento necesario para responder a una problemaética planteada. Esta
zona llamada ZDP, es el espacio entre lo que puede lograr un individuo por si solo, y
lo que puede llegar a aprender con la ayuda de alguien mas preparado
(experimentado) en el tema que este observa. Illustremos este caso con el siguiente

ejemplo:

Tanya, una nifia de 4 afios, acaba de recibir su primer rompecabezas.
Intenta resolverlo pero no avanza hasta que su padre se sienta a su lado y
le da algunas sugerencias. Le dice que convendria armar primero las
esquinas, le ensefia el area rosada del borde de una pieza de esa parte y
le dice “busquemos otra pieza rosa”. Cuando Tanya parece frustrada, su
padre coloca juntas dos piezas acopladas para que las vea; cuando
Tanya lo logra le dice palabras de aliento. A medida que ella aprende a
armar el rompecabezas, su padre se retira y la deja trabajar cada vez con

mayor independencia” (Shaffer y Kipp, 2007. pag. 277)

Es entonces la ZDP el lugar donde interactian, la nifia para lograr completar el
problema al cual se enfrenta y el padre, quien le guia a través del proceso de solucién
del problema. De manera mas formal podriamos llamar a la Zona de Desarrollo

Proximal como “el espacio en el que, gracias a la interaccion y a la ayuda de otros,
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una determinada persona puede realizar una tarea de un modo y un nivel que no

podria alcanzar individualmente” (Antunes C, 2003. pag. 26).

Es también en la ZDP donde aparece un nuevo concepto el cual se vuelve una
caracteristica para fomentar el desarrollo cognoscitivo, lo Illamaremos andamiaje. El
andamiaje, se refiere al tratamiento que realizar el participante mas experto en el
problema para lograr adecuarlo al entendimiento del novato. Claramente es el
profesor quien hace propio este concepto, ya que su trabajo es hacer entender a los
alumnos los contenidos fijados por la planificacion, aungue no se debe dejar de forma
exclusiva este concepto a él, ya que cualquier persona experta en un tema puede
ajustar el conocimiento para servir como guia a quien necesite de él. Como en el caso
del ejemplo anterior, es el padre de Tanya quien realiza un andamiaje sobre las

técnicas de solucion de rompecabezas para que ella pueda hacerlas propias.

Para finalizar, Vygotsky le entrega un interés particular al lenguaje, principalmente en
el desarrollo cognoscitivo de los nifios. Este le atribuye dos funciones decisivas: la
primera como el medio para el cual los adultos transmiten a nifios modos
culturalmente valiosos de pensar y de resolver problemas; en segundo lugar se
convierte con el tiempo en una herramientas mas poderosa para la adaptacion
intelectual (Shaffer y Kipp, 2007). Este autor sostiene que el pensamiento y el

lenguaje terminan fusionandose para el segundo fin mencionado anteriormente.

Entre las observaciones de Vygotsky, este destaco los monologos realizados por
estudiantes preescolares al momento de intentar resolver un problema, monélogos de
caracter individual. Este monologo o “hablar con el yo”, lo llamo habla privada y
ayuda al nifio a plantear estrategias para cumplir con sus objetivos. Esto nos lleva a
entender que desde muy temprano los nifios se encuentran en la ZDP, solo que el guia
viene siendo el mismo. Vygotsky también plantea que el habla privada se limita con
la edad, pero nunca desaparece por completo, ya que este se convierte en un sistema
de autoorientacion, el cual termina convirtiéndose en un habla silencioso o interno, el
pensamiento verbal latente con que organizamos y regulamos nuestras actividades
cotidianas (Shaffer y Kipp, 2007).

En sintesis, podriamos decir que el trabajo de este autor se centra en el conocimiento

que se genera y los procesos que atienden los estudiantes en el proceso de
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aprendizaje. “aprender no es copiar o reproducir la realidad. Aprendemos en la
escuela cuando somos capaces de elaborar una representacion personal acerca de un
objeto de la realidad o contenido que pretendamos asimilar” (Antunes C., 2003. pag.
18).

Ahora bien, la importancia de Vygotsky para este estudio, se encuentra en la
concepcion que este tiene sobre la participacion de un segundo agente en el
aprendizaje (experto) y el tratamiento que este da a la informacién (andamiaje), ya
que nos muestra de forma particular, la relacion que se establece entre un estudiante y
su profesor. Asi mismo, sitUa esta relacion en un contexto determinado, Unico para
cada situacion de aprendizaje, y particular para cada alumno en el aula. Nos entrega
una gran importancia a las tareas a realizar, y el grado evolutivo que hay que darles a
ellas, para ir construyendo nuevos aprendizajes, o en palabras mas Vygotskyanas, “cl
pensamiento del alumno se modifica de modo progresivo en direccion a la realizacion

de tareas gradualmente mas complejas” (Antunes C., 2003. pag. 28).

Son muchos los conceptos que rescatamos del trabajo de Vygotsky, a saber,
Desarrollo Cognoscitivo, ZDP, Andamiaje, Habla Privada y Habla Interna... pero es
necesario mencionar que esta es una mirada pequefia a todo el abanico de
conocimientos y teorias que establecid este autor sobre la misma linea del
pensamiento. Temas como “El Habla Social”, “Aprendizaje Guiado”, “Competencia
Cognoscitiva”, entre otros, han sido dejados en este abanico. Principalmente porque
se perderia el sentido de este estudio, y porque no alcanzarian las palabras para
describir tantos conceptos nacientes del pensamiento de este, sin duda, gran autor.

Teniendo en cuenta, que la intrigante de esta tesis es saber como podrian llegar a
entender los estudiantes secundarios chilenos las ecuaciones diferenciales por medio
de un desarrollo numérico, la importancia del trabajo de Vygotsky para esta
investigacion se centra en la ZDP, y en particular el tratamiento que debe realizar el
profesor a los contenidos que desee ensefiar (andamiaje). No es menor entender que
debemos conocer el contexto en el cual se desenvuelven los estudiantes, o fomentar el
habla privada y llevarlos a lograr un habla autoorientadora, pero para lograr satisfacer
la necesidad de ensefiar lo que pide este estudio es que continuaremos con lo que nos

plantea el concepto de andamiaje.
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Como mencionamos con anterioridad, andamiaje “se refiere al tratamiento que
realizar el participante més experto en el problema para lograr adecuarlo al
entendimiento del novato”. Es por ello, que para lograr ensefiar un concepto de
matematicas puras como es Ecuaciones Diferenciales, y mas aln para desarrollarla a
través de un método de multipasos, Método de Rungue-Kutta, debemos realizar un
tratamiento a estos. Con el fin de que los estudiantes puedan hacer propio este
aprendizaje, se ha tomado la decision de realizar el tratamiento a estos conceptos a
través de la teoria de situaciones didacticas elaborada por G. Brousseau, donde se
aparta el “enfoque tradicional de ensefianza®”, para centrarse en los tres elementos
fundamentales que menciona este autor, estudiante, profesor y el medio didactico,
donde es el profesor quien facilita el medio en el cual el estudiante construye su

conocimiento a través de una serie de situaciones didacticas propiciadas por él.

3.2 Teoria de situaciones didacticas

En el marco de la ensefianza propuesta por la Universidad Catélica Silva Henriquez,
para el programa de Formacién de Matematicas e Informatica Educativa, se
estudiaron en las actividades curriculares correspondientes a Didactica de las
Matemaéticas | y Il diferentes modelos de ensefianza, o paradigmas para el desarrollo
de las clases de matematicas en el aula. Entre todos los modelos vistos existe uno que
particularmente se ajusta a la necesidad de esta tesis de ensefiar el método de Runge-
Kutta que es el que enmarca este apartado, debido principalmente al tratamiento que

realiza el profesor por el saber a ensefiar.

La teoria de situaciones didacticas propuesta por Brousseau nos entrega tres
componentes que interactdan entre si, la componente cognitiva la cual es representada
por el estudiante quien requiere construir y hacer suyo el conocimiento en juego, la

componente epistemoldgica o el saber a ensefiar que tiene propia naturaleza y que se

6 enfoque tradicional de ensefianza: es una relacion estudiante-profesor, en la cual, el profesor
simplemente provee (o deposita) los contenidos, instruye al estudiante, quien captura (o
engulle) dichos conceptos y los reproduce tal cual le han sido administrados. (cita, teoria de

situaciones didécticas, Jesennia Chavarria)

32



ha desarrollado o construido a lo largo de la historia, y la componente didactica
representada por el profesor quien actia como facilitador en la construcciéon que el

estudiante hace del conocimiento en juego.

Para visualizar estas tres componentes en el desarrollo de este estudio podemos

asignar a cada una de estas componentes un proceso sobre la finalidad de esta tesis:

I.  La primera componente se relaciona directamente con la necesidad de aplicar
este método a estudiantes. Por lo visto en el marco tedrico de este estudio
sabemos que los estudiantes tienen la capacidad de desarrollar conocimientos
que se adecuen al proceso cognitivo en el cual estdn inmersos. Ademas, se
afirma que ellos estan capacitados por el marco curricular y la propuesta de la

institucién para aprender este tipo de matematicas.

ii. En la segunda componente, identificamos el modelo de Runge-Kutta, su
construccion historica a través de las ecuaciones diferenciales y su desarrollo

matematico.

iii. En la tercera y ultima componente estd el trabajo final de la tesis, el cual
consiste en desarrollar una estrategia para ensefiar este método a los

estudiantes seleccionados.

Situaciones didactica/a-didactica

Estas situaciones son en las cuales el profesor interviene directamente con el alumno,
aunque se distinguen por el tipo de intervencion que este crea. Las situaciones a-
didéacticas, son aquellas donde el docente planteara una problematica al estudiante, el
cual debera afrontarlo usando solo sus conocimientos previos, como segunda
finalidad se busca que el estudiante logre generar hipotesis y conjeturas semejantes a
las realizadas en cualquier comunidad cientifica. En las Situaciones Didacticas, es el
profesor quien propicia el medio didactico por el cual es estudiante lograra construir
el conocimiento. Es aqui donde se representan las tres componentes mencionadas con

antelacion (profesor, alumno y medio didactico), y las relaciona en una es un estado
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de equilibrio entre el profesor y el alumno, utilizando como balanza para ello el
medio didactico puesto en préctica por el profesor. En resumen, “la interaccion entre
los sujetos de la Situacion Did4ctica acontece en el medio didactico que el docente
elaboré para que se lleve a cabo la construccion del conocimiento (situacion didactica) y
pueda el estudiante, a su vez, afrontar aquellos problemas inscritos en esta dindmica sin
la participacion del docente (situacion a-didactica)” (cita de teoria de situaciones

didacticas, pagina 2).

Es asi que Brousseau plantea a la Situacion Didactica como el proceso de ensefianza-
aprendizaje modelado de tal manera que este se logre visualizar como un juego para el
cual el docente y el estudiante establezcan las reglas y acciones implicitas necesarias para
este cometido. Cuando logramos entender esta relacion, aparecen dos términos,
entregados por Brousseau, que sirven para lograr realizar el tratamiento al contenido
especifico con las reglas presenten por ambos participantes de la situacion didactica, el

Contrato Didactico y la Transposicion Didactica.

En el Contrato Didactico se enfatizan las reglas entre los alumnos y el profesor, se
entiende como “los comportamientos que espera el docente del alumnos y los que el
alumno espera del docente” (cita de situaciones didacticas, pag. 3). Como las reglas ya
estan definidas, el proceso de ensefianza aprendizaje se vuelve comodo para alumnos y
profesores, por lo cual una ruptura de este, crearia un estado cadtico en el aula, aunque se
entiende también que la riqueza en una situacién didactica se establece en la ruptura y

creacion de nuevos contratos, en la medida que la situacion varie.

La Transposicion Didactica, se refiere al mecanismo por el cual el profesor toma un
conocimiento a desarrollar en el aula y lo transforma con la finalidad de que sus alumnos
logren entenderlo. El profesor es quien desglosa el saber a ensefiar, llamado por
Brousseau como saber sabio, ya que este no puede ser presentado a sus estudiantes de
forma pura, debido a las caracteristicas particulares del sector al cual pertenece este
saber. Un vocabulario Unico y entendido solo por aquellos que pertenecen al circulo
cientifico en el cual este saber se desarrolla. Por ello es que el profesor es quien por
necesidad para sus alumnos somete este saber a un proceso el cual ya llamamos

Transposicion Didactica.
Dentro de la transposicion didactica nacen preguntas que sirven como camino para

plantear la forma en que se realizaré esta. Estas preguntas son referentes a tres ejes que

sirven de arquetipo para la transposicion deseada:
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e EL QUE ¢Qué voy a ensefiar? Seleccion de contenidos a ensefar, el profesor

tiene libertad para elegir los contenidos que crea pertinentes para la transposicion.

e EL PARA QUE (Para que ensefarlo? Son los objetivos del profesor al momento

de ensefiar un saber en un determinado momento (contexto para Vygotsky).

e EL COMO (Cbomo lo ensefaré? Punto donde se pone la experticia del profesor.

Aqui este debe valerse de todas las herramientas didacticas que posea.

Para finalizar este alcance a la Teoria de Situaciones Didacticas propuesta por
Brousseau, es importante mencionar que dentro de las situaciones didacticas existen
diferentes tipologias presentadas por Brousseau, las cuales tienen por finalidad llegar
a una situacion a-didactica, en otras palabras, que el estudiante logre valerse de sus
propios conocimientos, ya adquiridos a través de la situacion didactica cursada.

"Estas situaciones son:

1. La situacion accion, que consiste basicamente en que el estudiante trabaje
individualmente con un problema, aplique sus conocimientos previos y
desarrolle un determinado saber. Es decir, el estudiante individualmente
interactda con el medio didactico, para llegar a la resolucion de problemas y a

la adquisicién de conocimientos.

Dentro de las condiciones que una situacion accion deberia reunir para
desembocar en una situacion a-didactica tenemos, por ejemplo, la formulacion
del problema: éste debe ser del interés del estudiante, ademas el tipo de
pregunta formulada debe ser tal que no tenga respuesta inmediata, de modo
que represente realmente un problema para el estudiante.

Este comportamiento debe darse sin la intervencién del docente. Empero, si
bien el proceso se lleva a cabo sin la intervencion del docente, no implica que
éste se aisle del proceso. Pues es el docente quien prepara el medio didactico,

plantea los problemas y enfrenta al estudiante a ese medio didactico.

2. Ahora bien, la situacién de formulacion consiste en un trabajo en grupo,

donde se requiere la comunicacion de los estudiantes, compartir experiencias

" Extracto directo del documento “Teoria de situaciones didacticas de Jesennia Chavarria”
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en la construccion del conocimiento. Por lo que en este proceso es importante

el control de la comunicacion de las ideas.

La situacion formulacion es basicamente enfrentar a un grupo de estudiantes
con un problema dado. En ese sentido hay un elemento que menciona
Brousseau, esto es, la necesidad de que cada integrante del grupo participe del
proceso, es decir, que todos se vean forzados a comunicar las ideas e

interactuar con el medio didactico.

3. Otro tipo de situacion didactica es la situacion de validacién, donde, una vez
que los estudiantes han interactuado de forma individual o de forma grupal
con el medio didactico, se pone a juicio de un interlocutor el producto
obtenido de esta interaccion. Es decir, se valida lo que se ha trabajado, se
discute con el docente acerca del trabajo realizado para cerciorar si realmente

es correcto.

Ya teniendo en cuenta todos estos factores, desde la perspectiva de la teoria
Sociocultural de Vygotsky, y centrandonos en el concepto de andamiaje para realizar
el alcance de Brousseau sobre su Teoria de Situaciones Didacticas, es que nos
encontramos preparados para realizar un tratamiento al tépico matematico elegido
como tema de estudio en esta investigacion. Los siguientes capitulos nos entregaran
las herramientas necesarias para realizar una transposicion didactica a este tema y una
aproximacion al como se deberia ensefiar las ecuaciones diferenciales por el método

namero de Runge-Kutta.
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CAPITULO IV

4 Analisis del objeto de estudio

4.1 Desarrollo de Método Runge-Kutta de cuarto orden
(RK44), para el Sistema de Van Der Pol

Baltasar Van der Pol (1889-1959), fisico e ingeniero Holandés, se le conoce
principalmente por su trabajo en circuitos eléctricos, aungque también estudio sistemas
que presentan oscilaciones. Van der Pol agrupo varios fenOmenos en una sola
categoria de sistemas que presentan oscilaciones periddicas, el famoso “Oscilador de
Van der Pol”. Este oscilador con amortiguamiento no lineal, estd gobernado por la

siguiente ecuacion diferencial de segundo orden, homogénea:
x"—e(1—-x>)x"+x=0

Nota: Para el objeto de estudio en esta investigacion aplicaremos una pequefia
excitacion externa. Para poder hacerla depender del tiempo. Esta excitacion
externa %serd f(t,x) = a cos(t), con a una constante arbitraria y t el tiempo
en el cual transcurre la ecuacion, donde x es la variable dependiente y describe
el voltaje del circuito y € es el parametro que entrega las caracteristicas fisicas

del circuito, la amortiguacion. (Larraza y Palencia, 2010).

4.1.1 Cambio de la ecuacién a su forma vectorial

Para aplicar el método Runge-Kutta de cuarto orden, debemos inicialmente realizar
un tratamiento a esta ecuacion, ya que este método se define en forma vectorial,

realizaremos un cambio de variable para poder expresar el sistema como un vector

® Fuerza externa llamada excitacion y su forma es una funcion
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Primero llamamos a x como x; y a x’ como x, :

A continuacion nos disponemos a derivar estos dos elementos

derivamos , ,
x=x1—>x =x1=x2

derivamos

Para encontrar el valor de x; reemplazamos x; y x, en la ecuacion original y

despejamos en funcién de x; :

xy —&(1—x,%) x, + x; = acos(t)

despejamos en funcion de xJ

xy =& (1—x,2)xy, —x1 + acos(t)

Ya teniendo estos valores nos disponemaos a reescribir la ecuacion en forma vectorial

()=o)

Derivamos

()=o)

Y reemplazamos los valores ya encontrados
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)= - )

(xz) “\e(1—x,%) x, — x1 + acos(t)

X 5 . ]
Donde llamaremos a (x;) como el vector X. Entonces la nueva ecuacion diferencial

en forma vectorial quedaria de la siguiente forma:

5 Xy
X= (e 1-x)x,—x,+a cos(t))

La cual es tratable a través del método Runge-Kutta de cuarto orden.

4.2  Aplicacion del Método

Tomando como condiciones iniciales (las cuales son necesarias al momento de
aplicar este método, debido a la necesidad de conocer la ubicacion del sistema en
algun punto determinado) x, = 0y x," = 1; el tamafio del salto como h = 0,05; el

pardmetro a = 0,5 y la amortiguacion € = 0,1.

Definimos los siguientes elementos del método

Como vector inicial o = (ig) - ((1))

= X
La funcion vectorial F(ty, ii,) = ( 2 )

(1 —x,%) x, — x, + 0,5 cos(¢)

Y comenzamos a calcular los vectores caracteristicos F;, F,, F; y F, .
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Para el caso de F; tenemos:
ﬁl = F(tn i)
Donde:

- . X2
F(tn ttn) = ( (1-—x,2)x,—x,+0,5 COS(t))

Reemplazamos por pg = ((1)) y t = 0, obteniendo como resultado

= F <0' (2)) - ((1 - 0)1-— 01+ 0,5 cos(O)) - (0%6)

Para el caso de F,, F5 y F, consideramos los mismos valores de u, Yy t, agregando el

tamanfo del salto h = 0,05

N h . 1.\ /10150
2= F<t” oty 1) = (0,5763)
_ h 1. 1,0144
3= F<tn Tty 2) = (0,5758)
. L= 1,0288
Fy = F(tn + hyfin + F3) = (0,5513)

Teniendo ya nuestros cuatro vectores caracteristicos, podemos encontrar la solucion

del sistema en el punto py

h
Un+1 = Up T+ g(F1 +2(F, + F3) + F,)
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Entonces para n = 0

0,05 , , ,
m =)+ 22 (o) +2((557e0) + (b078)) + (50533
0,05073
Hi = (1,02880)

Si repetimos este método considerando a nuestro vector inicial como el vector
resultante del método, manteniendo el tamafio del salto y escalando el tiempo que ha

transcurrido obtendremos los siguientes resultados:

wo = (3) m=(Toas0) ¥ =(Toas00) = (I02080)
0,20524 0,25477 0,30369 0,35288

Ha = (1,00189) Hs = (0,97922) He = (0,97745) H7 = (0,98960)
0,40247 0,45161 0,49914 0,54450

He = (0,99339) Ho = (0,97180) Hio = (0,92867) Hi = (0,88524)

we=(05e06) 3= (osaze) 41+~ (omaeso) 5= (0g1¢73)

4.3 Conocimientos necesarios para el desarrollo de Runge-

Kutta de orden cuatro

Si bien, el desarrollo de este método no necesita de una experticia superior al
momento de realizar los calculos, debemos pensar que el objetivo de este estudio es
poder aplicarlo a estudiantes de nivel secundario. Es por ello, que nos debemos un
analisis minucioso de los contenidos expuestos en el desarrollo del método de Runge-
Kutta de cuarto orden, ya que no podemos realizar una aplicacion sobre algo que sea

universalmente lejano para nuestros estudiantes.
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Partiendo por el cambio de la expresion diferencial a una vectorial, los estudiantes
deben tener conocimientos sobre derivadas y vectores. Llegando al desarrollo del
método para encontrar los vectores caracteristicos los estudiantes deben saber, suma,
resta y multiplicacion de matrices de orden 2x1, evaluacién de funciones, operatoria
con numeros decimales y conocimientos basicos sobre las condiciones que genera
una ecuacion diferencial escrita en forma vectorial (este Gltimo es la base sobre la
cual se desarrollara el método y parte de la introduccion al momento de aplicar esta

intervencion).

Al separar el desarrollo de este método podremos encontrar tres ejes principales
(sustitucién o cambio de variable, basqueda de vectores caracteristicos y evaluacion
de ellos e interpretacion del resultado, desarrollados en el orden expuesto), los cuales
implican un dominio de las matematicas bastate particular al tratar de interactuar con

cada uno de ellos.

Definiremos los tres ejes de forma que se logre entender claramente el propdsito de
cada uno, y los pasos cognitivos que debera desarrollar el estudiante al momento de
aplicar Runge-Kutta de cuarto orden para encontrar soluciones puntuales de una

ecuacioén diferencial.

1. Sustitucion o cambio de variable: el estudiante debera realizar un cambio de
variable a la ecuacion diferencial para poder aplicar el método. Esto
principalmente debido a que el método de Runge-Kutta se desarrolla en forma
vectorial, por tanto el estudiante deberad tener conocimientos basicos sobre
derivadas, y un manejo apropiado de la axiomatica sobre ecuaciones y

vectores.

2. Busqueda de vectores caracteristicos: este proceso se orienta a la busqueda de
los parametros “F;, F,, F3 y F,”, los cuales son necesarios al momento de
aproximar la ecuacion diferencial después del salto generado. En primeras
instancias, el estudiante debera tener conocimiento pleno sobre funciones y
evaluacion de ellas, pero el problema particular es la presentacion de ellas
como vectores. Por lo tanto, también deberd saber conocimientos sobre el

algebra de vectores. Por ejemplo, multiplicacion de un escalar por un vector, o
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suma de vectores). Para este caso particular, la excitacion externa es del tipo
trigonométrica. Por lo tanto, también deberd tener conocimientos sobre
evaluacion de funciones trigonomeétricas, como es el caso de “cos(0)”, y el
manejo pertinente de algunas propiedades instantaneas referentes a esta

tematica en ensefianza secundaria.

3. Evaluacién de Vectores caracteristicos e interpretacion de los resultados: al
igual que en los dos casos anteriores, el manejo sobre vectores debe ser
excepcional, ya que en este punto, el estudiante se encuentra listo para poder
reemplazar los datos y encontrar la solucién aproximada de la ecuacion
diferencial (en el salto realizado). En el caso final de este, el estudiante debera
entregar sentido a todo lo realizado, es por ello que debera interpretar los

datos resultantes obtenidos con el fin de hacer propio este contenido.

Para saber si este método es aplicable o no a estudiantes de los cursos de Tercer y
Cuarto afio Medio pertenecientes al Plan electivo de Matematicas, de un
Establecimiento Educacional particular subvencionado, en la comuna de Santiago
Centro, estas estudiantes deberan estar en conocimiento de todo lo antes expuesto. La
forma de acreditar que ellas poseen estos contenidos, sera a través del analisis de los
Planes y Programas del MINEDUC (2012, sin ajustes curriculares), de las
planificaciones semestrales de los respectivos afios ya cursados y sobre todo de las
observaciones clases a clase del profesor a cargo en estos periodos, por consiguiente

sabremos la factibilidad de lograr este aprendizaje en la muestra seleccionada.
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CAPITULO V

5 Analisis contenidos

Es este capitulo se analizan las planificaciones semestrales de los afios 2010, 2011 y
2012 (hasta la fecha), del establecimiento Educacional determinado versus los Planes
y Programas de estudios establecidos por el MINEDUC, con el proposito de
identificar los aprendizajes adquiridos previamente por las estudiantes de Tercer y
Cuarto afio Medio de electivo Matematicas, para ello fue necesario estructurar una
pauta de observacion a los libros de clases, ademas de realizar el historial de los
contenidos por unidad vistos por las estudiantes, los cuales fueron extraidos de las

planificaciones clase a clase entregadas por los docentes del establecimiento.

5.1 Analisis de Planificaciones semestrales versus Planes y
Programas de Estudio MINEDUC

Para establecer dicho analisis ha sido necesario examinar los contenidos entregados
por los docentes registrados en los libros de clases de los afios 2010, 2011 y 2012
(hasta la fecha), en el subsector de Matematicas. Para ello se desarroll6 una pauta de
observacién, con el fin de constatar los contenidos vistos por las estudiantes

seleccionadas.
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La pauta realizada es la siguiente

Pauta de observacion - Contenidos de libros de clases

Establecimiento

Curso

Afo

La siguiente pauta tiene como finalidad recoger informacion respecto de los
contenidos entregados por los docentes en el subsector de Matematicas. Se analizaran
los 4 ejes teméticos (nimeros, algebra, geometria, datos y azar), la finalidad es buscar
evidencia de los contenidos vistos por las estudiantes. Las categorias se centran en la
observacion de los contenidos escritos en el libro de clase por los respectivos

docentes.

Categorias

Contenidos vistos en forma completa.

Contenidos vistos de forma incompleta.

No Observado

Aplicacién de Contenidos (observacion hasta la fecha)

UNIDAD CONTENIDOS (Categorias)
N°1: Nameros

N°2: Algebra

N°3: Geometria

N°4: Datos y Azar
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Dentro de estos podemos extraer los siguientes datos, los cuales otorgara informacion
para observar el nivel de manejo conceptual de contenidos de las estudiantes.
Comenzaremos por el afio 2010 donde fue cursado el | afio Medio, del cual se puede

concluir dicha informacion:

UNIDAD CONTENIDOS

N°1: Nameros Contenidos vistos de forma completa.
N°2: Algebra Contenidos vistos de forma completa.
N°3: Geometria Contenidos vistos de forma incompleta.
N°4: Datos y Azar Contenidos vistos de forma incompleta.

Al analizar los contenidos entregados por la Docente durante el afio escolar y el
programa de estudio regido por el Ministerio de Educacion se observa la carencia en
algunos contenidos de las Ultimas dos unidades, las cuales concentran principalmente
los siguientes aspectos:

Composicion de funciones para realizacion de transformaciones isométricas en el

plano.

Observacién: Los contenidos vistos en lo que corre del afio 2012 estan acorde a los

regidos por los Planes y Programas del MINEDUC.

Ao 2011 cursando Il afio Medio

UNIDAD CONTENIDOS

N°1: Nameros Contenidos vistos de forma completa.
N°2: Algebra Contenidos vistos de forma completa.
N°3: Geometria Contenidos vistos de forma Incompleta
N°4: Datos y Azar No Observado

Se observa la carencia de los siguientes contenidos:
Demostrar teoremas relativos a la Homotecia de figuras planas.

Emplear elementos del muestreo simple para inferir sobre la media de una poblacion.
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Compara caracteristicas de dos 0o mas conjuntos de datos, utilizando medidas de

tendencia central, de posicién y de dispersion.

Observacién: Los contenidos vistos en lo que corre del afio 2012 estan acorde a los

regidos por los Planes y Programas del MINEDUC.

Ao 2012 cursando 111 afilo Medio

UNIDAD

N°1: Nameros
N°2: Algebra
N°3: Geometria
N°4: Datos y Azar

CONTENIDOS

Contenidos vistos de forma completa.
Contenidos vistos de forma completa.
Contenidos vistos de forma completa
Aplicacion de Contenidos (observacion

hasta la fecha)

Observacion: Los contenidos vistos en lo que corre del afio 2012 estén acorde a los

regidos por los Planes y Programas del MINEDUC y de forma completa.

Afo 2012 cursando 111 afio Medio Electivo Matematicas

UNIDAD

N°1: Algebra

N°2: Geometria Analitica
N°3: Secciones Conicas

N°4: Matrices y Determinantes

CONTENIDOS

Contenidos vistos de forma completa.
Contenidos vistos de forma completa.
Contenidos vistos de forma completa
Aplicacion de Contenidos (observacion

hasta la fecha)

Observacién: Los contenidos vistos en lo que corre del afio 2012 estan acorde a los

regidos por los Planes y Programas del MINEDUC y de forma completa.
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Se ha realizado el seguimiento desde el afio 2010 hasta la fecha (Noviembre 2012)
de los contenidos entregados por los Docentes del Establecimiento Educacional
estudiado, los cuales podemos observar en los libros de clases, estos fueron
otorgados para su revision por el jefe de UTP de dicho Establecimiento. En su
analisis se ha podido identificar las carencia de algunos contenidos los cuales fueron

observados principalmente en los afios 2010 y 2011.

Una observacion realizada en los libros de clases y verificada en UTP es que cada afio
las estudiantes han cambiado de docente por ende la continuidad de contenidos no ha
sido la mas Optima para su proceso de ensefianza y aprendizaje, ya que si algun
contenido no fue ensefiado en el afo anterior este no se ensefia en el afio siguiente y el

vacio de contenidos persiste hasta los proximos afios de ensefianza.

No obstante, ain no podemos fiarnos de esta informacion, debido principalmente al
hecho de que lo visto en clases suele ser bastante diferente a lo escrito en las
planificaciones. Es por ello, que para completar aun mas nuestro analisis decidimos
analizar los libros de clases, esto por ser el Unico registré empleado por el profesor

para justificar lo realizado en el aula.

El andlisis realizado es fundamental para el logro de uno de los objetivos planteados
en esta investigacion, ya que gracias a este analisis podemos identificar si los
aprendizajes adquiridos previamente por las estudiantes son de utilidad para el

desarrollo de una Ecuacién Diferencial por un método numérico.

5.2 Historial de Contenidos y contraste con Planes y
Programas del MINEDUC

En el siguiente apartado se dara a conocer el historial de los contenidos vistos por las
estudiantes desde | afio Medio a IV afio Medio, centrdndonos en las asignaturas del
Electivo Matematicas de 111 y IV afio Medio. Las observaciones fueron realizadas en
las Planificaciones Semestrales y Clase a Clase entregadas al jefe de la UTP por los

docentes a cargo de cada asignatura en los afios correspondientes. Los contenidos
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estan estructurados en unidades y estas a su vez se detallan especificamente con los

temas tratados en clases.

| afio Medio A-B 2010

Unidad N°1: “Potencias de exponentes enteros”
Notacion decimal

Notacion cientifica

Decimal a fraccion

Potencias en enteros y Racionales

Unidad N°2: “Conjuntos Numéricos”
Operaciones en Racionales
Monomios y Binomios

Términos semejantes

Unidad N°3: “Ecuaciones y Algebra”
Ecuacién de Primer grado
Lenguaje algebraico

Problemas de planteamiento.

Unidad N°4: “Productos y Factores”

Productos de Polinomios

Productos Notables

Cuadrado de Binomio

Suma por su diferencia

Producto de Binomio con un término en comdn.

Cuadrado de trinomio

Unidad N°5: “Factorizacion”
ler caso: Factor comUn
2do caso: Factor comun y agrupamiento

3er caso: Trinomio de cuadrado perfecto
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4to caso: Diferencia de cuadrados
5to caso: Trinomiode laforma x%+ (a+b)x+a-b

= (x+a)-(x+b)

Unidad N°6: “Funciones”

Plano y Grafica

Variable Dependiente e Independiente.
Dominio y recorrido

Analisis de graficas

Funcion afin y lineal

Ecuacion Principal y general de la recta.

Il afio Medio A-B 2011

Unidad N°1: “Conjuntos Numéricos”
Reglas de Divisibilidad

Potencias.

Unidad N°2: “Fracciones Algebraicas”
Fracciones algebraicas

Division de Fracciones Algebraicas
M.C.M

Suma, resta y amplificacién de fracciones.

Unidad N°3: “Ecuacién de la Recta”

Distancia entre dos puntos

Punto Medio

Pendiente de la recta

Puntos del plano

Rectas Paralelas, perpendiculares y coincidentes
Ecuacion principal de la recta y punto pendiente

Ecuacion General
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Unidad N°4: “Funciones”
Dominio y recorrido
Funcion afin y lineal
Funcion Parte entera
Funcion por tramo

Descomposicion de Funciones

Unidad N°5: “Sistemas de Ecuaciones”
Método de Igualacion
Método de Sustitucion

Método de Reduccion.

111 afo Medio A-B 2012 (hasta la fecha)

Unidad N°1: “Raiz cuadrada”

Racionalizacién

Ecuaciones con radicales

Unidad N°2: “Ecuaciones y funcién cuadratica”
Ecuaciones Cuadréaticas

Funciones Cuadraticas

Graficas

Vértices, raices y concavidad

Unidad N°3: “Inecuaciones y desigualdades”
Conjunto

Intervalo

Sistemas de inecuaciones con una incégnita

Ecuaciones No Lineales

Unidad N°4: “Trigonometria”
Razones trigonomeétricas y pitagéricas
Angulos Notables

Identidades Trigonométricas

Teorema del Seno y del Coseno
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Unidad N°5: “Probabilidad”

Espacio y tamafio muestral

Sucesos 0 eventos

Principio multiplicativo

Permutaciones / combinaciones

Calculo de probabilidad

Sucesos Equiprobables e independientes

Probabilidad condicional

111 afio Medio Electivo Matematicas A-B 2012 (hasta la fecha)

Unidad N°1: “Algebra”
Producto algebraico
Términos semejantes
Factorizacion

Producto algebraico

Fracciones algebraicas

Unidad N°2: “Geometria Analitica”
Ecuacion de la Recta

Punto Medio

Distancia entre dos puntos
Distancia entre un punto y una recta
Posicion relativa entre dos rectas
Vectores en el plano

Suma y Producto de Vectores

Unidad N°3: “Secciones Conicas”
Ecuacion de la Circunferencia

La parédbola

La Elipse

La Hipérbola
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Unidad N°4: “Matrices y Determinantes”
Propiedad de matrices

Adicion y Producto de matrices
Transpuesta de una matriz

Determinante de una matriz

Propiedad de los determinantes
Determinante de orden 2y 3

Regla de Cramer

IV afio Medio Matematicas 2012 (hasta la fecha)

Unidad N°1:”’Funciones”

Logaritmos

Propiedades de Logaritmos

Ecuaciones Logaritmicas y exponenciales

Funcion exponencial, raiz, racional, potencia y logaritmica
Funcién Compuesta

Funcion Par — Impar

Dominio y recorrido

Evaluacion de Funciones.

Unidad N°2:” Cuerpos Geométricos”
Area y Volumen de Cuerpos

Area y perimetro de figuras planas
Poliedros y su clasificacion
Poliedros regulares

Prismas, piramides, cono, cilindro y esferas (area y volumen)

Observacion: Los contenidos en IV afio Medio no fueron vistos en su totalidad, se

observo la carencia de la Unidad de “Datos y Azar”
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IV afio Medio Electivo Matematicas 2012 (hasta la fecha)

Unidad N°1:”Numeros”

Sumatorias PA, PG, PH

Progresiones aritméticas y Geométricas
Limites de funciones

Continuidad.

Unidad N°2: “Derivadas”

Derivada en un punto

Derivadas inmediatas

Derivada de una funcion exponencial y de base e
Derivadas Trigonométricas

Regla de la cadena

Unidad N°3:”Integrales”

Suma de Riemann

Area bajo la curva

Integrales inmediatas

Teorema Fundamental del Célculo
Integrales definidas e Indefinidas

Uso de formulas

Unidad N°4:”Légica y Teoria de Conjuntos”
Tablas de verdad

Conectivoy /o

Conectivo Implica

Conectivo si y solo si
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El objetivo de realizar el historial de los contenidos es para evaluar si es posible la

aplicacion y el desarrollo, por parte de las estudiantes, de una Ecuacion diferencial

No Lineal por Método Numérico Runge-Kutta de Cuarto Orden utilizando las

herramientas adquiridas en su proceso de formacién en la Ensefianza Media. Los

contenidos mas indispensables para la resolucion de dicha ecuacion, se centra en las

asignaturas de Il y IV afio Medio Electivo de Matematicas, pero no por esto los

demas contenidos no seran de gran utilidad para el dominio de este tépico. Como

sabemos los contenidos estan estructurados de forma que el proceso cognitivo de las

estudiantes sea incrementado a medida que ellas los interioricen y los asimilen.

Los contenidos esenciales para dicho dominio son:

Ciclo de Ensefanza

| afio Medio

11 afno Medio

111 afio Medio Electivo

Matematicas

Contenido

Unidad N°6: “Funciones”

Unidad N°4: “Funciones”

Unidad N°2:
Analitica”

“Geometria

Justificacion

Es importante el analisis
de gréficas, el término de
variables y la ubicacion en

el eje de coordenadas.

Dominio y recorrido de
funciones.

Vectores en el plano.
Suma y producto de
vectores.

La ecuacion utilizada es la
de Van del Pol, esta a su
vez se expresa en forma
vectorial con una o0 mas
variables. Por eso es de
importancia  que las
estudiantes dominen los
conceptos de vector vy
escalar  utilizando  sus
propiedades se suma vy

productos de estos.
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111 afio Medio

1V afio Medio

1V afio Medio Electivo
Matematicas

Unidad N°4:” Matrices y

Determinantes”

Unidad N°4

“Trigonometria”

Unidad N°1: “Funciones”

Unidad N°2: “Derivadas”

Propiedades de matrices.
Adicion 'y producto de
matrices.

Las ecuaciones se pueden
expresar por medio de
matrices, por ende el
dominio de las
propiedades bésicas de

estas es necesario.

Razones trigonométricas y
pitagoricas.

La excitacion externa
utilizada en la ecuacion de
Van der Pol

variable coseno, por lo

posee la

cual las estudiantes poseen
el dominio de la gréfica y
caracteristicas las
identidades
trigonométricas.
Evaluacién de Funciones.
Para poder iterar los
resultados de la ecuacion,
es necesario saber
“evaluar” funciones.
Derivadas Inmediatas.
Derivadas de una funcién
Exponencial.

Derivadas trigonométricas.
Las ecuaciones
diferenciales son
ecuaciones que contienen
una o mas derivadas, por

ende es indispensable el
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dominio de este contenido.
Unidad N°3: “Integrales”  Suma de Riemann
Area bajo la curva
Integrales Inmediatas
Teorema fundamental del
calculo.
Este dltimo punto nos
sirve para justificar que si
las estudiantes llegan al
nivel de desarrollar vy
poder abstraer el analisis
de una integral sabiendo
que es la suma de areas
bajo una curva, (llamadas
por ella como funcion),
también seran capaces de
adquirir un aprendizaje
avanzado como es la de

una Ecuacion Diferencial

Uno de los Objetivos especificos de esta investigacion, consiste en identificar los
contenidos necesarios para el aprendizaje de las Ecuaciones diferenciales a través de

un método numeérico conocido como Runge — Kutta.

Como observamos anteriormente, se ha realizado un historial de los contenidos vistos
por unidades a través de las planificaciones, de las cuales se puede desprender dicho
cuadro expuesto anteriormente, donde la justificacion de los contenidos necesarios
que las estudiantes debiesen dominar para el desarrollo de dicha ecuacion esta

sustentado por el analisis realizado.
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CAPITULO VI

6 Como aplicar el método de Runge-Kutta para el

desarrollo de Ecuaciones Diferenciales No Lineales

Si consideramos las teorias antes mencionadas “Vygotsky y su Teoria Sociocultural”,
y “Brousseau con su Teoria de Situaciones Didécticas”, nos encontramos con las
herramientas necesarias para lograr plasmar una orientacion hacia el acercamiento de
una metodologia para la ensefianza de las Ecuaciones Diferenciales no Lineales por el
método de Runge-Kutta. Entendiendo la Teoria Sociocultural, sabemos que los
factores sociales en los cuales estdn inmersas estas estudiantes nos seran de ayuda
para empezar una aproximacion al objetivo de este capitulo. Por ejemplo, refiriéndose
a los avances tecnoldgicos actuales, no es de extrafiar que las estudiantes se
desenvuelvan mejor en un ambiente tecnoldgico (uso de celulares, computadores,
tablets, etc.).

Es importante sefialar que por el caracter de esta muestra (electivo matematicas, Il y
IV medio) presentan especial interés en las matematicas, por lo tanto podriamos
relacionar que estas estudiantes se sentirian cdbmodas en un ambiente tecnolégico y

matematico a la vez.

Como se menciono en el capitulo III, “se aprecia el desarrollo intelectual de los nifios
y jovenes como una estrecha relacion entre lo cognoscitivo y lo cultural”. Sobre esto
es que se sustenta todo lo anterior, y en base a él se que determinamos que un buen
aprendizaje se realizara en la medida en que la relacion de lo cognoscitivo y lo
cultural se mescles, creando un estado de balance, ojala perfecto. Ademas, hemos
planteado que los estudiantes desean aprender nuevos términos y conceptos, capaces
de sustentar la necesidad por aprender y perfeccionarse, y teniendo en cuenta que lo
que ellos saben no tiene peso no significado para su futuro desarrollo en el plano

social.

Ahora bien, lo anterior no puede quedar solo en palabras si es que no se ocupara para

poder fomentar el aprendizaje de los jovenes. Acé rescatamos el concepto de
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andamiaje de Vygotsky, el cual nos indica segtin el capitulo Il que es el “tratamiento
que realizar el participante mas experto en el problema para lograr adecuarlo al
entendimiento del novato”. Segun esto, debemos realizar un tratamiento a la
informacidn a ensefar, para nosotros los profesores, contenidos curriculares, y en el
caso particular de esta tesis las Ecuaciones Diferenciales no Lineales por el método

de Runge-Kultta.

Para lograr este andamiaje, es que no sustentaremos en la teoria de Brousseau sobre
Situaciones Didacticas, principalmente porque esta se caracteriza por tomar un saber

sabio y transférmalo en un saber institucionalizado.

Segln esta teoria, debemos realizar un tratamiento al concepto de ecuaciones
diferenciales por desarrollo numérico. Para esto es que hemos analizado una ecuacion
en particular a través del método de Runge-Kutta. De esta manera sabremos que
saberes son los adecuados para comenzar con el tratamiento de esta tematica. Los
conceptos necesarios para el desarrollo de nuestro tema de estudio son:

e Derivadas.

e Ecuaciones, operatoria de ecuaciones.

e Funciones, grafico, tabulacion y evaluacion de ellas.
e Vectores, operatoria de vectores.

e Matrices, operatoria de matrices.

Estos conceptos, en su mayoria deben estar impregnados en el subconsciente de las
estudiantes seleccionadas, y en el caso contrario, se deberia introducir a ellos. El
analisis de los contenidos vistos, las planificaciones y los Planes y Programas
realizados, con anterioridad sirven como sustento para poder concluir que estos
contenidos ya estan en la gran mochila de conocimientos de nuestras alumnas
seleccionadas. Por lo tanto, el primer cometido de este método ya estd cumplido,

hemos definido el saber a ensefiar y visto los elementos que nos permitiran ensefarlo.

Disponiendo de lo anterior se puede elaborar una estrategia capas de ensefiar este

método de desarrollo para ecuaciones diferenciales.
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Al momento de elaborar la estrategia, el lector debe tener en cuenta los elementos
descritos en el marco tedrico de esta investigacion para el desarrollo de la Teoria de
Situaciones Didacticas. Por ejemplo, debe responder a las tres interrogantes al
momento de realizar una transposicion didactica. Responder a las preguntas ¢Qué voy
a ensefiar?, ¢para qué ensefiarlo? y ¢Coémo lo ensefiare?, nos facilitara la realizacion

de la transposicién y nos daréa un fin al aprendizaje el cual deseamos transmitir®.

Asi como se deben considerar estas preguntar al momento de planificar una
estrategia, el profesor que use este sistema para ensefiar el tema acé descrito debera
tener siempre presente la finalidad de esta teoria. Entrar en un juego de situaciones
Didacticas y A-didacticas nos permite corroborar que el estudiante ha logrado
aprender. Es por esto y todo lo demas que después de que el lector revise todo lo
expuesto en esta investigacion le desafiamos a poder hacer suyo lo acé visto, y se
sirva de todas las herramientas entregadas para corroborar el fin transversal de este
trabajo, ensefiar Ecuaciones Diferenciales por desarrollo numérico a través del

método de Runge-Kutta

9Estas preguntas deben tomarse como arquetipo para realizar una transposicion didactica
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CAPITULO VII

7  Conclusiones

En los paradigmas actuales de la educacion ya no se puede pensar en el alumno como
un actor pasivo en el proceso de ensefianza — aprendizaje, su rol se transforma en un
estudiante que selecciona, relaciona, organiza y vincula sus conocimientos previos
con los nuevos. Solo se hablara de aprendizaje significativo cuando lo que se aprende
se relaciona con lo que ya se conoce en esquemas de pensamiento. En este contexto
aprender un contenido, significa atribuirle un significado, construir una
representacion mental o modelar tedricamente un contenido (Diaz y Hernandez,
1999).

El objetivo fundamental de este estudio es la investigacion de la posibilidad de que
los estudiantes de un Establecimiento Educacional determinado de Ensefianza Media
adquieran un tépico matemaético fuerte como lo son las Ecuaciones Diferenciales,
analizando los contenidos que fueran necesarios, tanto para el desarrollo como para
lograr el aprendizaje significativo de este Topico. Se enfocd principalmente en el
desarrollo de la Ecuacion Diferencial No Lineal por Método Numérico de Runge -
Kutta ya que es un método relativamente facil de aplicar y con resultados més

exactos.

El sustento principal de esta investigacion nos llevd a analizar los Planes y Programas
del MINEDUC (2012, sin ajuste curricular), el cual respalda las conjeturas
establecidas al inicio de esta investigacién. Como podemos apreciar, los contenidos
vistos por las estudiantes del establecimiento educacional determinado, se rigen de
acuerdo a los planes y programas y segun dicho analisis a los libros de clases, las
estudiantes poseen los contenidos y herramientas necesarias para la adquisicion de
este topico matematico llamado Ecuaciones Diferenciales.

Como docentes, en el final de nuestro proceso de formacion, sabemos de la
complejidad y el desafio que implica crear un espacio para la ensefianza de un tépico
fuerte como son las Ecuaciones Diferenciales, las cuales generalmente se imparten en
el ambito de la Ensefianza Universitaria, pero ¢Por qué no correr el riesgo de que este

topico pueda ser ensefiando en la Ensefianza Media?. Generalmente en las asignaturas
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de Electivo de Matematicas se observan en sus contenidos conceptos tales como:
matrices, limites, continuidad, derivadas e integrales, las cuales preceden y son
necesarias para la comprension del término “Ecuacion Diferencial”, es por ello que
optamos por la investigacion en los contenidos y planificaciones de Tercer y Cuarto

afio Medio, electivo matematicas, con mayor dedicacion e ahinco posible.

Se puede inferir de todo este proceso de investigacion que las estudiantes poseen las
herramientas y recursos necesarios para el desarrollo y aprendizaje de Ecuaciones
Diferenciales, por el método observado en esta Tesis. Pero lo importante de esta tesis,
es que marca, como guia, la forma para abordar esta teméatica. Nos entrega ideas
claves al momento de planificar, asi como nos da datos curiosos y certeros sobre las
EDO’s.
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ANEXOS



ANEXOS N° 1

PLANIFICACIONES



Como evidencia a los datos anteriores, se adjuntan las planificaciones
correspondientes al 1l semestre de las asignaturas de 111 y 1V afio Medio Electivo de

Matematicas.

Planificacion Il semestre 111 afio Medio Electivo Matematicas

Profesora: Jocelyn Jofré Morales [ subsector: Matemética

Planificacion Area Cientifica Il Semestre 2012

CONTENIDOS APRENDIZATES ESPERADOS FECHA TERMINO

2 caloulo alzsbraico 2 &l astudio

Agozto 17

Conica::
Agozto 24

Agozto 31

Septiembre 7

Septiembre 2§

Ocrubre 12

Octubre 26

Noviembre 09

Noviembre 16

Noviembre 23

Esta planificacion corresponde a la asignatura de 111 afio Medio electivo matematica,
en ella podemos observar y verificar que los contenidos ensefiados a las estudiantes
estdn acorde a las necesidades para la adquisicion del topico matematico que es
objeto principal de investigacion de esta tesis, que es el desarrollo de la Ecuacion

diferencial No lineal por método numérico.
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Planificacion 11 semestre 111 aiio Medio Electivo Mateméaticas

Coleglo 44 Lulea Vilision
Unidad Técnico Pedagégica

Profesor: Ana Salomo [ Subsector: Matematica
Curso: IV Medio Electivo | Planificacion Area Cientifica Il Semestre 2012
Unidades Tematicas: Objetivos Fundamentales:

» DERIVADAS

» FUNCIONES POLIMONIALES » Analizar, confrontary construir estrategias personales para la resoluciénde problemas o desafios que
> LOGICAMATEMATICA Y TEORIA involucren funciones, relaciones entre geometria y progresiones.
DE CONJUNTO

» Conocery utilizar conceptos y lenguaje matematico asociados a modelacion matematica y procesos infinitos.

- DERIVADAS

- FUNCICNES FOLINCMIALES

- INTEGRALES

En esta planificacion también podemos observar y verificar que los contenidos
entregados son acorde a las necesidades de los conocimientos y herramientas que

deben poseer las estudiantes para cumplir el objetivo de esta investigacion.

Si bien en las planificaciones adjuntas hemos podido constatar que los contenidos
fueron ensefiados a las estudiantes, también debemos tener presente de qué manera se
evallan estos contenidos. A continuacidn se adjuntan algunas evaluaciones realizadas
durante el segundo semestre del presente afio, en las asignaturas de Il y IV afio

Medio electivo.
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ANEXOS N° 2

EVALUACIONES



Prueba de Matrices I11 aiio Medio Electivo

Prueba de Matematica Electivo lll afio Medio: Matrices

Nombre: Curso; Fecha: Nota;

Aprendizajes esperados:
Comprenden conceptos basicos sobre Matrices
Aplican Propicdades de suma, resta y multiplicacion de matrices para hallar la matriz solucion correspondiente

Instruceiones:

¥ Lee atentamente las preguntas antes de contestar,

¥ No se permiten celulares prendidos dentro de [a sala de clases. ni salidas al bafio

* Tiempo estimado para contestar la prueba es de 80 min

* La prucba cuenta con 42 puntos. donde la nota de aprobacin corresponde al 60% del puntaic total

** Desarrollo: En cada uno de los cjercicios determina lo solicitado

L. En cada ejercicio empleando propiedades de matrices, calcule lo solicitado y encuentre la matriz
solucion.( 4 puntos cada uno)

A o] [2 93 5 4 3
A=z|=2 0 11 B=/3 6 9 c=|-3 2 1
|1 3 -1 [—254 0 7 -2
a) A+B
b) B-A
¢) 4A+2C-B
d) CtA
2

2. Aplicando multiplicacion de matrices obtén la matriz resultado (5 puntos cada uno)

A 2.-% 3 32 i % 2
'9014} Jzo(s)o} ' g % 2
pi| 2 B= | oe=i3 9| p=|5 3 -6
|013 5 4 =316
-2 5 4 |24 =2
=120 -3 2 =1 2 o :
a) A*B
b) B*A
c) C*D
d) D*C
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Prueba de Derivada 1V aio Medio Electivo

Colegio M* Luisa Villalén
Sector Maternatica
' Profesoras: Ana Maria Salomo
PRUEBA DE MATEMATICAS IV ° Medio electivo. DERIVADAS

Nombre: Curso: Fecha: Nota:

Aprendizajes esperados. ;
Aplican propiedades de derivadas ;
|
|

Instrucciones:
¢ Lec atentamente las preguntas antes de contestar.
* No sc permiten celulares prendidos dentro de la sala de clases, ni salidas al bafio.
¢ Tiempo estimado para contestar la guia ¢s de 40 min
¢ Laprucba cuenta con 27 puntos, donde la nota de aprobacion corresponde al 60% del puntaje total.

I Obtener la derivada de las siguientes
funciones por Definicién.

fx) = >

5 <)
2) f(x)=x"+4x-5enx=1.

( 3 puntos)

- ~ | k

1. Obtener la derivada de las siguientes
fivyz— funciones, aplicando formulas: ( 3 puntos

“enx = 2, .
b) ( 3 puntos) cada unz)

a) y= Che
3+x?

r )




b y=7.Vx ) 3
< .
,, o= 2Cexe2
\ OxX“ 41
. ) s
¢) y:"x X_T.‘. 522 f(X) ".'(x

N

PR W S

ﬁ

d) Y= (Sx" x* b dx+ 2)-(3‘\" - 7)

\
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Prueba de Integrales IV afio Medio Electivo

Colegio M® Luisa Villalén
Sector Matematica
Profesoras: Ana Maria Salomo

PRUEBA DE MATEMATICAS IV ° Medio electivo: Integrales Definidas e indefinidas

Nombre: Curso: Fecha: Nota

Aprendizajes esp—crad.oﬁ' - - - 1
Aplican propiedades de las integrales y ¢l Tecorema Fundamental del Célculo I
Encontrar el valor numérico de la integral '

|

Instrucciones:
o Lee atentamente las preguntas antes de contestar
* No se permiten celulares prendidos dentro de la sala de clases, ni salidas al baiio,
e Tiempo estimado para contestar la guia es de 70 min

¢ La prueba cuenta con 39 puntos, donde la nota de aprobacion corresponde al 60% del puntaje total.
I Obtener la integral de las siguientes funciones, 2 -2x% +4x
c) X X
[47(6 + 20 - 13x dx
( 3 puntos) ( \

- .

N )

Ny I~

b) J(«E *2) dx

3 3I_c.2
( 3 puntos) 9 J(Bx S5x 03x04) dx
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¢ lxz—x”—x]3+xdx

Ij(Qx—3)dx
h) 0

\_ /

0 Flr) - /‘. (r® — 622 - Br)dr

TN

0
/ (1'4 - ./‘2)41.1'
g1

i)
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Como observamos las evaluaciones presentan los contenidos explicitados en las
planificaciones. Las evaluaciones son de desarrollo, los conceptos fundamentales son
Matrices, Derivadas e Integrales los cuales son contenidos esenciales a la hora de

poder ensefiar el concepto de Ecuacién Diferencial.

Todo lo expuesto anteriormente nos sirve para confirmar que es posible identificar los
contenidos que son necesarios para la adquisicion del desarrollo de un tépico
matematico fuerte como son las Ecuaciones diferenciales. Para esto fue optimo
realizar un analisis historico de contenidos vistos por las estudiantes desde el I afio de
su Ensefianza Media a 1V afio Medio, incluyendo 111 y 1V afio Medio Electivo, el cual
es el nucleo de nuestra investigacion, ya que en estas asignaturas es donde se
encuentras los contenidos mas necesarios para la ensefianza y aprendizaje de
Ecuaciones Diferenciales No Lineales por Método Numero Runge Kutta Orden

Cuatro.
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ANEXOS N° 3

REGISTRO DE LIBROS DE CLASES
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A continuacion se adjuntan fotografias de los libros de clases analizados a través de
pauta de observacion, estas se clasifican de acuerdo a los afios (2010, 2011 y 2012).

Afo 2010, | aflo Medio A -B

Docentes: Natalia Jarra P. / Macarena Zufiiga.
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Afo 2011, Il aflo Medio A -B

Docentes: Natalia Jarra P. / Jocelyn Celedon.
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Afo 2012, Ill aflo Medio A - B

Docentes: Ana Maria Salom¢ / Jocelyn Jofré.
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